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Matematica. — Sulle equanoni integrali. Nota di Eugenio

Elia Levi, presentata dal Socio Luioi Bianchi.

1. II risiiltato fondamentale della bella teoria delle equazioni integrali

della forma

(1) <f{x) -{- \ k{x7j) (f{y) dy = fix)

e state stabilito dal Fredholm (') nell' ipotesi che la funzione caratteristica

A(jry) restasse sempre finita nel campo a:^x^b,a^^y^s^b, od anche

divenisse infinita nei punti a; s; y di ordine ^ ;
, dove a indica un^

{X — yY

('; I. Fredholm, Sur une classe d'equations fonctionnelles. Acta Math. 27.

637356
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niimero < 1 . Ne le acute indagini dello Hilbert (')- dello Schmidt (-j, del

Korn (') sopra I'equazione integrale (1) hanno finora permesso di allargare

il campo delle funzioni cavatteristiche, per cui vale la teoria del Fredholm.

Pero in una recente Memoria piibblicata nei Mathematische Annalen, lo

Schmidt (^) ha dato di questi risultati una nuova diinostrazione, che mi

pare si presti, con poche modificazioni, ad estendere alquanto il campo delle

funzioni caratteristiche, che e legittimo considerare. lo mi propongo di in-

dicare qui come cio possa farsi.

2. Supporr6 che jjer o; variabile neU'intervallo a . . . b I' integrale

\
\k{xy)\dy esista e sia uniformemente convergente {^): assegnato un nu-

mero e piccolo a piacere sara possibile trovare un polinomio P(.riy) tale

che si abbia

(2) f
\k{xij) — ^(xy)\dij<:s.

Infatti si considerino le variabili j? ed y come coordinate in un piauo:

esse varierauno in un rettangolo R i cui vertici sono nei punti (a a) (a b)

(b a) {b b). Fissato un numero r], si escludano da questo rettangolo i punti

e le linee in cui kixi/) cresce oltre ogni limite in valore assoluto oppure

e discontinua. mediante intorni t,- tanto piccoli che se li , U , h , •• sono i

segmenti di una qualunque parallela all'asse delle y interni ad essi si abbia,

per ogni x,

(3) ^{\k{xy)\dy<rr,
-',

(') D. Hilbert, Grundlacjen einer allg. Theorie etc., GOttinsrer Nachr., 1904-190<i.

(') E. Schmidt, Entwicklung willkiirlicher Functionen etc., Diss. Gott. 190o, lipro-

dotta con aggiunte in Math. Ann. Bd. 63 col titolo: Zur Theorie dc.r linearen un<l nicht

Unearen Integralgleichungen. I Theil.

(') Korn, Sur Vequation foncLionneli; de .)/. Fredholm, C. R. 1° semestre 1907.

(*) E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralgleichungen,

Zweiter Theil, Math. Ann. Bd tU. In questa Memoria lo Schmidt dimostra il ttorenia fon-

damentale neH'ipotcsi che la funzione A(X!/) sia tale che I k{xy)'dy per « <.a;.< // e
^' a

c
k{xyY dx per a jS x<^b siano finiti. Cfr. I'osservazione finale della Memoria ed

il § 10 della prima parte (giii citata) della Memoria medesima pubblicata nei vol. 63.

C
(•) Dire che 1' integrale \k(xy)\dy <; uniformemente convergente per a.^.x<.b

significa che, preso un * piccolo a jiiacere, si pu^ trovare un ')' cosi piccolo che per ogni

coppia di valori di y e di x compresi fra a e i, sia

fy ry+fi

\Kxy)\dy<e,\ \k{yx)\dy-
Jy-H Jy

cfr. La Vallee Poussin, Sur la convergence des integrates difinies, n. 61, Journal de

I.iouville, 1892, IV serie, vol. 8.
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ci6 potrii fai-si in base alia supposta convergenza uiiifoime degli integrali

j
\k(xy)\d)/ . Si potra allora trovare una fiinzionc k{xi/) die in tntti i piinti

* - o

di R esterni ai campi r; coincida con k(,cy), e nei campi r, sia tale che

si abbia ancora

(4) y{\k{xy)\dy<r,{^).

Si costniisca un polinomio ^(xy) tale che in tutto R si abbia \k{xy) —
— V{xij) !<!»';, cosa che per il noto teorema di Weierstrass e sempre possi-

bile. Si avri allora evidentemente, qualunque sia x, ricordando (3) (4),

I '\k{xy) — nxy)\dy ^ r \kixy) — ?ixy)\ dy +
(5) r r-

+ ^ im^y) I

dy + ^j^\Hxy)\ dy < >y [(* - a) + 2]

.

Basterk qiiindi prendere j? j!= r-r-7: perche la (2) sia soddisfatta.^
' (0 — a) -f-2

Osserviamo. per completare, che se si suppone che la k{xy) soddisfaceia

ancora alia condizione che fer y variabile nell'tntervallo a . . . b esista

I'integrale
\

\k(xy)\dx e sia uaiformemeate convergente {^). si potra pren-

dere ^{xy) in modo che insieme coUa (2) si abbia pure

(2), r\k{xy)-?{xy)\dx<8.

{') Cifi e evideute e tlel resto si dimostra come segue. Si im<'> suppurre clie la luu-

ghezzu di dei segmenti /< intenii a tv sia funzione continua dell'ascissa x. Ci6 posto sia

K il massimo valore di \k(xii)\ in E — ^n; sia m il massimo iiumero dei segmenti U che

sono sopra una x = cost. Si prenda in ogni campo Xi una curva yi tale che, detta r/

I'area racchiusa da ;',, i segmenti di una qualunque parallela aH'asse delle y interna a

ti — Ti abbiano somma <7r. Per costruire y, bastera in ngni segmento U la cui lun-

ghezza sia > :^— segnare i due punti che distano dagli estremi di esse di r^:— :

si chiami y/ il luogo di questi punti: risultera esse di archi accoppiati in modo che

quelli di una stessa coppia sono compresi fra le stesse parallele all'asse delle y. a questi

archi si aggiunganu i segmenti di queste parallele all'asse delle y fra essi compresi, e

si jirendano quali y,- le curve cliiuse (0 sistemi di curve chiuse) cosi ottenute. Si cnstruisca

una funzione continua che sul contorno di r^ sia uguale a k{xy). su j--; e in I'l sia zero, e

in Xi — Xi sia in modulo sempre _< K.

(') In particolare quindi k{xy) non potra divenire inflnita sopra tutto un tratto di

parallela all'asse delle x, cosa che le ipotesi del principio di questo numero non esclu-

devano minimamente.
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per ogni valore di y compreso fra a % b. Infatti si potra allora prendere

gli iutorni t, dei punti di infinito o di discontiniiita di k{xy) tanto piccoli

che, detti X^ . ).. i segmenti di una parallela all'asse delle x interni

a questi campi r, , si abbia insierae colla (3) anche la disuguaglianza

e scegliere quindi la k(xy') in modo che, insieme colla (4) si abbia

(4) J
^{\k{xy)\dx<r^.

Se noi osserviamo ora cbe un poliuomio si pud certamente scrivere nella

forma y a.,{x) ^^(y) , dove a^{x) , ai{x) , ... , a^{x) e /?,(?/) , ^i(t/) , ...
, ^^{y)

sono polinomi nelle variabili x ed y che si possono siipporre linearmente

indipendenti, il teorema precedente ci dimostra in particolare che : se la

fuiizione k{xy) e tale che per x variahile nell'intervallo a ..1 b esisla I'in-

tegrale I \k{xy)\dy e sia uniformemente convergenle (e per y variabile
J a

nell'intervallo a...b esisla I'iategrale I \k{xij)\dx e sia uniformeraente
^a

coiivergente) si possono sempre trovare, per fi sufficienteraente grande.

II coppie di fansioni c(.,{x) , ^-tiy) delle variabili x ed y rispettivameate,

finite e continue per a-^x^^b^a^y^-b e linearmente indipendenti,

tali che si abbia

'\k{xy)-J^ct,{x)^.,{y)\dy<l
1I

iej \k{xy)—y_a.,{x)^s{y)\dx<V\.

Questo teorema far^ I'ufficio del teorema iuvocato dallo Schmidt nel prin-

cipio del § 3 della Memoria citata (II Th.) e dimostrato nella I Th. della

Memoria pubblicata nel vol. 63 dei Math. Ann.

3. Premesso ci6, perche la dimostiazione dello Schmidt si possa appli-

care nelle condizioni piii general! in cui qui ci poniamo, bastard mostrare

che, se in un'equadone integrate (1) la fuasione k(xy) e assoluiamente

inttgrabile rapporto ad y e soddisfa alia condisione

(7) \\k{xy)\dy<K<\ (a^x^b).
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requasione ammettc soluzionCj loslo che la funzioae f(x) e alia all'iategra-

zionc e finita (mimericamente inferiore ad un numero F). Invero in queste

ipotesi si avrS,

l/Wi<F

\\{xy) fin) rfyl < F f |/<^(^y)l# < FK

I

Vk{xy,)dy, Vk{!j,y)f{y)dy < PK {\k{x ,y,)\dy,<?K'

Quindi la serie di Neumann

(8) ^{x) = f{x) - \ 'kixy) f(y) dy + rk{xy,)dy, \ 'k{y, y) f(y) dy - -

converge in ugual grado fra a e 6, e rappvesenta quindi una funzione atta

air integrazione la quale soddisfa all'equazione (1).

Si noti che non e necessario ammettere cbe sia \f{x)\<^Y\ basta sup-

porre che f{x) sia tale che esistano lutti i lermini suceessivi delta serie (8)

e che uno di essi sia liviitato.

OssERVAZioNE I. — Se f{x) = la serie (8) dk la sohizione evidente

q){x) = . Ma si pu5 osservare che quando e soddisfatta la condizione (7),

I'equazione omogenea

(9) <p(x)+ f''k{xy)9{y)dy =
•J a

non ammette alcuna solusioiie limitata tra a e b diversa da zero : poiche,

se <P e il massimo modulo di una soluzione (f{x) di (9), il massimo valore

assoluto di I k{xy) (f(ij) dy sara ^- <JK, e quindi sari <C ^, tranue quando

d) == 0. Quindi ancora possiamo dire che, se e soddisfatta (7) e f{x) e finita,

I'unica solusione finita di (1) e data (8).

Di piu, se supponiamo che k{xy), oltre a soddisfare a (7), sia pure asso-

tutamente integrabile rapporto ad x e I'integrale converga uniformemente

rapporto ai vari valori di y e soddisfaccia alia limitasione

(10) {\k{xy)\dx = x{y)^K,<l,
^ a

noi possiamo dire che la (9) non ammette nessuna soluzione assolutamente

integrabile diversa da zero. Si osservi perci6 che se e veriflcata la (10) e

g>{x) e assolutamente integrabile, esistera 1' integrale

J

"6 rb rb rb

\9iy)\dy
I
\k{xy)\dx= %[y)W{y)\dy <^, l5P(j')My-
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Ma di piu siccome j \k{xy)\dx e per ipotesi uniformemente convergente,

esiste I'integrale siiperticiale | \(f{y)\.\k{-xy)\dxdy e si ha

f fl ^(y) i

.

I

k{xy)
I

dx dy^\\ g{y) \dy (\ k{xy) \dx {') .

D'altro canto si ha, se si suppone che gix) soddisfaccia all'equazione (9),

in Yirtii della (^) e della (10) {^)

J
\(^{x)\dx < \ yff{[i)\\ k(xy)

I

dx dy =

=
\

1 <f{y)\dy
I I

k{xy) \dx^-K, ]W(y)\ dy < {
'

cf[y)\ dy,

e tale relazione e assurda tranne quando sia I \<f{x)\dx= ossia if{x)= 0.

OssERVAZiONE II. — Osserviamo ancora che nelle condizioni generali

qui supposte, non si puo parlare di risolvente dell'equazione (1), e cioe di

una funzione x{x , Xi) tale che

xixx,)-\- ) k{xij)x{y^i)dy = k{xx,);
^ a

poiche la funzione k{xx,) non soddisfer^, in generale. alle ipotesi iatte per

f{x), e noi non potremo neppure assicurare che abbia senso 1' integrale

I
b

k{xy)k{yxt)dy.

(') Invero percht: esista \f{xyi\dx dy e sia= dy \f[xy)\dx basta che
y, K J a la

fb
I \l(xy]\dx sia uniformemente conversrente tranne cho r.ei punti ili un insieme di mi-

J''

sura nulla nel senso di Jordan: iiel costro caso sono questi i punti di infinitu di ipi,y).

Cfr. La Vallee Poussin, Journal de Liouville, 1892, tonio 8, serie IV.

P) Invero dall'esistenza delTintegrale \k{xy ) (f{y)\ dx dy segue con ragiona-

menti analoghi a quelli del Pringsheim (Munchener Bcr. 28-29, 1898-1899) che esiste

I \k{xy) ff(y)\ dy tranne che nei punti x di un insieme di misura nulla nel senso di

f'
Borcl-Lebesgne. Ma qnando ha senso \k{xy) .(f{y)\(}y, si ha da (9)

Ja

\<f(x)\^
j

\k(xy)(f(y)\dy.

Onde la disuguaglianza del testo.
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4. E dopo ci6 la dimostrazione dello Schmidt si potra riprodurre con

ben poche modificazioni. Osserviamo infatti collo Schmidt (§ 2) che, quando

la funzione caratteristica e del tipo k{xy)=? a^{x) §^{y). la ricerca delle

soluzioni di (1) assolutamente integrabili si riduce alia discussione di un

sistema di /t equazioni lineari ordinarie: e die si ottiene quindi che o esiste

la soluzione di (1) qualunque sia f{x) e tale soluzione e unica, oppure esi-

stono soluzioni della corrispoudente equazione omogenea

(f{x)+
I

k{.xy) <f{y) dy = .

Presa alloia un'equazione (1) qualunque la cui funzione caratteristica

soddisfaccia solo alle condizioni imposte al principio del n. 2, si determi-

nino le u.^{af)
, ^^(y) secondo quanto e indicato in quel numero : e posto

k{xy) — ^«v(«) §t{y) = k,{xy) ,

si costruiscano le serie

f,(x) = f{x)- r^'^i^y) fiy}''i/ +
^ a

+ k,{xy,)dy, j
k,{y,ij) fiy) dy -{- •

Au{x) = cc^{x) — ki{xy) a.,{y) dy +

+ I

k,(xy,)dy, k{y,y) a,(y) dy
-]

le quali per le considerazioni del numero precedente quando f{x) sia finita

convergono e rappresentano funzioni finite che risolvono le equazioni

Mx)+ rk,{xy)r,{y)dy = r{x)
^ a

(12) .,

k^{x) -j- ki{xy) Av(y) dy = a„(x)

.

^ a

Ma la (1) si pu6 scrivere

k,{xy) <f{y) dy -\- \a,{x) \ §^{y) <f{y) dy — f{x) = .

Sostituendo in questa i valori di ix,{x) e f{x) dati da (12) si avr^

[^{x) + V A.(^) f V.(y) ^{y) dy - /i(^)~|+
(13) ^

"- ^"
,^

-

J^jjc,{xy) Vy{y) + VA.(y) J^V(y.) <^(y.)rfy.-
A(y)J

dy = i).
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Si ponga

<P(^) = (fix) + V A.(^) f'^sOj) <f(y) dy — f,{x) ;

la (13) diverra

^{x)+
I

k,{xij) 0{y) dy = .

•- a

Ma se si suppone che f{x) e (p{x) siauo finite, <P{x) saia pure finita

:

e ci6, perche <t>(x) soddisfa aU'equazione precedente e per I'osservazione I

del n. 3, noa pu5 essere se non e (I>{x) = ; quindi affinclie la fiinzione (f{x)

siipposta tinita, soddisfaccia aU'equazione (1) e necessario che

(14) (fix) + {\^k.{x) My)) 9{y) dy = n{x).
^ a

Ed inversamente se (p{x) soddisfa la (14), essa e soluzione di (1) in virtii

di (13) e di (12).

Ma I'equazione (14) ba per fimzione caratteristica la somma di un nu-

mero finito di prodotti di fuiizioni della sola x per funzioni della sola y

,

onde, come dicemmo in principio di questo numero, essa si riduce alia riso-

Inzione di un sisteraa di equazioni lineari ordinarie. E potremo conchiudere

:

Se si suppone che la funzione k{xy) sia assolutamente ed uniforme-

mente integrabile'vapporto ad y per x compreso fra a e b, possono aversi

per I'equazione (1) due casi:

\°. Non esiste soluzione finita e diversa da zero dell'eqiiasione

omogenea

(15) (fix) + r k{xy) (f{y) dy = ;

I'equazione (1) e allora risolubile appena si sujiponga che f{x) sia finita;

ed allora essa ammette una sola soluzione finita.

2°. Esiste una soluzione finita dell'equazione (15). Non si pud allora

assicurare che esista una soluzione di (1) per qualunque funzione f(x):

quando ne esiste una, ne esistono parecchie differenti fra loro per una

soluzione di (15).

Basta osservare che se non esiste soluzione finita di (15). non esiste

neppure soluzione finita deU'equazione omogenea

yW + f
"(^A.(.r) My)) <p{y) dy = o

corrispondente a (14) e inversamente.

Questi risultati si corapletano quando si suppone che k{xij) soddisfaccia

alia seconda condizione del n. 2, cioe quando si suppone che /,ixy) sia
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anche tategrabile aSKolutamente ed iiniformemenle rajjporto ad x. Fon-

dandosi allora sul teorema dimostrato in tal caso nel n. 2 e suU'osserva-

zione I del d. 3 si deduce che *t>{x) non pu6 esseve assolutamente iutegra-

bile e =|= 0, o in altri termini clie ogni soluzioue assolutamente integrabile

di (1) soddisfa a (14): quindi hasta sapere che L'equazione (15) non am-

mette solusioni assolutamente integrabili per essere certi che ci troviamo

nel primo caso. E inoltre perche allora esisla la solusione di (1) non e

necessario supporre f[x) finita, ma hasla supporre che sia assolutamente

integrabile e che parimenti esis/ano gli iategrali

I
K^y)f{y)dy, k{xy^)dy,

J
k{.yxy) f{y) dy ...

e che una di essi sia jinito.

Ma in queste ipotesi viene facile completare anche ulteriormente i ri-

snltati relativi al secondo caso; poiclie seguendo i ragionamenti dello Schmidt

si vede che ^jier I'equasione

(1), ^{y)-\- k{xy)(f{x)dx= f(ij)
^ a

si potru sviluppare una teoria affatto analoga a quella svolta per la (1):

e per questa equasione si presenta il primo od il secondo caso a seconda

che si ha il primo od il secondo caso per la (1). Quando si presenta il

secondo caso, esiste un numern finito di soluiioni (fi{x) . . . (pm{^) dell'equa-

zione omogenea
'6

V{y) + I

k{xy) (p{x) dx = 0\

e condizione necessaria e sufficiente perche il secondo membro di (1) sia

tale che (1) ammetta solusione e che si abbia

fiy) f{y) dy = {i = l ... m)
J a

fi immediata I'estensione delle considerazioni precedeuti al caso delle

funzioni di 2 o piii variabili.

s^^
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Offerto daW Antore.

ESTRATTO
OAGLI ANNALI Dl MATEMATICA PUR A ED APPUCATA.





SulTequazione del calore.

[Del Dolt. ErcKNio Ei.iA Lf.vi. a Pisa.)

I. Jja tcoi'ia (Idle (M|iia/,ioiii del sccdiido ordinc di lipd |iaiali(ilic<i v

assai piu arretrala dclla Icciiia dellc iHHiazioni ellitliclic cd iperhdiiclic, sp(^-

{•ialnieiilc dal j)imU) di visla dellc fiiiizioiii di variabile icale. J/ctjuazioiie

della prnpagazione del calore in una sliaiia omogenea e forse I'linica equa-

zioiie di tipo paiabolico clie sia stala studiata fin qui: ed anche per qiiesta

le nostre eognizioiii sono aiicora assai limitate: poiclie noii furono studiati

clie quel particolari pio])lemi a! coiitorno che hanno interesse per la Fisiea

:

iiientre tali pioldeini nel caso delle eipiazioni ellitticlie ed iperboliche rap-

])resenlan() ini lipo assai generale. sia pel' quanto riguaida la naliiia dei

dali ini|)()sti al eontnriio, sia per tpiaiito si riferisce alia forma del conlorno

niedesinio, nel caso deire([uazione del calore essi sono al lutto particolaii.

lo mi sono proposto di costruire per le equazioni paraboliche una

teoria aualoga alia teoria delle equazioni ellitticlie; ed in questo lavoro mi

occuix) dclla |iii'i s('in|>lic(' (Iclle ('(|nazioni pai'altoliclie : dciriMpiazionc del

calore

E nolo (**) che iion esistoiio due soluzioni di (1) clie nei punti di una

curva aperta, i cui estremi si trovino in una niedesima caratteristica v/ ^ cost.

(*) E ovidcnte che eon una sein|ilice trasforniazione delle variabili si jnio senipre ri-

durre a questa I'ortn.i requazionc |iii'i {icncrale della propagazioiie del calore in una sbarra

oinogeiiea

:

(**) Gt'r. E. W. HoBSOx, Art. \Vnniieleifiin<j iwii' I<Jnctfdo2Kidie der Mnfli. Witfu. lid. \. I,

pag. 175-. E plu In generale \'. Voltkrua, Lei'mis sur I'inUyrafion ties equations cliff, etc..

yx-o/Vs.se'e.s' (V Sfocliii)tiii . I'.tllli. pay. Cii-C).").

1



E. E. Levi: SnW equazione del calore.

e giaccia tutta al disotto della caratteristica medesima, prendaiio i niedesimi

valori. Scopo principale della presonte Memoria e rinvertire (|uesta proi)o-

sizione dimostrando die, data sopra una tale cuiva s una qualuiique catena

continua di valori, esiste sempre una soluzione di (I), la quale prende sul

contorno i valori assegnati. Nel corso del iavoro mi occorse pero di notare

alcune proprieta delle soluzioni dell'equazione (I) die non mi paiono del

tutto prive di interesse.

Nel primo paragrafo ridiiamo la dimostrazione del teorema di uiiicita

precedentemente dtato, onde precisare le condizioiii in cui e applicabile e

dedurne alcune notevoli proprieta circa i massimi ed i minimi delle solu-

zioni dell'ecinazionc

|^!-|^ = o, (II)

affatto analoghe a ((uelle delle funzioni armoniche, od i teoremi sulle serie

di soluzioni di (II) corrispondenti ai teoremi dell'HAHXAc.K. Precisate nel §2
le condizioni die si possono intendere soddisfatte per il contorno, mi ac-

cingo alia dimostrazione del teorema di esistenza per I'equazione (11). Indico

a tale scopo due metodi : del primo, analogo al metodo del Nkum.ann tratto

a lungo e, spero, completamente nei § 8-(3: esso e fondato su una formola

analoga a quella dei potenziali di doppio strato die deduco dalla formula

di Green nei § -3-4; e ci permette di ottenere la soluzione cercata sotto

foi-ina di una serie die si presta assai bene alio studio della soluzione me-

desima: ad esempio alia derivazione (*).

Per il secondo metodo mi liniito ad una trattazione piu sommaria,

tracciando nel § 7 per sommi capi la via da seguirsi: esso si fonda sul

j)rincipio delle immagini, die nella forma generate datagli dal prof. Vol-

TKKHA (**) permeUe di risolvere agevolmente il problema nel caso del con-

torno poligoiiale: io mostro come si possa ottenere il caso generate consi-

(Iciiiiido una curva come limite dei poligoni inscritti in essa.

II § S e dedicato alia dimostrazione di una formohi analoga a quella

di Poissox die pei-mette di ricondLU're il jiroblciiia relalivo alia equazione (1)

a (jucllo rdativo all'equazione (11).

(*) In allri termini ridueo il proljlciiia alia risoluzionc ill una ('(|Uazione integrale dl

FnKDHOi-M : noton") pero csplicitamenle clie in (pianto si-fiiic mni (' mni ttrn-sxarin conoscero

la tt'oria (Idle cfiua/.ioni intcprali.

(**) \'oi.Ti:nii A. I. I-., paif. (')7-()(l.
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Nel S •* (liinoslro die Ic soliizioni (Icirciiuazione (I) sono fuiizioiii aiia-

litiche ck'Ua x, toslo clic si suppoiie cIh- la fuiiziuiit' /'(ic//) sia t'lmzioiu; aria-

litica di x {*). Infino iicl § 10 estendo tutti i precedeiiti risultati aire(jua-

zioiH' del caloic piu lienerale

A. „-|^* = r<.», -...-„„,.•, (A,'. = |,f|- (HI)

II massiiiio iiiteresse di questo studio e da! puiito di vista dciranalisi.

Dal punto di vista delta Fisica Mateniatica il teorema di esistciiza dimostrato

nol presonte lavoro uoii ha una iiiterpretazioue semplicc die nel caso in

eui al coutonio si attribuiscano forme particolari: per es. : ({uando si sup-

poue die esso sia forniato da una porzione di varieta caratteristica (per es.,

della y = 0) e del cilindro a geueratrici parallele all'asse delle ij projettante

il contorno della varieta medesima. In tal caso la soluzioiie die prendc va-

lori assegiiati su questo contorno da la distribuzioue delle temperature in

un corpo omogeneo ad 1, 2,..., h dimensioni, quando si suppone nota la

temperatura iniziale in tutti i puuti del corpo, e quella riei punti del con-

torno per i successivi valori del tempo. Quando I'equazione data e la (III)

(o la (1)), si suppone inoltre die in ogni punto del corpo vi sia una sorgente

di calore di intensita nota variabile da punto a punto e col variare del

tempo: quando f{XiX.,...x„y) = non vi e allora sorgente di calore al-

I'interno.

II problema tisico cosi proposto era gia stato risoluto tin dal Fouuiek

per il caso dell'equazione (II): per I'equazione (III) in piu variabili esso fu

in sostanza risolto nei recenti studi del Le Roy, dello Stekloff, dello Za-

REMBA, del Lauricella (***) mediante sviluppi in serie di funzioni armoniche
del PoiNCARE. La sua soluzione sara compresa come caso particolarissimo

(*) Tale risultato fu da me dimostrato per ["equazioiie (II) nella Nota : Sul problema di

Cauchy (Reiidiconti della R. ^Accadeniia dei Lincei, Vol. XVI, serie 5.", 1!K)7, i." seniestre,

pag. 105 e sg). Cfr. anche la Meiiioria di E. Holmgren, Om Cauchy's problem vM rle li-

neara, etc. (Archiv for Matematik Astionoini oeh Fysik, Stockholm, Vol. II, (1906)).

(**) Valgono relativamente a questa equazioiie le osservazioni fatte relativamente all'equa-

zione (I) in una Nota precedente a pag. 187.

(***) Questi lavori si ispirano tutti ai metodi della celebre Memoria del Poinc.\he: Sur les

liquations de la Pki/siqiie Mathematique (Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, KS9i). Per

le indicazioni bibliogratiche dr. la Memoria del Lauricella, Applicazioni della teoria di Fred-

holm al problema del raffreddainetito dei corpi, a pag. 143 e sg. del presente volume degli

Ainiali.
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iiella soluzioiie del probleina pioposto in questo lavoro: cil il metodo clic

(lui propoiigo foruira, spero, delta fuiizioiie cercata una foiiiia foi-se piu ma-

iieggevole e perspicua (*).

§ 1. Il TlOOllliJlA 1)1 UMr.lTA K LE SUE C.UNSEOUENZE.

± Consideriaiiio una cuiva c, tutla al liiiito, la quale aninictla gciie-

ralmeiite tangents e sia incontrata dalle parallele agli assi delle .r e delle //

ill iin iiumero fiiuto di punti: e sia C il canq)© da esso raecliiuso. Sia h

una funzione die iiel camiio C\ il contorno r incliiuso. soddisfaccia alle con-

dizioni seguenti

:

1." 11 e w— sono finite e eonliHue,
dx

'•2." ^r—7, e TT— aoiio liiieaniioife i)ite(ir(ibiU raiinorlo iid x- ed ii risiiet-
dx- dij

' J I

tiramente o nono tali che

l' d' n , dn /' da,

Si lia allora {-(ji suliti piocessi di integrazione per parti

dxd ij = ^
I ^ j

g- " ^dxd I) +
I

a ^'^ d ij + ^^ n d ,v

0' n, d n

d x'- II

(ll

dove lie! seconds intcKralc c devesi iiilcinlert' perc(Mso iiel seiiso positive

(*) I I'isiilljili (Id |ircs('Ml(' l.'ivoi'o riiroiii) fiia riassiiiili in hum Ndia |)ulililiiiila iici Itciiil.

rli'lld Ii. Acr. (Ii;i Jjiiicet (loino XV'l, sci-ie 5.", (i oUohre 1(107) poi-l.-uitc lo slesso titolo di

(]ii('sta Mt'inoria. Recentcmente, (jiiaiido gia (piesto lavoro era in i)o/.ze seppi die (|iiakuno di

(jiicsti I'isiillati era gia stato ottenulo \wv altra via dal sig-. E. Holmgren, Siir iiite applica-

tion do t'cqiiatioii inh'firnte de M. Volteira. Arcliiv for Mat. (9 a|>rilc 1907); pferisaiiieiitc

I'M. dliiiostra il tcorema di esistenza i)pr i contorni che iicI lavoro sono detti di sccoiida

specie. Vi'di aiiche I']. Hoi.moren, C. H. 30 diceinluc I".I07. K. K. Lrvi. ('.. R. i27 gi'iiiiaio 1908.

Ed anehe vedi S. |{i;hx.stein, G. R. geniiaio 1905. (ili stessi iiietodi iisali in (|Ui>sta Menioria

ho a|)[)li(ato a risolveic altri problemi aiialoghi neila Nota : Stil pmblcina di Fourier, pub-

bllcata liegli .\lti dclla 1{. .Vee. delle Seien/e di Tniiiio ( lid 17- 1 90S).
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r;i|)|)()rli> Jiirarcii iiilcriiii ('. c, dcllo in (|ik'sI;i ipolesi d c il (lilTci-cnziiilc dcl-

.. .. , (/.( (I
ij

lai'ci) (Il c, {'. (I x= , (I c, (111= ,-dc.
dc '

"^ dc

E facile (Iciluiic lii ({ui iiii iiotevohs (coreina di iiiiicih'i per ie soliizioiii

dcirequazioiie

Sin ,s' una cui'va apcrla la (pialc ^oda dcllc |ii(ipii('la \n\r oi'a anuncssc

per c, ed i ciii csti-cnii AB siano sn nna nicdcsiina caiallcristica
il
=

[l„ dcl-

Fequazione (I), nientre lili allii punii di .s stanno tutti al disotio di ipieslii

caratteristica (al)l)iano sempic ordiaata <;v/„): poneino .•l = (c^,.||/„), />££(/;,//„),

a<Zb. Poti'enio allora asserir(! clie esiate non plh di niia solHzio)ie di (I) die

«» .V preiida assegnati rcdori e noddisfaccia in S {s ed. A B iitchiii.-ii) (die coii-

dizioni 1." e 'J." sopra stabilite per k.

Ed iiivero siaiio, se possijjilc, ^, e z.. due tali soliizioiii, hi funzionc;

(f = Si — z., soddisfa aU'equazioue

|^!-|" = o. (ID
OX' 11

e si aiiiudia su *. ^i applichi la (1) piendendo come cainpo (' il canipo 6',

•— il die per le nostre ipotesi e legittiino --: il priino mendiro di ( I) diviene

ideiilicameute iiuUo in t'oi-za di (H), iiel secondo memJjro riulefjjraie curvi-

liiieo si riduce, poielie su s e h = () e su AB e dij = {), a

^ a' (l x^ —
J,

u' d X

b a

(si riroi'di die per perconeie il Iralto .17? del eontonio nel verso posiliv(»

rappoi-to all'area S die si trova al disotto di essa lo si deve percoi-rei'e nel

verso delle x decresceiiti): onde da ( I) si dedurra

idiiv . , I

b

^ ^ '^
\\ [fx] ^^ "^

'^^
'' "'^

\

"' ^^ * (^2)

E di ([ui osservaiido die i due iiitegrali del secondo iiieiiiltio soiio es-

serizialniente jiositivi, traiine ipiando e ^-_ = ia S, ed h=z() su A li, si de-

duce seaz'altro, ricordaado die su s e « = 0, die u e auUo in tutto 6', e

quiadi il iiostro eauaciato.
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Ma il teorema di unicita sopra enunciato yi ])u6 ancora estendere (e ei«J

iniporta a noi per le deduzioni del nnmerd seguente): in quaiito die si puo

allargare alquanto la classe del cainpi S che si possouo coiisiderare. Si

pieiida invero come campo S un insieme di puati, tutti interni al rettangolo

R compreso fra le rette ?/ = 0. .i; = 0, i) = y„, x = x„, il quale sia tale che,

preso un punto deH'iiisienie, si possa seaipre costfuire lui piccolo rettangolo di

cui esso sia il centro e die sia formato tufto di punti interni ad S: e si diianii

contorno di S I'insieine dei punti limiti di S non appaitenenti ad S. Suppoi-

remo che al contorno di S appartengaiio uiio o piii tratti J, J5, [^, = («,//„)

jB. = (&.y„) «,<;6,J delta caratteristica i/ = i/,,; direnio.s I'insieine dei punti

residui del contorno. Ogiii retta .b^;, od ii
= r, (<)f=;^j^„) 0^vi^^„) ha

comuni con S i punti di un insieme numeiabile (tinito od intinito) di seg-

menti, gli estremi dei quali appartengono ad s oppure agli A, B^

.

Con tali significati di S ed « si puo dimostrare che, se due soluzioiii

s, e .^2 di (I), finite e continue nei punti di 6' e di 6- insieme coUe loro de-

rivate 75— > 75-^, > 75— ' sono uguali nei punti di s, esse sono uguali in tutti i

ox ex- y

punti di S. Si ponga invero Zy^z„=^u, e si consideri la funzione c detinita

in tutii i punti di 11 la quale nei punti di iS' e uyuale a ti 7.—3 = « ^^- > e
' ^ "- ox- vy

nei punti di *• e tuori di S e nulla. E questa una funzione contiuua in

'Jo fa

tufto />', esisteranno (juindi gli infegiali [vdxdy, \o{xy)dy, \v{xy)dx

e si avrii

',.
,'/n .'/,)

'•0

c (x y) dx d y ^\ d x v (x y) d y ^^\il y\v (.»• y) d x.

Ma si osservi che, pi'esa una parallcla all'asse delle x, o una parallela

all'asse delle y, i soli punti in cui i;=|-0 sono i punti dei segmenti 6-, (//), o

(j( (oj), die (|U('lla lia inlcrni ad S. Quindi sara v {x y) d y = ':iA v{xy) d y,

0"
«((X)

\v{xy)dx = ^,\v(^xy)dx. Ora, pieso un (lualuiuiuc integrale I v{xy)dx, si
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ha, niiiclir ill esso 1' (,r ») = M 7,^7, o iiffjli cslrcini r » = 0,
'

.r-

Analojjaiiioiif(> prpso un (|n,'iliinqno inloofrale r(,r//)(f // si avia die osso

e zero, traiint' qiiaiKlo g, {x) e I'iiitcrvallo <;, (jj) il quale lia iiii cstrcino sli unu
(Ifi tratti A, /?,, iicl (]ual caso e

j
€ (d? y) r/ rf^ = ^ «-' (X (/„).

Abljiaiiio quiiuli ruguaglianza

Questo noil jiun essere se non e

I

w (x y„) f? ^ = 0,
I

(^,
( (Il

)'d xj d y = ().

Siccome u° {x y„) e una funzione continua di x, sara quiiuli ?r (ir</o) = 0. Lo

stesso noil si puo dire seuza ulteriori ragioiiaiuenti per I'altio integrale, perche

uou possiaiuo asserire die S, Ik— d x sia continua. ma liittavia iioi sap-

piamo die i:, l^i f7x = 0, fatta eccezione per un aggregate di valori di y

di misura nulla nel senso di Bohel; e quindi ancora su ogni retta ?/ = cost,

non apparteneute a questo aggregate sara ^-=0, traune die nei piiiiti di

un iusienie di misura nulla. Ma ~^r- e continua in oi.;iii imiito iiitcriio ad S,
dx

quindi sara in tutto S, w- = (^ cd infine »=0. c. v. d.

(*) Si noli il significato dell'ultimo integrale, il quale non rappi'esenta senz'alti'O nn in-

tegrale di area : per (iiianto sarebbe afievole ridurri ad un vero e proprio infeurale di area.
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3. Dal tenrema precedente segue una imimrtante pi-djiiiota delle solu-

zioni (li (U), foiidamentale per le considerazioiii die seguiranno.

Data inia funzlone z {x y) soddififacente aU'eq}iazlone (\\) in uri campo S

come qiielli del uuniero precedente, finita e coiifintia in S e sid cnnfoDio s,

con derivate prime finite e continue nei pnidi intern i ad S, il maNsimo (mi-

nimo) valore die essa assume su s e maggiore od nguale (minore od ugnale)

del vaJori che assiiine entro S.

Ove iufatti cio non fosse, esisterebbe un panto M iiitenio ad 6' in cui

z {X y) avrebbe un valore Z maggiore del massimo valore "C che essa assume

su .s. Consideriamo la caratteristica r jier M. e sia S' la parte di S che si

trova al disotto di r. Fissato un nuniero z arbiti'ario, ina tale che 'C-]-t<CZ,

si consider! in <S" I'insieme del punti in cui e z{xy)';>Z— t e che si pos-

sono congiungere con il/ mediante cammini in cui sia sempre z{xy)^Z— e.

Otterremo cosl un insieme iS', di piuili tidti interni ad S — e quindi tali

che in essi esistono e sono finite anche le derivate di z — ed affatto ana-

logo a quelle di cui si e parlato nel numero precedente: ogni punto del-

rinsieuie potra considerarsi quale centro di un piccolo rettangolo tutto in-

terno all'insieme medesimo: ed il contorno di esso e formato da uno o pin

segmenti di r e da un insieme s, di punti ancora tntli uderni ad iS', in cui

e z = Z— t. Ma una soluzione di (fl) die nei punti di s, assume i valori

Z— -. e la costante Z— t medesima; e con questa deve quindi coincidere

per il leorema del n. 2 la funzione da cui eravamo partiti. Quindi z deve

preadere in .1/ il valore Z— s. il che c contro Tipotesi die in .1/ sia 5'= Z>>Z— t.

Ondc rcnnncialo.

i. II leorema prcccdcnlc ci pci'nicllr di eslcnderc allc soluzioui del-

[((juazionc (I) il seguente teorenia iclalivo alle funzioni armonichc.

<SV una seric di /luizinni soildis/accnfi alVequazione (II) converge nnifor-

nieinente nei punti di an contorno s cotne quelli del numeri precedenti,

1.° la serie converge niiifornieniode in S;

2." la serie rappresenfa in S iuin soluzione di (II).

Invero la soinnia del Iciinini della scric conqn'csi Ira I' //-csinio e

r(>i -;-p)esimo e aiicoia una soluzione di (II) die sul conlorno n v in \alore

assolulo inl'criore ad una (pianlita j„ tciideulc a zero col crescere di n: e

(]niiidi pel Icoi'cma picccdcnlc c anclic airinlcino immericamente minore

di e„: ondc risnita iulanio la piiina paiic i\('\ iiostio cunnciato.

I'rr (iiniosli'arc la si'coiula pa lie, pirsii un pun In .1/ = {x.,y,) ili S si con-
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sidcii una curva s, fonnata da un segmonto di (•aratteristica y = y, — fi (MJai

t\\i(' Iratli delle parallelc alFasso delle x = x, — H, x = Xt-^H compiTsi IVa

Ic caialU'iisticlie ij = i/, — '^ <'d :'/
= //,: '^ si potni prendere cosi |)ic(-()lo clic

,s-, sia tidio intcnio ad N; .v, liinila (pniidi colla ,// = //, iiii cainpo .V, in ciii

la scric converge UMironncnicntc.

I \alori assniili da una solu'/Jonc ,: di (II) in -V, sono piciiaincnlc dc-

Icrniinali da (|U('lli assunti su st,: ma in (pirslo caso ("' lien nolo chc di jiiii

essi possono esprinici-si in runzionc dei valnri di .: su s, mcdianli' hi roiniuhi (*)

(.«•//) (.'•, II,

,,,-,?

y-
TST W-(iB it!, + 0) n~\X— £C, -%)

rfa;'+

2 V
[x\ — (^, //') ^» sen

— 3(a;,+ S. \j)

)l,-{x — X, -r'<i) ^
'id

2°, n-(x— 5i?i — S) -

2^ w sen ^ e /lU-

E viceversa se in (juesta formula a ~ {x, — ^, i/), z (x, + S, y), z {x\ ij, — S)

si daniio valori arbitrarii, il secondo inembro di (3) rappresenta una funzione

(•lie in »S', e soluzione di (If) e su s, prende i valori assegnati.

Api)licliiamo ai singoli termini della serie la formula (3) ed osserviamo

die perche la serie converge uniformeniente su s,, la serie degii integrali e

uguale all'integrale della serie: otterremo la sonima della serie espi'essa per

i valori che essa assume su s, mediante la (3), onde, per (luanto sopra si

disse, tale somma rappresentera una soluzione di (11). e. v. d.

5. 11 teorema di unicita del n. 2 si puo estendere al caso in cni S

non sia tutto al tinito. Supporro pero in tal caso che il campo non si

estenda aH'infinito dalla parte delle ij negative, talche possa intendersi

sempre che esso sia interno alia striscia compresa fra le rette y = 0, eil

!J=ijo- Mi limitero ad un case molto particolare di questi campi tanto per

mostrare con un esemj)io quali nnita/joni debbano farsi ai precedenti ragio-

namenti: e cioe al caso in cui s sia forniata da un ti'atto di curva tutto al

linito e da un tratto iidinito di caiatteristica. E per dimostrare chc due fuii-

(*) CtV. E. W. HoBSON, 1. c, pag. I8i. e). Ed aiiclie Riemann-Wrber, Partielle Differen-

tial(jleichH)i(ien. Vol. II, i^ 44-48. E chiaro del resto come rufl'icio di questa fonmila in questa

dimostrazione e del tutto aecessorio: ctV. 11 n. 17 e si)eeialmeiite la .seconda nota a pag. ^19

ed il n. ;!l e la nota relativa a paj;'. 'HV.i.

{>)
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zioni s, e z. sohizioni di (I) le c[uali su s prendano gli stessi valoii sono identi-

camente uguali in S suppoiro di i)iu che, delta R la distaiiza di uii piuito dal-

I'origiiie delle coordinate, le funzioni s, e z., od almeno la funzione z — Si — z.,,

quando il pnnto si allontana all'intinito, rimangano tiiiite insieme colla loro

derivata rapporto ad x, od almeno divengano iiitiiiitc di ordiiie iioii iiiag-

giore di R', — 8 essendo an niunero arbitrario, nia detenninato (*).

Dimostrerenio piu tardi (n. 11) che nna fnnzione z sohizione di (11) ciie

soddisFaecia a qneste ipotesi e si annuUi snl tratto infinito della caratteri-

stica ij = appartenente ad s, necessarianiente si aiiiiulla insieme coUe sue

derivate quando il punto si allontana all' infinito.

Annnesso per ora questo teorema, e facile completare la discnssione pi'e-

cedenle. Invero si applichi il ragionamento del n. '2 al campo S' limitalo da .s

e dalla retta x = a, a essendo una costante arbitraria che si puo fare ere

scere a piacere. Avremo

dove il |)iimo integrate lineare devesi intendere esteso al segmento della

y^y„ che appai'tiene ad .S". Ora per il teorema sopra ricordato. ([uando la

(*) Sareljbe facile mostrare che quando il campo .S' sia iiiflnito, io si potra sempre spezzare

mediante carattcristiche in tanti canipi paiziali per modo che quest! canipi parziali o siano

di quelli notati nel testo, oppure siano di una delle forme segueuti : 1." la curva s e assinto-

tica alia caratteristica dei punti di ordiiiata raassima del campo, ojini caratteristica diversa

da ()uesta ha un segmento finito in S; 'i." la curva s e assintotica alia caratteristica di or-

dinata minima »/ = un tratto infinito della quale appartiene ad s, tutte le altre caratteri-

stiche hanno in .Sf un tratto finito; 3.* la curva s e assintotica alia «/ = la quale uon ha

punti,inlerni al campo, e tutte le caratteristiche t/= i/, <0 hanno un segmento infinito intenio

ad <S'. II caso trattato nel testo si ])u6 considerare come un caso particolare di f[uesto ultimo.

Bastera diniostrare il teorema di unieitii per questi diversi tipi perche faciimente lo si

deduca per i campi piii general! (ragionando come piu oltre al u.°7). Quando siamo nel primo

dei casi sopra riconlati il teorema di nnicita e imniediata conseguenza del teorema del n. 2.

p _

Negli altri due cas! oceorre supporre che s e ?^ siano limitate in S: aliora nel caso 2.» segue
X

senz' altro con un raj^ionaineiilo analogo a quello del testo il teorema ili nnicita; e nel caso 3.*

lo stesso teorema segue (|uan(l() si complel! ronvenieutemente il teorema del n. II che verra

tosto citato nel testo, come e indicalo in ipiel luogo (nola a pag. i2().")-ti). Haslino (|iii'sti brrvi

ceiini ad indicare (|uali diverse condizioiii si [jreseiitiiio per il diverso coniporlarsi del campo
rispetto alle caratleristiche : non svolgeremo piu a luMgo((ueste consiilcrazioni la cui precisa

discussione ci distrarrelihe dallo scopo di'l presente laxoro piu di (pianio <i)in('Mt;a.
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cosliinlc'f crcscc, riilliiiio iiilogralc Iciulc a /.cri) |)(tich(' il IcatlDdi iiitcgrazioiie

riinaiie sciiipic liiiilo (=y/„) e I'liite^rando kMide a zero; meiitie all'opposlcj

gli altri due iiilegrali erescono, oppure restauo fissi. Quiiidi ia precedeiite

equazioiie iion puo valere die quando sia, in tutto S, s = 0. c. v. d.

Ed e cliiaro die (picste osservazioiii potrebI)efo aiicora avere iiUoriori

estensioni.

(). Tutti (luesti lisultati valgono aiicora per I'equazione del calore in

pifi vai'ialtili:

A., u — du
dy

f(x,x„...x„y)
T ox-

(111)

Bastera osservare die, indicate con G uii canipo tutto al finito dello

spazio ad » -f- 1 diinensioni in cui sono coordinate le x, x. . . .x„ i/ e con c

la sua ipersuperticie contorno, se supponiamo die c abbia ovunque piano

/\ /\
tangente determinato ed indichiaino con (U5,v) o (^v) Fangoio die la. nor-

iiiale V alia superficie e diretta verso I'interiio di C fa coUa direzione positiva

dell'asse delle a?, o delle y/, e con d a relemento della superficie c inedesima

;

si avra

-.11
^., II

du'
u d Xi d x, . .

.
d x„ d y ^ —

• • '^^ '*^*i ^^''^i • ^^^v '''^ +

i „— cos(a7,.v)+-^ u
OX: z

da.

E da questa forniola segue il teorenia di unicita delle soluzioni tli (111):

le varieta caratteristiche saranno qui gli iperpiani y = cost. : c presa una

ipersuperficie s posta al finito i cui punti abbiam coordinata y -^ //„ r/(e kujli

Vipe.rpiauo y = «/>, in una, varieta cliiusa, una soluzione di (III) sard pioia-

mente determinata net catnpo racchinso S da s e dalViperpiano y = y„ dai

valor i c/te es.srr prende sii «.

Del pari sara agevoie estendere i ragionamenti della seconda parte del

n. 2 e di qui trarre il teorenia relativo ai niassimi ed ai iiMninii delle solu-

zioni dell'equazione (III) per /"(.r, ,r, . . . ,r„y/) = 0.

Ancora varrii la prima parte del teorenia del n. 4: una scrie di solu-

zioni deU'equazione A., u = -„— convergente in ugual yrado su s, e convergeute
' dy *" ^ "-
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ill viiiual giado in .S'; ma iioii potrt'iiio dire sciiz"alli(i clit' lo slesso valj^a dclia

seconda parte del teorenia medesimo, poiche non abbianio aiifora pel caso

di pill variabili una foniuila pienamente analoga alia (;>)(*): il teorenia v tut-

tavia vero e eio risultera da ragioaameiiti die faremo piii tardi (d'. ii. -Jl).

§ ± NUOVE U'OTESl SULLA NATUKA DEL CONTOKNO.

7. Noi ci proponiamo in quauto segue di invertire 11 toorcma di uni-

cita stahilito iiei nunieri precedent!, dimostrando il corrispondente teorema

di esistenza, dimostrando cioe I'esistenza di una soluzione di (I) die su una

curva s prenda valori arbitrariamente assegnati. Conviene percio premettere

lo studio delta formula di Green, ma prima ancora e necessario tissare le

idee sulla natura del contorno enunciando le ipotesi die potremo o voriemo

intendere soddisfatte.

Supporremo che s sia incontrata in uno o due punti soltanto da ogni

carattei'istica die al)bia punti comuni con S: fatta eccezione al piu per tutto

un segmento di caratteristica die puo appartenere ad .s- medesimo. Suppor-

lenio (he tale tialto di caratteristica appartenga a quella posta pin in basso

tra le cai'atteristiciie che lianno punti comuni con S. Queste restrizioni non

sono essenziali: perche ove non fossero soeldisfatte si potra spezzare il campo

S niediante caratteristiche in tanti campi parziali -S', S", S'",... che soddisfac-

(iano alle condizioni precedent! e il cui contorno sia formato da pezzi del

contorno priniitivo e da tratti di caratteristica: questi compariranno ad un

tempo ({uali limitanti superiormente un campo .§'" ed inferiormente un

campo S"-" con />/. Una tale decomposizione e indicata nella figura (jui

annessa. Kd il pi-olilenia di delerininare la tunzione m'\ campo S si ridurra

a quello ddia successiva delerminazione di essa nei campi S' S" S'". . . : poiche

i valori die pi'ende la funzione in (|uei tratti di caratteristica che apjiaiten-

gono al conlorno di S'-" e non appartengono ad 6\ sono gia determinati

dai valori die la funzione prende negli N"' per i<Zj-

nuMiido il I'ainpo si esteiida airiiiliiiito, noi suppori'emo aiiclie qui die

(*) Sarclitii' foisi' |iossil)ile dcdurla dall(! flimostra/ioni dei teorenii di esistenza rilati in

fine deirinti'ddiizioiic, ma cio non ci pare opporUuio. perche la deduzione del n, 31 e piii

consona coi nosiri melddi.
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fsso sill liinil;il() (l;i iin;i ciirNa liillii ;il liiiilo c da iiii lialhi iMliiiilo ili en-

rattoristica, o clie a (jiicslo lipo ci si possa ridurre spczzaiido coDvenieiilo-

inente il caiiipo riHMliaiilc cai'attcrisliclio iti iiiodo aiiulogo al |)recedenle: siip-

l)orremo alloia ilic il tratto di curva al liiiito sia iiicoiitfato dalle relle

caratteristiche una sola volla.

J
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contorno posta a sinistra, s. quella posla a destra. Se 11 contorno e di prima

specie si ha £, (0) = i, (0), se di seconda c, (0)< ;, (0).

Se il contorno e di terza specie esse e forinato da iiii tratto di curva s,

su cui a? = ;,(</) e da an tratto iaiinito delta caratteristica // = ()(*).

Indicheremo con s (//,), s, (i/,), s, (i/,)? S(y,) le parti di «, -s, , s^, S die si

trovano al disotto della caratteristica ij = yr- i teorenii dei numeri prece-

dent! ci dicono che i valori di una soluzione di (1) o di (II) in S^/,) sono

determinati dai valori che essa ])rende su s, (ij,). Con s, (</,) ed s.,(y,) indi-

cheremo anclie talora le lunghezze di a-, (//,) ed s„{yi) a partire dai punti

c. (0), ;, (0).

Alle condizioni precedent! occorre aggiungere una condizione che avremo

da richiamare sovente, per quanto essa non riesca poi essenziale nei risul-

tati finali: la chiameremo condizione [a): per essa supporremo die esista un

numero positivo H tale che, presi due piuiti qualunque di s, [o di s.,] di

coordinate (;. (/y)/y) o (lAy,) y,) [(^^ (!/)</) e (?o(y,)y,)) si abbia sempre

<H,
y — Vi

<H.

Kisulla di qui die *< avra pure ' ;', {y) \<CH, \

$'., {y) <iil: iu particolare

le curve s^ ed s. non saranno mai tangeuti ad una caratteristica.

§ 3. La formula di Gkeen.

S. Prcmesso cio, |)riina di procedere occorre richiamare luia notevolc

formula die iidia picscnic teoria coinpie I'ufflcio della formula di Gkeen per

le funzioui armoniche. Si supponga che la z(xy) soddisfaccia alia (I) e sia

(*) Se volessimo consideniii' |iur-c i c.isi dejili jiltri loiiloriii inliiiili ilclla iiot;i al ii. 5

(lovrcmmo chianKirc di qiinrfft, quinta. sestn specie i eainpi la osservati: 1 canipi di quarta

specie sarebbero come (|uelli di seconda con questo solo die delle I'linzioni §, (.(/) e i^iv) i'"*

aimeno dovrebbe diventare infiiiita per y=yo', i cainpi di quinta specie sareijliero liniitati da

mi tratto k di caratteristica e da due tralti di curva .v, ed ,s\, su cui .r -. |, ((/) e .r--?,!)/).

Ilia iiiif) e 5, (,y) diverrebbero, uuo aliueoo, iutiiiili per «/ ^ ; i campi di sesta specie sa-

rebbero liinitati da una curva s, per cui a;= 5, (y) * Ei (())-= oo.
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V {x If) una solir/.ioiii" i\('\\\'iiiinzione aodinnta di ([l

c*v , d V
„ ..

i . -0. (IV)
ox- oy

Si avi'a coi solili |ii'(icf'ssi di iiile^Ltra/.ionc |)(m- pai'ti

\\r ((x i))<lxd u -=--1^ V j^—z^ fit/ -\-^ vzdx, (1)

C 0, c avciiilo (|ui lo stc^sso sijiniTK^alo chc al ii. "1: c sompi'*' iiileiKlciido

iic^ii iiilograli ciuviliiuM del sccoiido inciubro, die c, sia pcrcorso nel verso

positivo rapporto aU'area (J. Natiiralniente occorrera clie v e s soddist'acciaiio

ill C e su c alle condizioiii I." o ±" del n. 2. E iiroijiiameiitc iion sai'a iiep-

pure strettameule iiecessario die queste condizioiii siauo soddisfatte ovuiuiue

su c: potraiino fare eccezione alcuiii punti del contorno: purche avveiif^a

ehe gli inteiirali del secoiido ineinlno conservino senipre uii seiiso deter-

luiiiato.

E questa forinola vale aneora quaiido C sia infinito ma. conie suppo-

niamo seinpre, compreso fra due caratteristiche y — 0, y=if„, purdie v e z

siano tali die col tendere di x all'infinito vf(xy) e vz tendano a zero di

... 1 dz d V . , ,. ,

ordiiie >» p , e t; ^— ' 2^^— » tendano seniplicemente a zero.
JX tie (/ JC

!>. Assumerenio quale funzione v (x y) la t'unzione definita da

I
(.f'-.Tf- \

v{xy; x' y')= e *'•'/'-.'/) pe,- y' ^ y 1

v{xy; x y') = per //<//. )

Que.sta funzione soddisfa evidentemente a (IV) considerata come fun-

zione di x ed ii, a (II) considerata come funzione di (x' ii'): si ha „— = — „ ,

ox C X
d V dv

'dy~ d y'

Essa ha un punto singolare in (x y)^.(;x' y'): studiaino un poco pii'i

davvicino questa singolarita. Anzi pin in generale consideriaino la fnn/.ioiie

h.? (X y x' y) = ^,Z% «~^' <^' ^ ^'/' <-^'
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di cui c{xi/; x' ij') e iiii caso piiiticolarp (•onispdiulciitc ail y. = 0. [i = ^,

Queste fimzioni sono tiitle finite iiei puuli in cui (x y) = -(x' y'), e iiei i)iinti in

cui ij = //' ma x =|= x esse si anmiUano insienie con tutte le loro derivate. Nel-

rintornodei punti in cui (j^y) = (j3'y/')esseassuni()no (ainieno ([uando ^2|i— a>0)
sia valori grandi a piacere, sia valori piccoli a piacere : invero, se con /• in-

dichianio la distanza del punto [x tj) dal punto (x y'), esistono curve pas-

sant! per [x y') e tali die. quando {x y) si avvicina ad (x' y) lungo di esse,

ha^(xy; x y') cresce dell'ordine di -ja^„— tali sono ad esenipio le parabole

(x — x)-^=k(y' — y), ^i esseiido una costante positiva finita arbitraria —

.

mentre esistono curve — quali la retta y = y' od anche le pai'al)ole di or-

diue superiore al secondo {x — x'y" = k{y' — y){iii>''2). od intine se5:>.0

la retta x^x', — su cui la fnnzioue e senipre nulla o tende alio zero

quando {x y) tende ad (x' y'). Ci iniporta pero di osservare die. (juaudo ii

punto (x y) tende al ])unto (x y') muovendo su una linea die soddisti alia

condizione (a) del n. 7, ha^(xy; x y') restera senipre inferiore ad una quan-

lilu (lella fonna IP —-, -«—:

Diniostrerenio pii!i tardi (*) die la funzione ]ia^(xy; x' y') e assoluta-

niente integrabile quando «-rl>-0, 3 + a— ^p^O; ora ci l)asti osservare

che essa e assolutamente integrabile quando z>.0, i2 4- a — ;2,8>.0. poiche

si lia, ossorvaiido die r>> a?'— a;
| ,

h,^ {x y : X y') < —, ^ e *'«'-^) *

1
4

r-i'
e ij^f e iiu'~!j)

r'l'

I iiMliciindo inia cdslanic linila.

Si noli inline die quando il |tunlo (.r //) si allontana aU'infinito restando

sonijU'c cniro la striscia compicsa IVa // = eil y = y^ ((piaiulo doe .r cresce

airiiiliiiito) li.,-.{xij: x' ij') IcMiilc a zei'o di ordinc > -^- • U essendo la di-
Ji,''

stanza di [x y) daH'oi'lginc c <> essendo nii nuiiu'io aibilrai'io, ma lissalo. 1'- lo

(*) CAv. II. i± \'.i\ .inclic |i('r iilli'i-inri sliidii .iii.ilotilii i-IV. n. '21.
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stesso vale per le dciiviilc di ho-, {.r //:
.<' //'), poiclu"' liasta osservure die Ic

(Icriviilc (li //»; (''//; •'//) solid sniiinic ili rniizioiii dcllo stosso tipo di

//,.;(.! y/; x' I/').

10. Applicliianid diiiH|ii(' la (I) del ii. S assiiincndd (|ii;ilc riiiizioiio

r (.(•//) la //
I

(.!//; .<•'//). c (|ii;il(' chiiiiki C il riiiii|ii) S {i/' z) u;>.(l): in

<S'('/ — ^) 'a riiii/.ioiic II
I

(.»'//; .r' I/') r rc'^dla re.

"i

Ossei'vaii(]() clic

d h
I

(»' [i:
.*' //')

-» I rtri ,v^

- = -^h^.^(xij: X y') = h^^ (x II x' //')
.^

, , J •

d X

avreino

s(x
If'
— £) —ire *^ dx =

s(tf'—f)

/(. j(u?//; *'y/')
,. S^ 1

0^ - dx 2 "i^
A 3 (a? y; »' ;/')

-
'' .V +

+ /?-
,
(x y\ x' if) z d X — /i . (df //; x ij') f(x i/) d x d ij,

**-,- '

'
.'.' 0-3-

(i)

*Ul'—e} S(.'/-fl I

dove il contorno « devesi iiiteiidere percmso nel senso jiositivo rappoiiu ad S.

E per rosservazioiie finale del n. 9, la forniula |)iecedeiite sara ancoia

valida quando il campo sia di terza specie, purclie, quando x cresce all'iii-

tiiiito, la funzione s e le sue derivate rimaiigaiio finite od alnieiio ci-eseaiio

di ordine -< ii'*\ dove S e lui miinero arbilrai-ianiente yraiide, iiia detenninato.

Facciamo tendere s a zero. Per una osservazione del 11. 9 la funzione

li
^

(-i' ij; no' I/') e assolutamente integrabile: quiudi I'integTale di area del se-

condo meinbro di (4) ha per limite I'integrale medesimo esteso ad S(ij').

Quanto agli integrali curvilinei del secondo membro essi liauno pure per

limite gli integrali medesiini estesi ad s (//') Cio e cln'aro quando il punto

(x I/') lion appartiene ad .v pniclie aliora I'integraiido e s('ni|)re tinito. Quando
il ])iinto (.('//') a|)partii'iH' ad .s' occoirc iint'ce suppoire clie la rurva niedc-

3
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sinia soddisfaccia alia condizione {a), poiche in tali ipotcsi pei' le osserva-

zioni del n. 9 sara

7i
J
(X y; x'y'}

1

vy — y
w 1

\jx — X
h .^{xy: x'y)

H
\lv'—y

e quindi eutrambe le fiinzioiii sotto il segno di integrale iiegli integral! cur-

viliiiei del secondo menibro di (4) rimangono integrabili sia rapporto ad x

che i-apporto ad // anche ael punto (x //) = (x' v/'). Non resta quindi die da

cercare il limite deirintegrale del primo inenibro. E noto come esso si ottenga

:

si inti'oduca una nuova vaiiabile t = =^ : esso diviene

•-''-li(i/-f)

I

z(x'-lt^z, y'-z)e-'UJf. (6)

2 </f~

Quando t tende a zero, tpiesto integrale ha pei' limite '2,^- s {x y') se x'

e interno aH'iutervallo ;, (//') . . . ^«{y')f poiche allora lim
^' — ?t iy' — e)

f=(l
^2v/
<3>/s

= — CX)

/V>' f /ft pi

e lim ^2_b^ '^^-5^. im pg,. liniite se (x y') e esterno airintervallo

CX3:;,(//)•• -C.lv/), iioicliealh.ia inn^ ^^ -' = hm ^^ ' = ±:

ed iufine. se (.!•' //) e sulla curva s e se questa soddisfa neU'intoiiio di {x y')

alia condizione ( rO, esso tende a \l~ z (x y') , perche . se ad esempio

(«'//') = (;,(//')//') si avra in virtu della condizione {(i) lim' ^^4^ ^=0
f=(l ^/e

e hm ^^i=^ '- = — oc (*).

(*) Talc pro|i()8izioiic e tiotissinia. CiV. ad cs. Hik.m.wn-Whhhii. I. i-., \'iil. II, t< :W\ Del

resto piii oUrc io lio dimostialo [hm- disteso il U'oiciiia analogo per il raso di -1 variahili :

ed i rajiioiiaiiicnli l;'i iisali si possono ripcli'rc in (|ui'sl(i liio^d. (IIV, la imla al n. "-Hi.
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RicISSUiiu'ihIo, (I;i (|Uiiiil(i picrcik; ottcrreiru)

:

\

(7), "2 ^~z(x':i/}
I

=
I

li^^
1 U' ii;

>'!)')

(7), \J-n-Urij'

oz X — X
fl 11 + zd X

„
1

~ \yt'^i{-'C ij\ X tj)f{:xy)dxdy;
^ 'sCy)

"2

e la t'oiiiuilM (7), vale se {x'y) e in S, la (7), quaiido (x' y') b su s cd .s-

soddisfa allii condizione (a), la foinmla (7)3 (|aaiido (x' //') e fuori di .S'.

Si iioti aiR'ora die la roriiiida (4) lia senso, e vale tutta la iledu-

zioue successiva, solo (iiiaudo //' j-0: tuttavia ])()ti(Mii() dire die quarido

{x'y') teiide al puiito (x\0) dell'asse delle x 11 valoie del sccondct meiiibro

di (4) e '^\lit z{x',{)), se (x'y') teiide a {x',0) restaiulo sempre eiiti'o S; a

\/tc (^, (0) 0) o a \Jt^ s (u. (0)0), se il |)uiito ix' y') imiove su s,, o su «._, ; a

se (x'y') resta sempre fuori di S.

Ed iufine si osservi che anche le foimole (7), cosi come ^ia si ossei'vo per

la (4) valgoao ancora se il campo e di terza specie, purche s e le sue derivate

restiuo tinite oppure crescauo di ordiue <; R^ quando x cresce indefinitameute,

11. La formula (7) ci permette di completare uu puuto die al n. "j ave-

vamo lasciato in sospeso; poichfe da essa immediatamente risulta clie una solu-

zione z(xy) di (II) die in un campo di terza specie si annulli suUa carat-

teristica che limita inferiormente il campo, e di cui si suppoiif^a solo die al-

riuiinito cresca di ordiue iniuore di E^, uecessariameule si aunuUa airiufi-

nito. Infatti si chiami, come si disse, s, il tratto di s, tutto al finite, che non

appartiene alia caratteristica y = 0: applicando alia nostra funzione la (7),

avremo, ricordando die su a e z^O e suUa caratteristica y= e d y=Q, z=0

1 r dz
^ **''' ^"> = ;r7^ I

''„
'

'^'
''' '^'^'^

dx
'^^'

S|(,'/'l
-

Ora, se ricordiamo die (|uaiid(), (x y) restando al finito (per es. : su

*"i (//'))) (>''' y) si allontana indefinitameute li . (xy; x y') tende a zero di or-

dine>>,, dove 5i e un iiumero arbitrario, evidentemente dalla formula

precedente segue I'asseito (*).

(*) Come nbbiamo gia accennato al 11. 5, qiiaiulo il campo sia di sesta specie si ha un

teorema analogo. Allora s e asiiitotica all' asse delle u-: e si puo affermare che, teste che
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li Ma la t'ormula (7) ci in'iiiu'ttc di triivare altrc coiisegueiize no-

tevol i.

Applichiamola pouendo per z{x'y') una costanto (luahuKiue : ad es. :

ponendo z (x ij) = \ : si avi'a una fornuda analoi^a a (|UPUa di Gauss:

(8),

t>v''

/- =— /a
,

(.<•//; .v' if)

X — X
d If
— d X

si suppone che z e le sue (k'l'ivate siaiio finite anche aU'infinito e die z sia nulla su *-,

presi due iiunieii <t ed >i positivi piccoli a piacere, si puo trovare un numero x^ tale che per

!/>>), .i'>>.r, sia s{xi/)<iT. luvei'o da (7) segue aiicora che si ha

2 {^' !)') = If 3 a

isjn J ol- OX

Ora si indielii <()u jx il massimo valore di g^; essendo s asintotica ad ^/ =; si potra tro-

vare un valore u tanto ^raiide rhe pel tratto s di s a destra delta x^a sia ii<Cv e

\a
'ly m

Si spez/.i allora s su due parti: *• ed .s — .s- ; osservando ehe, se (/' ^ >i e se (a'i/) e su a-, si ha

\h i(x;j; x'iy)\< 7J=< ^

\'y' ~ y v/i — »/

'

si ottienc per y ^ >i, (iualuu((ue sia x'

If ds i f 1 T—— /( ,
{X

!i : x'y)^ (lx<m —— -^= ri (/ < -^ .

s s

/(
I

(xij: x' y') !;- d IJ : ma sici'ouie *(//)- * e tutto at liuito
(I - ox

s—

s

(' chiaro elic si puo pi-endrre ,r„ tanto ni'andi' clic per .r'^,r„ sia

^ jh^,^(xy:x'y')~dy<^.

s—s

Soinniando (|ueste due disuguaglianze si dedurra dalla I'oi inula preecdeule ^ (x'l/') <;o-, tosto

che i/'^>) x^xq. E (pu'sto teorenia serve laciliiimle ,i diiuostrai-e il leorerua di iniicita pei

ciiinpi di sesta s])ecie.
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S|)(v,ziiim(i x (// I iK'llt' Ire piirli .v, (//'), k. *'..(//')(*), (mI osscrx iniiio cIic Ii

fiin/ioiii

/'
I
(;.(//)//; ^' !/')

ii//)

rfy/ — f/.r

!;(»)

2 (//"//)
d 1/

-- (I .'

Silil)

sdiio liuite e coiitiiuic in liiiti i piiiiti (.r'//') clic iion sdiio ris|)('lli\iiiiiciil(i

puiili (Ii .s', (y/'), *•,.(//'), /i ; si deduce alloi;! da (8):

{>/ - I/)

lim \h
^ (;, (//)//; .r' ij')

:J,(-/,)±0 11

.r„'_--''<^>

(!>)

'-i (^/, - y)
— ?.(//) r/^(**),

|iui'clie si siipijoiii^a //, <>. Sii (|uesla ('(iriiiula del)lK)ii() prendeisi (•(iiileiii-

poraiieainenle i sesiiii su|)ei'i()ri od iiil'eridri. Kd una t'ornnda analo^^a si ha

quando si sostituisca ;,. {ij) a ;, (//). I.a converiienza al liinite e sii[)ei licial-

mente unifornie.

Ma possiaiiio dire di |)iii. Si usseivi clie la fuiizione

I

li'
, Ui (//) '/ 'V u')l\(ii)d u,

I (I-

e aiielie essa fiuita e contiuua ovuu([ue. auche su «, : bast! osservare die
IT

riiitegrando e sempre in niodo inferiore ad - Si pntra (piindi seiu-

v'y'— y

(*) E chiaro che (jiuiiuli) il (_'am[)o sia ili |iriina o terza specie (o quarta o ([uiiita o sesta

specie) qualeuno di questi integral! puo inaiicare.

(**) Col simbolo lim intendo che il limili' indicato e preso, qiiamli) il pniito (.'•'//') leiide

al piiiitii
(?i (.(/,) .'/i)

ps-T inodo clie per ojiiii valore di ij' sia ?,(//') <;,i-' oppure ?,(/y'Xie.
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plificare la (9) e scrivere

.'/i

l;i. Tenniiiianio questo paragrat'o con alcuiie osservazioiii circa la pos-

sibilita per delinire una funzione analoga a quella di (tkren : quello che

scKuc non e essenziale pel seguito ; solo mi pare possa utilmente servire ad

ilhuninare il problenia. Se nella (1) del n. 8 ponessimo per v in luogo di

h . {xij; x'y'} una funzione della forma h
^
{xy. x' (j') + ij (x y; x y'), dove

'^{xy; x'-y) fosse una soluzione di (IV) nulla essa pure su tutta la y = y\

si potrebbe dedurre una formula analoga a (7). E si e indotti a pensare se

non e possibile usufruire dell'arbitrario clie si ha in -i^ {x y ; x y') per fare

in inodd die nella (7) scompaiano i termini in "_: la (7) ci permetterebbe

allora di esprimere la funzione ^ (j- ^) in 6' per mezzo dei valori che prende

su s : ed il teorema di esistenza si ridurrebbe a studiare se inversaniente la

funzione ottenuta, ponendo delle funzioni arbitrarie per i valori (H s^ su s

soddisfa realmente entro S ad (1) e prende su s i valori assegnati.

A tale scopo occorrerebbe scegliere •^ per modo che su *•, ed s, prenda

i valori — 1i . (;, {y)y; x y') e — h . {c,.,{y)y, x' y'). Applichianio a (IV) i ri-

sultati del § I : iioi vediamo che queste condizioni insieme con quella che

'if sia luilla su y = y' determinano la
(J/.

Ma vi e (jualcosa di piu: se il con-

torno e di terza o di seconda specie la determinazione di ij/ e un problenia

affallo analogo a cpiello ciie ci inoponiamo; ma se il contorno e di prima

specie le condizioni imposte a } sono in certo modt) sovrabbondanti poiche

ne sono assegnati i valori so|)ra nn contorno clilano. Ed e a prevedere che

tali condizioni ci |K)rteranno in generate ad una funzione '} la quale ha un

jiunto singolare ncl punio comune all'asse delle a; ed al contorno. Come os-

servannno al ii. 8 non pei'cio la foi'inida (!) cesseia necessariamente di es-

sere applicabile: tutlavia si lichiederanno special! considerazioni. Ouesta

nsservazione vale a farci intuire la ragione intima della maggiore diflicolta

ciie presentano i contorni di prinui specie in confronio di (pielli di terza e

di seconda s|)ecie: e giusliliciino liii (Tora la dislinzionc da noi introdotta (*).

(*) C.fr. ann)!';! ,'i iiropositu ili'lla liiii/.idiii' di (Ihukn il S5 7.
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§ 4. TkOUKMI I'liKLIMTNAIil.

14. I'] ()|i|)()iliiiin liiissiiiiicic (ira Ijicxciiiciilc il cniicclld die sefiiiii'ciiio

nella iidstia liccicii. (Idiisidcriamo la IV)iiiiola (7) del paragrafo |)i-ocedente:

I'integrale ciii'viliiieo e fuiizioiie die sodflisfa l'e(iua/Joae (JI) nientre il primo

iiiembro soddisCa requazioiie (1). E (|uim]i da pievedere die I'integrale di

area die eoiupare in essa e soluzione deH'eiiuazioiie (I): iioi (liiiiostrerenio

|)iri lai'di (§ iS) questa affermazioue : aiiimettendo cio per il iiioinento e chiaro

die la ricerea della soluzioiie di (I) die ahhia dati vaioii al contorno si ri-

diice alia ricerea analoga per Tequazione (II).

Limitiamoci a questo easo : suppoiiiamo die i valori assegnati per z al

contorno foniiino una catena contiiuia: iiidichianio con cpi (y), <p («), ?.. (2/) i

valori dati su s, . //. .s,; sara 9, (0) = 9 (;, (())), 9, (0) = cp ($„ (0)). Naturalmente

una di queste funzioni manchera se il contorno e di terza o di prima specie.

I'ossiamo ancora .sempliticare le condizioni del problema: pos.siamo doe

supporre 9(j') = (). Poidie, ove cio non fosse, sia 'J> (j') una funzioiie defiiiita

sull'asse delle x tra — cxj e +-00 finita e continua die su h coincida con

9 (x): la formula
00

'(, (x y') = ~=
I

h
,
(X 0; x' 1/) <!> (x) d x,

~oo -

detinisce una funzione in tutto il semipiano delle //' positive, soluzione

di (II), la quale si riduce sull'asse delle x alia funzione * (x). La ricerea

della funzione z(x' if') si puo ([iiindi ridurre alia ricerea della funzione

z{x' y')^='C,(x' y') — s(x'y') che su s,. A:, .s-. si riduce rispettivamente a

<Pi(2/) = "C(;, (^)//)
—

?i(i/), o, <p, (//) = ((;, (y) v/) — 9, (y) (*). Quindi si puo

serapre supporre che sia 9 (») = e die 9, (//) e 9^ (//) si annuUino per y = 0.

(*) Si noti che se
| f (.r)

|
< iW,

I ?i (y)K M.
| f^ (it)

|
< M. anche dopo questa trasforniazioiie

del prot)leina e
1 7, 1 <; i! ilf,

1 fJ I
< 2 M. Iiivero si puo supporre che sia l* (.r)| <M e allora per

il feorema del n. i2 sani l?|<< Monde I'asserto. — Aualofi'amente se esistono 7', (i/) e f\iii) e

si ha l?'i (.'/)! < -V, e |?'j(.'/)KM, si avra clie anclie le tuuzioni ?',(ll). f'tiu) esistono e sono

finite anche in prossimita di !/ = purche si supponga clie ueirintorno dei puiiti (5,(0)0) e

(Ij(O)O) la funzione if (x) abbia derivate prime e seconde finite. Invero si potra supporre che
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Cio postd. iioi cei'f'hei'enio di ixhtc la funzioiie solto la foniia

s {x' y') = ^-j=
j I

h^ 3 (;, (//) tj : .r i/) i, (//) r/ yy
—

~ V ""
("i

i

(1)

/

•J/, (y) e i, (//) essendo fuazioiii da determinarsi convenientemente. Questa

formula rappresenta una fuuzione soluziniic di (II) die in op-ni i)unto del-

Tasse delle .r diverso da (£,(0)0) (L (0)0) (\ ceito nulla.

D'altra parte la foruiula (KM del n. l":* ei fa prevedere che gli integrali

die ([ui coniiiaiono godonu delle projirieta degii integrali di doppio strato
;

e die, qiiindi, in modo analogo a quanto avviene nel nietodo di Neumann,

quando si cerclii di espriniere Tunica condizione che ancora deve soddisfare

la z(x' y) 6 cioe che su s, ed s., si riduca*a 9, (y) e ^o (y), saremo porlali ad

una equazione integrale del tipo di Fredhoi.m.

Nel presente paiagrafo io mi propongo di studiare i)iu davvidno gli in-

tegrali che compaioiK) in (1) per confermare in nindo rigorosn le presun-

zioni qui esposte.

15. Consideiiamo dun(pie I'integrale

i/t
3 (;,(//)//: .c'y'}-h,{y)fl>i. (<i)

Ricordiamo anzitutto clic come gia si vide al n. 10, questo integrale ha

un senso anche (juando il piuito (x' y') e su s,. purdie s, soddisfaccia alia

condizione (a). Ed anzi sc il massimo modido ili y, e M poidie

h 3 (;,(//)//; ;, (//')//)
^

(3)
^y' — y

aiKrhe la *(«) soddisf'acci;! a ((iii'ste coiiilizioni, ed alloia sara lacili' vi'diTc i-he la Z aiimicUc

su tutio .•>•, (m1 s^ dfi-ivatc jirimt'. e st'coiulc rapporto ad x liiiite, e (|uiM(li per la (11) aiuhc

derivata rapporto ad .1/ linita: oiide riconlaiido che .<, ed Sj liamio taiiiientc, oltern'iiio clie

anche y', (y) e f'„ (1/) sono (iiiili>. E pm' simile via in ^iciit'i-ale e facile vedere ipiali liinitazioiii

poi'li alle priiiiilive I'lin/ioni y, iji). s^ (i/| e
<f

(.!) il larr dcleniiiMalc ipolesi siille y, (i/K y,^ (//).
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SI jniA ('vidciilciiiciilc

(/'• a ('.(//)//; -'. (.'/».'/)'f. i!J)'' !J
<'2MJls^iy: (4)

Siippoiiiamo (Mil clic hi y, (//) >.i;i iiiiciic conliiiiiii, vd^liiinio inosti-Mi-c die

alloia

liin ill 3(;, {!j)!j- .;•' //')!, (ii)<l !J=^

Quaiido la iunzioue
(J/, (y/) sia viiia costante la (5) non e die una conse-

guenza evidente della(IO) § 3 e qiiiiidi ( ^ia stata diinosti-ala: in iiailicolarc

qiiindi noi oia sa|tpiai)io die

lim
I

/(. 3(;, (ij) I/; x' ij') <j;, (/, )dy==
-'=?,(/}', )±il II

«>)

Sottraendo ((i) da (.')), ndi vediaino die l)asta diniostrare la (>} pei' la

fnnzione
'f, (y) — i, (//',): in altri teimiiii die si pno suppori'e y, ((/,) = (), nel

(pial caso essa si riduce a

lim 1//. 3(;, (if)y; x' u')'h, iy) d y

-

!l'-U\ .' 1^
j'=f|i.'/'i)±ii I'

.'/i

jii
i (;.(z/).'/; ;, (.'y',)y,)'i. (!j)d y.

(7)
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Sia o un luimero arl)itiaiio : si preiida un iiitervallo t/, ~S...</', -5

tale che, se y/ e iiitenio ad esso. sia

file iiioltre quando i/ e fra y/', — '^ ed ij\ ~ S sia

1/'

.^f
2 v'2

6'< cr. (9)

Si supponga infine che {jc' y') sia tauto prossimo a (;,(/,)/,) die y sia

coinpreso fra !j\ — 8 e //', + '^ e clie si abbia:

1." (|uando ij e iieirinteivallo . . . vy', — S

(10)

cio si pun fare i)oielie quaiido v/ e in tale intervaUo h 3 (;, (y) y, x' y') e fun-

zione coiitinua di if nell' iiitonio di {l,(y\)y\):

(^O \h^(lAy)y; ^y)<ly-\h ^{lAy)y: lAi,\)y\]^"2f-\<:^, (11:

anclie ([iiesta disuguaglianza si pud soddisfare quando (x' i/') sia convenien-

temente vicino a {^Ay\)y'i}, peirlie vale la (10) del § o.

Spezziamo gli integrali del primo e del secondo menibro di (7) in due

paiti. I'uua estesa da a y\ — S, i'altra da y\ — S a y' od a if, rispettiva-

iiiente. Per (10) si avra

h 3 (;, (/;) If ; j/ if)
— h ^ (;, (y) y ; ;, (//, ) //,

)

^Ay)d y\<iM (14)

M essendo il inassimo modido di i, (//). In secondo hiogo si ha per (;}),

(8) e (9)

.«',

J
fi^AlAy)y; lAy\) y\ ) j-, [y) d y ^^n\

i,\—i **

Wl

W'l '^

I

\'y'. - y
liy^^'II. (l:!)
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Noil icsta (|iiiM<li (he ;nl csaniinare il sccdiiilo dc^li int(V'''J'li i" ciii In

spez/.alo il piimo niciniiiii di (7): si lia pci' esso

.'/
1— <5

y'
(11-)

+ ffe ^ 1 (;, (^) ^; «^'y) ^'*^^!_^''^' ']'. (i/) ^i ^•

Ma per la solita cniKlizioiH' (a), da (S) e (9) si ottienc :

2/'

!r / '\ ir

Resta il ppimo integrale del secondo membro di (14); osserviamo clie

h 3 ylt (ll)U'^ x' ]{) P essenzialniente posiliva; dedurremo allora per (8):

(l(i)

D'altro canto operando siil priino integrale di (11) alio stesso mode che

suir integTale (14), si lia,

(17)

<<

[«' - ;, (ij)\
I

h , (;, (//) // ; x' tj') d i, +

".' - , >
''''

+ \h i(;,(j/)//:.^'y)- ^'l~:;'^' ^j/- (/' ,(Uy)yMy\)u\)dy^H

e quindi, poiche y <i i/, -}- 5,

•/'

I

.t'— ?, ( (/')
: I /*. , ( ;, iif) II ; ,r' //) rf ^ ^ ^ + "2 ^x + 2 /f (y, + S>. ( I

S
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Quiiidi iiifine da (14) (1.')) | KJ) e (IS) si (iediice

"'.

\h, (;, iy) // ;
*' v/') i, (//) r/ // ^ [^2 H (,i\ + S) -r- i/ ^ ^ "i v

" ^ ') ^- < "
^')

E da (1:2) (lo) (19) segue iminediatameute la (7), e (luiiidi la (5) toslo

die si osservi die i puo pi-eiidersi arbitrariaiiiente piccolo.

Oss. — Abbiamo supposto v/', =|- 0. Ove il puiito (.r'//') tendessc a! piiiito

(;, (U) 0), il liniite di (i2) e diverso a seconda delle diverse direzioni secoiido

cui tendiamo ad esso punto. Pero se ij^, {y) e continua iiel puiito zero e si

ha il (0) = 0, sara senipre :

v'

liiii
I

k , (;, (//)//; X 11) 'J/, (//) d (/ = (). (20)
l/=U ,' 1-r-

I ragioTiaineiiti die servono a diiiiostrare ([uesta foiinola soiio perfetta-

ineiite analoohi a f|uelli usali per dedurre la (19).

§ ."). Il teoreha nr eristenza per i/equazioxe (II).

1(). Possiamo oia accingerci alia diiuostiazioue del teorema di esisteiiza.

Supporreiiio il coiitorno di seconda o di terza specie: per fissare le idee

siippDnciiio. ad esempio, die sia di seconda specie, — Taltro caso e per ta-

liini riguai'di aiicora piu seinplice. — Supporreiiio die «, ed s^ soddisfacciano

alia coiidizioue [a] del ii. 7: ed inoltre. come seinpre si puo fare dividendo.

ove occorra, il caiiipo nello stesso niodo die al § 2, die la differenza Ira le

ascisse di uii punlo di .s-, e di uu punto di s.. sia niaggiore di un nuniero

linilo. Segue alloia die, se {xii) e su *•, ed (x' y') su So , (o viceversa) si puo

scrivere

h
.,
(X y; x y')\<x H -.- ( 1

)

z essendii una couveniente costanle; nienlrc (|uando {x y) ed (.»'//) sono

cutranibi su .s-, o su s.. noi sappianio che vale la (.'}) del 11. 1.") (4j '().

(;i6 posto, seguendo i concetti esposti ncl n. 14-, rerchianio a (piali cdu-

dizioui dcliltand soddistarc le y, (y/). ij (//), |i<'iclie la fun/jone z data dalla
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roriinilii (I) del ii. I i, prciida sii .v, cd s.. i vahni ussc^iiali 9, (//) a "y. (.'/)

Ammestio eke le funzioni i, (//) e '^All) «'""" linlle e continue, dal n. ir>

(form. (."))) srijiip die, a/Jiitrlir la z prcnda .sn s, ed s. per 1/ ~ i valori an-

segnali, ( nccessario e uti/ficieiite die

^. (.'y.) + 1

^Au^)'

^\/-
j/' i

(-' (//),'/; -'1 (//.)//.) T*. iiD'i !j
—

It. 3 (;, (//) //; £, (//,)//,)i, (//)'/// ?,(.'/,)

2v/:v

»/i

(/'' 3 (?i (^)//; ;:; (//i ),'/.)•}, (.'/)'/ .'7

(ii)

-I" I

(^•j (,'/),'/; -'-• (^1 •.'/) '^AtD 'I

u

^ ?.(//. )•

M;i oni, ainmesso die le Funzioni
J^, (//), i., (//) siaiio soluzioni di (i2) linile

e continue, noi vediamo che auclie quando il puntu (x' ij') tende al jiiudo

(;, (0)0) o (;, (0)0) la fuuzione z (x 1/') data da (I) del n. 14 e regolaic: ri-

coi'dianio iiivero die per le iiostre ipotesi 91 (0) = ^., (0) = e che per la (4) del

n. 15, se le i, {if), -y. (y) souo finite, gli integrali die compaiono in {'i) teiidono

a zero per //, = 0, seguira allora da (^) che si ha pure ij (0) ==']/„ (0) = 0; e

(]uindi daH'osservazione finale del n. 14 die nei punti (;, (0)0) e (;, (0)0) la

I'unzione (1) del u. 14 tende a zero uiiiforniemente.

Poniamo per abbreviaz-e

/(//.) = 'y. (.'/,) /(-//,) = '^.. (y,) (0^//,=^//,,) (:;,)

F(>J,) = 7>(y,) i^ (-//,) = 9, (y/,) (3,)

^v'tt/. ( 11; [/,)= /' 3 (c, (//)//;;, (//.)//,)

Sv^^xt-//; //.) '' 3 (^Au) If' i. (//.)//.

-v'"/.( il\~!l') = ~h .3 (;, (//)//; ;,(//,).//,

2 si ^ /,(—!)',— ij>)= '' 3 •'» <i/) //; ^= <.'/.) ^.)

(^3)
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Le e([iiazioiii (4) si riassumerauno nella

''.'

f (yO -h\/Ay; !j,)f{!f)(i!i = F (//, ). (4)

E quesla una equazioiie del tipo del Kkkdholm: c ad essa si potrebbe

applicare la teoria del FuEnHOLJi. poicbe /, (//; //,) diviene infiiiita in // = y,

,

ma di ordine ^^ <^ i {*). Qiiindi ove il determinante noii sia iiuUo, esiste

una soluzione di (4) iinita e coutiuua, poiclie la F{ij} e finita e continua; e

pel' (juanto precede tale funzione risolve certamente il problema.

Non rimane che la domanda : il determinante di (4) e o non e diverso

da zero?

17. Potremmo diniostrare cbe il determinante di (4) e certo -[- per

via aualoga a quella che si tiene ordinariameute nel metodo di Neumann, nio-

strando che (4) non puo avere soluzione omogenea (**) diversa da zero.

(*) Cft\ Fredhoi.m, Sur unc classe cViquaHons foii'CtioimeUes. Acta Math, il, § 16. Delresto

nellii Nota: Siille equasioni hitegmli (Rendiconti della R. Aorademia dei Lincfi. I!K)7. i." sem..

Vol. XVI, serif 3.'') Iio diniostrato the perche si possauo applicare i teoreini del Fredholm

e sufficiente ehe la fmizione caratteristica sia assolutamente ed unilbrmeiiu'iite iiitegrabile sia

rapporlo ad y che ad i/j.

(**) liivero se /"((/) fosse una soluzione di questa equazioue omogenea e ^i (,'/). faill)^ i

valoi'i corrispondenti deile
i> (y). sostituiti qucsti valori in (1) del n. 14, questa darebbe per

il teoreina di unieitA una (unzione : {.r y) nulla in liitto il canipo .S. Ora si supponga ad es.:

il cainpo .S' di seconda specie, e si considerino i campi di terza specie S^ ed S, laterali (i (juali

si trovano a sinistra di *•, ed a destia di ,s,) : la (1) del n. li rappresenta anche in 6', ed S^

una funzioiu^ soluzione di (II) nulla su y^O: e se chiamiamo s, e s, i valori limili di (I)

(juando (.r' y') tende ad un jjunto di s, o di Sj restando in >S, od in S„, i leoremi precedent! ci

1 1 !i s
dicono che "^i = —.—

?, ,
^j=-=

—

r^-^i- f^i cerchi la ^ in S. i." .S' : facili calcoli mostrano

i-hc i liruiti di quesla (unzione (|u;ind() (.r y) tende ad *, o ad .Vj sono uguali. sia (|uando (.r //)

e in .S' che in .S', o in .% : sicconie in S e ^ = 0. la derivata ^-^ in .V, ed in N, lendera anche

a zero (juando il punto Icnde \u\ un pujilo di .s, o ad un puiilo <li .Vj : iiuindi, |)oiclie ani'lie
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P(^in ci pare piu oppoiliiiKi sciiiiiic iiltra via; iiiostrerciiin (liietlaiuenle

die la sciic clic si ottieiic sviiiippandi) la soluzionf <li (i) in scric di Neu-

mann e coiivpi-iiciitc; o ])Pi- lal iiiodo la nostra (liuiosti'azioiic sara in(li|)fiii-

dente dalla teoria di Kukohoi.m. Arizi diinostrereiiio piu in ficiierale ciic I'e-

qiiazioiic

':

/(.'/,) + >
I

/. (//; //, ) /(.'/) <iy = F{y[) (5)

ammetie soluzioiie (|ualunque sia la costante X (*). e clie questa <"' data da

f(y) = F(y)~-kF, (^) -\- VF,(y)^ h (- 1
)" r F„ (y) -\ (0)

dove

y

F. iy) =
I
Z (//. : !J) F, _, {y, ) d //, F„ (y) = F{y) (**). (7)

-y

Si ricordi invero che i)ef la definizioiie di F (y) [(:!), del n. jjrecedente]

fe
\

F {'tj\)
\
<i M {M indicando ii massimo valore assoluto di cp, (i/) e i}z(y)):

iiioltre in forza della (1) del n. 16 e della (3) del n. 15 per la definizione (-"Jls

della ftmzione /Jv/; y,) esiste una costante a, tale che

sl\y— yA ^\y\ — \yA

(si ricQO'di che qui si considerano solo i valori per cui \y ^[y, \). Si ri-

^— e una soluzioMo di (I[) in .S', ed .S', e si aiiiuilia evidentemente su a;= 0, sara ancora

per 11 taorema di iniicita del ii. 5, nulla in tutto .Sj ed S, . Ma allora sara aucoia nulla in

tutto Si ed .S', la funzione z; e ((uitidi si avra s, :=() e ^2 = 0, e per quanto precede sara

Vi =^a "=0 c. V. d,

{*) In altri termini dimostrerenio die il deterniinanle di (5) non e mui nulio per diessun

valore di A.

(**) La ragioue di cio sta nel I'atto die i liniiti deiriiitegrale in {'>) sono variabili: Tequa-

zione (5) risulta cosi pert'ettaniente analoga a quelle studiate dal Volterra nelle note Me-

morie degli Ainirdi di Matematica. (vol. XXV serie 2'' 1897, Sopra nlriiiie quesfioiii di iiiver-

sio)ie degli iiitegrali (hfiiiiti) e degli AIM tiella R. Accndeiiiia ileJle Scietize ili Torino (18%). —
4 Note, Sulla inversione degli mitesfitdi (iefiMiti. i
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cliiaini iiioltre la formula (valida per a-;-l>0)

r U + ^

Si avra alloia facilnieiite:

II

1
F, (y) ^ a, //. Mi

,
,

,

d v/, = 2 a, H.m\
.

- d y,

'\l\y\ — \y>\ ;
v'iyi — ly.

I

F. iy) ^-.^^•'U,
1

r('M yv/iyi — :y.

i2a,//.r
''

1

'12] --

2a, //.J/

2/.
f?y.

n,),; vy -,//.
^//. =

2a, //rl ^'
1 2 j

'''^

nfj '

^

'

/•'.,(//) 2 a, 7/ /. .i1/^

Undo. iic()i(laii(l<i clie

2/(,+ I

(8)

(9)

>(/'-!)! (10)

(*) B((r. /<|. r {«) iiiilkMiiilo Ic licii iiolf riiiizioiii Kult'riaiu'.
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si (Icdiirn'i

1

F„ (y)
i

^ .1/ /'', {,1) ^ ;> «, 11^- . M ,1

-

1!
'" —--I " \ .'/

II
I

F..w.^.v. l'*''"f '"il"
^;.M/»;^^.,//^'^..v^!/r-"'''^^''f'"''»! '

' *" '

n!
•

/

Dalla fdiiiHila (11) si (loduce die la sciic (6) t' coiivergenle conic ima

serie espouenziale, e precisamente si ha

i f{y) ^ ^ M [1 + 2 \/^ a, //
\//7..J

e""'"^''-''''-"'. ' (1-2)

Ed e cosi pcrfeltaiiieiitc diiiiostrato il iiostru teorenia (*) (**).

(*) Si noli la liitt'ereiiza che passa tra il ])r()lj|('iiia ([ui Irattato cil il prolili'iiia ili Di-

HicHi.ET ti-atlato col iiietodo di Neumann. In anilii i casi si giunge ad una R(|uazioiie inte-

grale, nui iiel caso delle fuiizioiii arnioniche la fuiizione caratteristica deirequazione integrale

ainnicttt' valori eccezionali e funzioni eccezionali, che. assunte quali moinenti di doppi strati.

dai\rio luogo a fiimioiii foiHlaiuenftili del PoiNCAiii';. E uoto riniportanza di qiiesto fiiiizioiii

lu'lla tt'oria delle funzioni arnioniche. Nulla di simile nel caso presente; I'equazione integrale

Mon lia inai valori eccezionali, e (juindi alnieno per (jiiesta via non si ottiene nulla di simile

alle funzioni fondamentali.

(**) La forma in cui si ottiene la funzione e assai (-(jinoda alio studio delle propricla

della funzione medesima. Se noi sostitnissimo lo svilup))0 (li) nella (1) del n. 14 otlerremino

facilmente la nostra funzione sotto foi'ma di un integrale o meglio di una somma di inte-

grali alfatto analoghi a quelli della formula (3) del n. i. che vale pel caso in cui »• sia for-

mato da un Iratto di caratteristica e di due pezzi di parallela all'asse della ;/: e in qudla

dimoslrazione potremmo fare uso di (piesta formula invece che della (.'J). — Ancora: si vo-

gliano, ad es.: studiare le derivate della funzione nei punti del contorno. E facile vedere

che sc la funzione /'((/) e derivaliile. esistono anche le derivate i»riiiie rapporto ad i/ ed x e

la derivata seconda ra|)porto ad x. Ed e facile vedere che se le funzioni ?i(i/). ?« IVl *" quindi

la F{ij), ammettono derivate, anche le successive funzioni Fi(y) hanno derivate. e, con ra-

gionamenti analoghi a (|uelli di ([ue.sto numero, che la serie formata con le derivate con-

verge. Non entriamo in discussioni pifi minute a (juesto proposito perche esse ci allontane-

rehhero dal preciso scopo dl questo lavoro.
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§ (5. GONTINUA SUL TEORRMA DI ESISTENZA.

I<S. Dai due iiumeri precedenli il tt'orenui di esisteiiza risulla diino-

strato sotto alcune ipotesi relative al contorno; precisamente si sujipoue che

il contoi'iKi soddisfaccia alia coudizione (a) del ii. 7 e luai sia di ])iima

specie. Ove il contorno abbia generalmenle tangente die nuiova con conti-

nuita, esso soddist'era alia condizione (a) (fuando si escludano gli intorni dei

punti in cni la tangente abbia una discontinuila, o sia parallela all'asse

dclle .(; coiriuipiccoiiie di questi intorni la costantc 7/ cbc coinpaie nelia

condizione [a) andra indelinitaniente cresceudo. Peio ove si supi)onga che

(piesti pnnti eccezionali siano in numero finito noi potremo condurre le ca-

latleiisticlie per essi e cosl analogamente a cpiaido si fece al n. 7 dividere

il cani])() in tanti cauipi paiziali per i (]uali i punti eccezionali del coidorno

corrispoiidano al valoi'e niassimo od al valore un'iiiino dell'ordinala. Gosicche

iKii pdtrcmc) liinilarci a cousiderare ([ui ti'e specie di contorni, secondoche:

I." la condizione {a) e soddisfatta su s, ed s., quando si escludano

con iutoirii comunque piccoli i punti di ordinata niassiina y/„,

'iiy la condizione {a) e soddisfatta ([uando si escludano gli intoiiii

dei |)indi di s, e di s., appartenenti all'asse delle x,

i." il contorno e prima specie: tolto rintorno del punto apparte-

nente airass(> delle x esso soddisfa ovunque alia condizione (a) (*).

Comincianio dal priuio caso. In ijueste. ipotesi i nostri stuilii |)recedenti

ci dimostrano die in ogui cauq)o S {ii„ — z) dove z e piccolo a piacere si

puo deteiininare tuia funzione die prenda i valori assegnati al contorno:

(|uindi preso uii (jualunque punto {Xoi/J la funzione e deterininata in tutti i

puiiti di un intorno di esso che lianno I'ordinata inferiore a v/„; si tratta di

vedere se i valoii die la t'uii/.ioiie prende nei piinli di (piesti intorni hanno

UII liinite net punto (j'^„ //„). UseiuMiio percio di un ragionainento analogo ad

uiio usalo nel n. 4.

Si osservi anzitutio die la ruiizioiie deterininala in ogui cainpo iS'(^„ — t)

e senipre liiiiitata. poidir pd n. :J e senipic, (pialuiKpie sia z, inferiore in

(*) AnalotrniiU'iilp si potreblie anchc ooiifliileraro i coiilorni di qiiaihi. (|uinta, snsta sppcic.

I ra^ioiianionti del jji-escntc n. scrvono anchc per conloi'iii ili qiiarla specie, ipii'lli del mmiero

.segucnlo servoiio anchc per- (pudli di .').•' e ().•' specie.
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iikmIiiIii al inassiino Ira i valoii asseguati siil coiitoiiH) s. Preso uii puiito

(x„ y^) iiileriio al cam[)0, si coiisideri, coine al n. i, la spezzala formata dalle

retle x = x„ — S cd x = x„ -f S e dal segiiiealo doUa retta ij = v/„ — ^ coin-

preso tVa (|iiell(\ ^ cssendo scello per modo che quesla spezzata sia tutta in-

terna a .S'. Oiii'sia spezzata si |)iin c.onsiderare come una ciiiva .s: sii di

essa, tollo clie nei piiiiti (x„ — ^, if,,) {*;„ + S, ;/„), i valori della I'Linzioue z

sono piciiumente iioti, e, come abbiamo gia osservato, soiio limilali. Noi po-

tremo quiiidi esprimere i valori di s airinterno del campo S limitato da .s-

eori'ispoiidenti a valori iiit'eriori ad v/o dell'ordinata mediaiite la formula {''>)

del 11. 4. Ma (juesta fonniila rappresenta una fimzione finita e coiitinua in

tiitto il eanipo ;iS', pienanienle deterniinata anche nei |)nnti della caratle-

rislica v/ == //„ che sono a dislanza nou infinitesima dai punti («„ — H, y„)

(x„ + S, y„) (poiche I'indeterminazione del valore di z(x„— '^, //J, z(x„-^^, y^)

nou toglie die gli integrali di {')) abbiano uu valore determinalo anche in

(piesti punti). Concludianu) (kuMpie clie per continuita si puo delerinlnare

la funzione s anche nei piniti della caratteristica y ^ yo (*)

19. Restano a studiarsi gli altri due casi: li tratteremo con inetodo

unico.

Ricordiamo che si puo supporre che nei punti comuni all'asse dolle x

ed alia curva si abhia <p («) = (); sara allora 9, (0) = 9. (0) = U. Per la con-

tinuita delle funzioni cp, (y) e
<f., (y), hssata una successione di numeri posi-

tivi 3,, E,,.--, s,,.--- decrescent! e tendenti a zero, potremo trovare un'altra

successione di numeri 0,, -n.,,..., r,„,... pure positivi, decrescenti e tendenti a

zero, tali che nei punti di s (r,,) i valori assegnati di 9, (y) e 9, (y) siano in-

t'eriori in modulo ad s,. Le rette y = 'n, incontrano ciascuna (>\ ed s., in due

|)unti A'i^A?: cliiamiamo s'p ed sf i tratti di s, ed s, che si trovano al di-

sopra di y = r,,. Cliiamiamo s"' il contorno formato da .s-*;', dal segmento

A'P Alp e da s.l", e sia S'" il campo da questo racchiuso. Ad -S'" potremo ap-

plicare gh studi dei n. Ki e 17; e si potra pertanto determinare una fun-

zione s"' soluzione di (U) die su if ed 6f' si riduca ai valori assegnati, e su

A'-p AP si riduca ad es. : alia catena dei valori che si ottiene interpolando h-

nearmente tra i valori assegnati in .Ij" ed in Ap. lo dico che le funzioni s'"

(*) Valga anche qui I'osservazione fatta al 11. i. e alia seconda iiota della pagina 'il'd, che

I'liso della fornmla (3) (11. 4) e del eontoriio rettangolaiv e accessorio e che ad essa si po-

trebbe benissimo sostituire la formula analoga piCi generate data dalla (1) n, 14 e (6) del n. 17.
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liauiio ua liiuite determiuato e fiiiito in ogiii punto inlerno ad S. Percio si

osservi clie la fuuzione ' z'" — z'-" ^ e perj>i seiapie <"ij,. Invero la fuii-

zioue s"' sul contonio forniato dagli archi Af A'f' e A^P A'^' e dal segmeiito

di caratteristica A'f' Af e sempre inferiore a s,, (luiiidi pel teorema del n. o

e ancora inferiore a ;, nei punti del segaieato di caratteristica A'!' A^'. Co-

sicclie la funzione z^" — s"' e defiuita in S'" e si aaaulla sn s'/' e sii .s-^*

jaentre sul tratto AfAf prende valori inferiori in modulo a 2 s,. Segue di

qui, applicando ancora il teoreaia del n. 3, die
j

s'" — s*^'
|

e in tutto 6"" in-

fei'iore a i2s,.

Quindi in ogai caaii)o 5"" le funzioni z'''(j^i) convergono uniforaie-

aieate ad una funzione z la quale preadera coaie le z''^ su si" e 6f' i valori

assegaati 9, {y) e o., (y). E ([uesta funzione liaiite z esistera sempre ia tutto .S'

e per il teorema del a. 4 vi soddisfa all'equazione (II). Essa e duaque la

funzione cercata.

§ 7. AlTRA DIMOSTKAZIONE del teorema di ESISTE>fZA.

"20. Ill questo paragrafo vogliaaio mostrare come si potrebbc giungere

per altra via alia dimoslrazione dei teoremi di esistenza: noi ci limiteremo

pero ad esporre la dimostrazioae nelle sue linee esseir/Jali, seaza entrare

nei particolari.

Riprendiamo la formola (7), del n. U) die nei caso delFequazioae (II)

possiaiao sci'iveiM^

•^ (•«''/') =—= h . (x 11: x' 11')
dz -x — X
dx 3(</'-y)J

dy + zdx' (1)

In ogai lii'tto del coatorao .S'(//') die apparteaga ad uaa caratteristica,

noil coniiiaiono. come al)!)iaia(> iiotato di yia, i valori di ^~- Ma si puo os-
ox

servare come, usando di an piiiici|)io analogo al priadpio delle immagini

di i.oHD Kelvin, si possano in (uiesla formola eliaiiaare i valori di .~ su ua

trallo di .v, il (piale a|)partenga ad uaa rella die lasci S latlo da aaa haada (*).

(*) Voi,TKHii.\, ]jn-oiin, |m^'. ()7-()8.
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Sia itifatti (' J) iiii linltfi del (•oiitonio ;iii|);ii-l('iit'nl(' ad iiiiii iclla di cdcrii-

cieiite aii;^nlaic z: c sia E^^idif) il iiniilo in iiii CI) iiiconlra la carattc-

lislica // = //': /</' sara iiii puiito ('stcriio al sc^iiiicnhi (;,(//)//')...(;., (//')/y')

dclla, caralteristica !J
= y' die appailieiic al caiiipo -S'. oil al piu coincidei-a

con uno dej^'li estremi del se<,'iiieiit() incdesiiiHi. II jumlo M' sinimetrico di

M'^ix' I/') rappoiid ad A' a\ra Ic codrdinaic (ticf — x', if) e safa conic K
esterno al segnionlo (;,(*/')//')... (;,.(//')/y ) : lo dircino col Voltkkha ituiuafjliie

del |)iinlo (.*•'//') rajtpoi'to a CI). (Jnindi la run/.ione // ,(.*//; ^2a — x' y') sara

regolarc in N (//') I'd in viiiu dclla (/);, del n. 10 si avra

d z _'ia — x — X

dx~'' "-Kij — !i)

^ = ^^_ I
''..' ''^^' ^« -x' 11) (1 11 •rzd.io[ . a

ill)

IMoltiplicando C^l) per e"'""-"'' e sottracinlo da (1) si avi-a (pnndi

ZL\~'.'(JX t'— ll-r

sill)

s(«')

h ^(xy; X y') (I y — d X

-e"'"--' )/«
,
(aw/; ^a -J^- w ) —r^^ ^dy— dx\

"' n,— :/;'— :,

Ma si osservi die (piando {.r ij) e un punto della letla CD e quindi laic

die [)ei' esse x =^ a^ y.(y — y') si ha

h ^(xy; x y') — c«<"-'') h ^{xy; ± a -^x y) = 0, (4-)

come iminediataineiite si vcdc sostitueiido ad h
,

il suo valore. La foiniula (:{)

?:
ci da (piindi un' espressionc di ^ in cui non conipaiono i valoii di ,

C -C

su CD.

Indidierenio per luevita in (pianio segue la lunzione It ,(«//; x y') con

h{M) e la lunzione c"""'" con la{M): la (4) dice die Ic funzioni li{M) e

la (M) .h(M') sono uguali su CD.
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E cliiaro intantoclie se il campo e di terza specie e limitato <la uii

tratto s, appartenente ad una retta di coeiticieiite angolare s' e da una ca-

ratteristica, le considerazioni precedenti risolvono il problenia di esistenza:

se usianio delle notazioni del § 2 possianio dire che la fiiuzioiis di Green

per qiiedo coidonio e data da

- ,A, {5,(y)-j')(?,C!/)-..)

e-'i^.un-^'}],, ^(xii:±^A!/)-x'y')=h ^{x,,;x'i/')e "-"
. (5)

Supponianio ora die il coutoriio sia di piiiiia o di srconda s})ecie e che

6-, ed A-o siaao segmenti di retta, i cui coefficieuti augolari cliiaiiiianio a,

ed a, (*). Indichiarao con il/', ed M', i punti innnagine di 21^(x'ij') rap-

porto ad s, ed *.•„; con M'\ ed il/"., le immagini di M'., ed M\ rapporto ad

s, ed 6-, rispettivaniente...., con Mf ed il/i" le immagini di il/i'"", il/';~" rap-

porto ad Si ed «,, . Useremo di queste successive immagini in niodo analogo

a quello tenuto precedentemente. Poniamo k\ {xy; x' y') = /«, (iV/), k'., = U. {M

)

;

h", = U, (M',).L, (M) = h', . h, (M',), k", = A,-', h, (il/',) ; . .. ; A'*' = ft'r"-'»>(i^/r")

A;'*' = &';-".;«, (il/','~"). Se consideriamo le funzioni

h{M]-li{M\)k\=h(M)-h(M\)h,(M)

h{M)— U{M',)k',= li(M)-'li\M',)U,(-V)

l^^f}—l^^[\)k\—h{M\,)k',^h{^r\,)k\,^h(^/)--l^{M'.AU.^^I)+L^M)[h(M\)~h{M\)ux^I\)^

h{M)- h{M\)k\- k(M',}k',^ h(-l) '\h{M'\~'-)k",-" f //Ul/'r")fe'r"|+ (— 1)'/'(>V';')A;';'

ll{^f)~ll,(M\)u\—h{^^',)k',^ h(— !)'''[/' (.v';-'')/i'r'' 4- /j(ii/<r'')fe'r'>]4-(--i)'/?-(iv/f) at

si vede iniinodiatanienle applicando ripetutameiite la {%) die quelle di

(*) VOLTEHHA, 1. C, p;ifi. (59.
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posto pari sorio mill*' su \, . ((iicllc di iiosto dispjiii soiio iiulle su s.,(*).

E fiicilc vedere clic, /issfihi mi jiinilo i-r' //'). (iiicstf fiiitziom conreij/OHn tntte

utiifnrmemente verfio mm nicilrsiinu fiinzioiic liniUe — somiini drllc serie

h
,
ixij;x'i/)+ V(- \y\l,.(M'p)k'\' ]-h{M^!')hf\ — per i valori di (x y), per

cui y^ij e che noiio iiifcnii ad inio qimlimqne dci frapezil Umitnli dalle rcHe

•s', , .s'j, !l ^ ij e <ht mid (jiuiliiHque caraUerLstica ij = ijt corrinpondentc <id mi

valorc ji, <C.'/, p chc rjiace Innieiiie con y = //' da mia ulrsffir piirle ri.spelto al

pmdo di iidcrsczioiie delle relte mi apjuirlninoHo .s-, ed .s-, (esclaso mdHrdlnicnfe

mi piccolo inforiio di (x' if) in ciii il jiriino (cniiiiic dclln serie e .singolare) {**).

Qupsta funzioiie liniitc si aiiimlla su s, cd .s',, : cd e facile vfidoro che nel

caiiipo precedenteineiite dcscritto animcttc deiivate Ic (jiiiili si jjossdiio ot-

teiu'ie derivando terniine a termine la serie niedesiina, c soddisFa alTiMpia-

ziniic (If). Glide intanto possianio cnncliiiidcre di (fui die la finizione

— 1 ( 1 ) [l> (M \") A-'f + h (Mf) /^'i'l
(C.)

(*| Si piu") ealcolarf rctt'ettiva espressioric di (|iifslc riiri/ioni : si ti'ova

T

xe '

h {M\-'>) fc';-'i ^h
I

{ J' J/ ; x' y') x

X e

E si otteiiKono facilmpiite ie espressioiii analdt^lic per /; (3/1-'+'') feff'+" e fe(Mf;'') fef,-'* scaiii-

biaruio iiella formula precedente 5i con Sj.

(**) Che la sei-ie scritta sopra converga per laii valori tli {jc y) e ili ix'j/') risulta facil-

iiiente dalle forniule della nota precedente. Infatti queste indicano che per valori fissi di (xi/)

ed (x'y') ad es. le fnnzioiii h (Mi-'i) kU" sono del tipo // (.ry; x'y') e'"i'i+'''u+'\!, r, , r,, r, es-

sendo fiiiizioiii lisse di (.cy) ed {x' y') (iiidipeiidenti da /): di [liu i\ e ccrtanicnto iiegaliva e

si anniilla solo qiiando sia I, (y) ^ ?, (y) cosi ((uando il puiito {xy) sia il piiiito di in-

contro delle rette .s, ed s.^. Lo stesso vale per le altre fnnzioni h{M'f'>)k^;-'K // i.MJ-'>'0 *"',-*+",

;, (])f(2>^i)j^(.'.+ i) gnjiidi |;, sei-ie converge certamente.



4() E. E. Levi: SulV equazione del raloro.

rappresenfa la fnnzione di Green per iiii ('(iDipo di .secninld .si)ecie in ciii le

curve .9, ed s., sidno due segineidi reMilinei.

Si osservi pero die (|uaii()o il canipo e di ininiii specie — esso avia

allora una forma triaiigolare. im vertice esspiidd il punto di iiicoidro l' di

.s', ed .So — la serie (G) eonvergera ancora e\ identemeiite in ogiii imiito

fatta eccezione per il vertice V: il liniite cni tende la sonima della serie (0)

quaiido, {x y') rimanendo tlsso, il panto {.r i/) tende veiso V, e diverso a

seconda del diverso canniiino percorso: cosicclie la fnnzione (6) non e pill

regolare in Y. E eio se raniinentianio le considerazioni del n. VA. ei'a ben

da prevedersi. Tnttavia nlld fnnzione (<>) ])ef (jiKiiito sia ,singolare in un

puntn del cainpo po.ssono ancora applicarni i ragion(niiciiti del §3: e quindi

pud essere presa quale fnnzione di Gkkex per il cainpo di prima xpecie linii-

tato da due segmenti di retfa nscenti da n)i. panto.

Aliliianio cosi trovata la fnnzione di Green per tutte e tre le specie di

conloi'ni (juando le curve .s-, ed s., siano segmenti I'ellilinei, medianle essa

potremo trovare una fornuila die esprima i valori di una soluzione di (II)

))er i valoi'i die essa ))rende al contorno. Ed e facile veriticare die la for-

mula cosi trovata da una fnnzione die prende realmente i valori assegnati

al contorno; e qnindi perniette di stabilire i teoremi di esistenza: bastera

])ercio applicarla anzitutto al caso particolare die i valori assegnati siano

costanti. nella (pial ipotesi noi sappiamo die la soluzione di (11) esiste ed

e ugnali' alia costante medesima: indi nsare di ragionamenti analoglii a ([uelli

i\f\ n. I.').

Stahilito il teorenia di esistenza in questo caso particolare, esso si dinio-

strera facilmente j)er nn contorno poligonale arbitrario: poiche dividendo il

campo con caratteristidie condotte pei vertici del poligono potremo ridurre

(piesto prolileina alia lisolnzioiie successiva di proi)lenii del lipo precedente.

In particolare .si potrii otfenrre In fnnzione di (iREEN per un contorno poligo-

nale qualnnqne : e .se il contorno poligonale e di seconda o di terza ,sj)ecie

qn.e.sta fnnzione sard ornnqne regolare, inentre avrd un punto .singolare net

vertice po.slo piii in ha.s.sn. .sc il contorno c '// prima .specie.

"21. (^)uando si voglia stahiiire il teorcina di csislenza per nn (pialnn(]ue

ronloiiio ,v si considei'era qnesto come liiiiilc ili mm successione di poligoni

p, p.. . . . . p„ . . . inscritii, di ciii cresca iiiilcliiiilamcnte il nnmero dei lati. E
qiicsid il nictodo IciMiln dairilAUNACK per la risoliizicine del prolileina di Di-
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i!ir,iii,KT (*). Siipporrenid clii' oiiiii iKtlijiniio sia inlcnii) a liilli i siiC('c-;si\ i

:

io mi iiiiiilcro a ilimostrarc clic Ic rnii/.ioiii ili (iKHiBX relative a (|iiesli pdli-

jioiii haiiiio nil limite, sara (jiieslo la ruiizioiie di finKK.v pei- il coiitoiiio .s-.

Dimosti'ero |)eiTio aiizifiitlo la se^iieiite pr()|)()sizi()iie fondaiiientale: siann

.w*(//') cil s** {//') due coiitonii che colla retia // = ?/ (leteniiiiiami diic campi

<S'*(//') ed ,S'** (//'). di ciii il piiiiio sia liillo inleiMd al secondd (id aliliia a!

piu piiMJi del contoi-ai) coiiuiiii eol coiitornd del seeoudo : sia {x ;/} uii piiido

iiiteriio a .S'*(//); //''(.»'//) e //**('//) siaiio le ruii/.ioni ili r!Hi;i-:\ relative al

punlo (.*•'//') ed ai canipi .S'*(//') ed N**(//) |-ispellivaineiile : e siippDiiiaiiio

die .v*(//') ed ,s-**(//') siaiid lali die (|iieste riin/joni r/*(.r//). //**(./•//) siaiKi

ovuiique regolari (e doe, per quatito si e visto, die .s* ed .s** noii siaiio di

prima specie), (o dim die (i* (x y) :^ g** (x y).

1 11 fat ti (J* {.! II) e (J** {.r i/) sonn soluzioiii deirenuazioiie (IV) r—^-4- -— =0,
ox- IJ

die rispettivanieiite su «*, (//') e s*., (y) e su «**, (y) e s**, (ij) iireiidoiio i valoii

di h ,(.K//: x' y') e suUa retta y = y' si aiinullano. Ora si osservi die alTiii-

teriio di ,S'**(//') e (/** (x i/) <Cli ^
(x ij: x i/'). fuvero. descritto in >S'**(//)

nil piccolo semicerchio c col ceiitro iiel puiito (x y'). dair espressioiie di

II' . (x 1/ ; x' if) segue die il valore die (luesta fuiizione prende in iiii

"t

punto di c e certaiiieiite superiore al valore die essa prende nei puiiti di

s**{y') di uguale ordinata. Invece, se applidiiamo il teorema del ii. 3 al-

I'equazioiie (IV) noi vediaiiio die g** {x y) prende in (|uei piiiiti valori iiii-

nori od nguali di quelli die prende nei i)unti di .s-** (//) di iiguale o niag-

giore ordinata: pertanto li
^
{x y: x' y') — (j** {x y) sai-a una fnnzione soln-

II—

zioiie di (IV) regolare in tutto il canipo S**{y') esterno al seinicerdiio c, e

die si aiinulla su s**,{y'), su s**.,{y') e sulla retta y = y mentre sul semi-

cerchio c e positiva : onde pel teorema del n. -"i applicato alia equazione (IV)

essa sara positiva o nulla in ogni punto di S**{y') esterno a c. Ma c pu6

essere preso piccolo a piacere: sara quindi in ogni punto di S**(y'}, diverso da

{x' y'), Il
I

(.<•//; X y) ^ g** {X y). In paiticolare questa disuguaglianza varra

(*) A. IfAiiNACK, Dii' Gnniilldni'ii der Tlieork' (tes tofjaritmisctien Potentinks, elc. Leipziji-,

'IViitiiici'. ISS7. (lap. k [laji. I 1(1 e sk.
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sulle curve s*, (y) ed s*. {y) clie per ipotesi sono interne a S** (y) ; o poiche

sii s*, (//') eil .V*: (.'/') si lia ''
i
U\'/; x' y') = (j* (x y), 1p due fuuzioni fi* (x y)

II

—

(l**(xy) saranuo in S*{y') soluzioni di (IV) uuUe su y = y' e tali die su

s*i (//') e s*..{y') la prima e maggiore od uguale alia secoiida ; oiide sara iu

tutto S*{y'):

g**{xy)^g*(xy). c. v. d.

Se quindi si considera una successione di poligoni p,, p.,..., p,,,... I'uno

interno all'altro e tutti iuterni a S(y'), i cui coutorai al crescere di n tendano

ad « iy), e siauo tutti, come si puo sempre supporre, di seeonda specie, e si

costruiscono le funzioui di Green fji (x y). y,(xy),— fj„{xy),... ad essi re-

lative, pel teorema precedente si avra

g, {x y) ^ (/s {x y) ^ (/, (x y) ^ ^ g„ {x y) ^ • • •

Se osserviamo d'altro canto die le funzioni </, sono sempre positive o

nulle, noi condudiamo die le funzioni g.ixy) hanno un limite determinato

e finito g {x y) in ogni punto interno ad S (y'), e a questo limite tendono

uniformeinente in qualunque campo interno a S{y'); la g{xy) rappresenta

quiudi per il teorema del n. 4 una soluzione dell'equazione (IV).

Per mostrare die g (x y) prende al contorno i valori assegnati, (o piu

propriameiite die quando, essendo {x' y) un punto interno ad S(y'), (xy)

tende ad un punto di s, o di s.., g{xy) tende a h ^ixy; x' y')), si osservi intanto
II

—

die, [ii-eso un punto M—ix^yi) del contorno, e fissato un numero positivo t

piccolo a piacere, si puo trovare un intorno di M cosi piccolo die in esso sia

g {X y) ^ /(- i(i»v/; x y)— z. Invei'o sia Q n\\ poligono il cui contorno passi |)er 3/

il (juale contenga <S'(//) c (piindi anclie tutti i poligoni />,; gQ{xy) la fun-

zione di Gkeen ad esso relativa: saia. (lualuiKpie sia i, gqix y) t^g^(x y), e

quindi !j<^(x y) -^ g {x y). \Ia in .1/ e (/p(.Ci ly,) = //-
j
(J", y, ; *'//): e per la conti-

''¥

luiita di <i,^{xy) e di h
^
{xy; x' y'), lissato un niniici'o z j)iccolo a piacere. si

"I

pun sempre prcudere un intoi no di ,1/ lale die in esso //^(.r//)^//-
,
{xy: x y)— z;

ii—

quindi a pin I'lirle I'aglone sara in ipicstd iiiloriKi g(xy)^li ^[xy: x' y') t.
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D'alti'o caiilo, piesd iiii piinid (|iialiii](|iu' dciriiiloi'iKi iiicdcsimo, esiste uii

poli^oiio /*„ a cdi csso r iiilciiio. cd in ciii la hur/Aone y„ (xy) k iuferiore a

h (X i]\ ,!' if): (jiiiiidi ill ((iicslo piiiilo sara
(i (x ij) ^(j„(xjj) ^h .{xy; x'y').

(I— ' ' ' D—

Se^'iic clii', prcso UII z piccolo a iiiaccre, osislc iiii intonio di ,1/, laic clic in liitii i

piiiili (.<•//) di csso ill tern i ad <S'('/) si lui ]i ^(xy; x y) ^g(xy)^h . {xy; x y') — s.

Oiiindi (J
{!• I/) avia mi valoiT limite aiiclic in M e prccisamente esso sara

ugualc a // Axy; x' y). \m (j {x y) e quindi realmentc la I'lmzione di Green
(I—

cercata.

§ S. La funzionk // . (x y; x' ij') f{x ij) dxd y.
' "3-

san -

22. Riprendiaino ora una qucstionc die al a. 1 '^ avevaiiio lasciato in

sospeso.

La funzione detinita da

e soluzione di (I)":' E prima aiicoia: ammette essa le derivate prime rapporto

ad a:' ed //, la derivata seconda rapporto ad x"'l Solo dopo avere risposlo a

queste domande potremo dire die il teorema di esistenza pei' (I) e e((iiivalenle

aU'analogo teorema per (II).

Per studiare facilmente la funzione (t) e le sue derivate occorre premet-

tere (pialche considei'azione sopra t;ii integrali

'',^('*'//; x' y') dxdy, \hg.^{xy; x' y')f(x y) dx d y: (2)

studiare per quali valori di a e [iJ hanno senso, se essi sono limitati, ecc.

Questo studio iioi avevamo gia iniziato al n. 9; avevanio trovato in quel

luogo die, se 2 + a — 2 p >> 0, z> 0, gli integrali (2) esistono; ma qui vogliamo

trovare condizioni nieno restiittive.
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Possiamo liniitai-ci a studiare gli iiitefiiali (l<'l li|iii

j
)
h'Pi^yi '^' y') dxd y. (3)

Quaiiili) (lueslo esisla. esisteniiino luirc ccilameiite ti'li integrali (i). al-

inciio (juaiido f{xij} sia iiiiita o iiou ahltia piiiili di iiiliiiito iifirinloriio di

(jc' y') e sia integraljile nel campo residiio.

Per studiare rintegrale (3) occorre cakolare riiitegrale esciudeiidu daJ

cain|io una piccola area t conteneute il punto (x ij') indi fare tendere a zero t

e vedere se Tintegrale ha uii limite. Peru (luaiido si vogliaiio animettere

per a valori negativi, occorrera essere certi clie uei punti in cui x = x\ v/-=| ij'

la funzione sia integrabile, e quindi occorrera supporre k> — 1.

Potreinmo limitarci al considerare I'integrale esteso ad iin i^iccolo caiiipd

conteneute (x' y'j; pero noi vogliamo anche trovare un limite superiore per (o)

quando S (</') e tutto contenuto nel semipiano delle y positive (o piu gene-

ralmente e tutto al disopra delta earatteristica y = yi): prenderenio ([uindi,

poiche \h,^{xy; x y')\ e sempre positiva, per S(y') il massimo di ijuesti

campi, e cioe tutta la striscia compresa fra le caratteristiche y = ed y— y'.

Pero se consideriamo die \h.a^{xy; x'y')\ e funzione pari di (x — x) pos-

sianio anche semplicemente supporre die S(y') sia la meta di questa striscia,

e cioe la regione coni})resa tra le rette y = 0, y = y',x = x'; il valore dell' in-

tegrate esteso a tutta la striscia sara il doppio del valore dell'integrale esteso

a questa regione.

Per quauto riguarda il campo die dovremo escludere da <S' {y') per poi

passaro al liniito, osserverenio die potremo anche per nostro comodo attri-

buirgli una toi'iua arbitraiiamente deteitninata: infatti, ove per una tale forma

esista uii limite, (piesto esistera per ([uahnique altra forma del campo, ed avra

il v.ilorc tiovato per quella, ])oiche \ha^{xy; x' y') \ e sempre positivo. K

percio potremo prendere pei- tale campo quello compreso fra le rette x == x',

y ^ y. y =" y' — '^; e fare poi tendere a zero la a. Avremo (juindi da calcolare

00 ly—a

j I

\ ha.fi (xy\ X //')
\

dxdy,
X' o"

e da ti'ovai'Hc il limite ])('r '!=-(). I'diiiaiiio:

(x'— x)- , ...
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talc caiiiliiaiiKMild di vaiiahili sara fcj^olaic oj^ni volla cIh- iicI cainix) di iii-

legrazioiic iioii r conipicso alciiii |miiiIii pci- ciii 1/ -^ y. niiiiiili avroiiio :

~ !(-" f 0-1 //' B+l-2/9

lupi.r I/; y fi')
il .r (I 1/ ^'i"- i e

''
i>

' (Ip.i
<i

' <l (/. (.'>)

.>' ii li ti

A])l)iaiii() COS! spezzalo il iiostio iiilofiralc lu'l piddollo di due allii: il

pi-iiiu) esislera ccrtamciilc !ii viffu dciripotesi «^ !>>(); aiizi csso (" iin in-

tegrale Pjiileriaiio

niiantd al secondo esso esisteia jkt oiiiii valoi-c di t divcrso da zero

qualuaque siaiio a e p, ed avrA per c = () uii liinitc liiiilo tosto die sia

X -r 1 — 2 6
^ >- — 1 ossia 8 4- K — i2fi>-0. Ueducianio <piiiidi die coiidizidin'

necessaria e suHiciente affiiiclit' I'iiitfi^ralc (5) abbia seiiso e che a>.— I

3 + K — 2^>().

Ma di piu, se poniamo ;}-!-« — 'i^ = H ed ossei'vianio die

U' a+l-^'P If ^_| oil

e ricordiaino le osservazioni t'atte sopra, otterremo cbe, quahiiKpie sia il

campo S iy), si ha la disuguaglianza

j I
I

h«!i {X
jj ; x if) ]dxdij = L^p y'

•

s'di')

E si potra quiudi condiiiidei'e :

l/integrale (3), e con esuo gli iidegirdi (2), haimo senso allora ed nllora

soltauto die a + 1 > e 3 + a — '^ ^> 0. Se si pom 3 + a — i^ p = S , Vinie-

grnle (3) esteso ail ini qnaliinqHe canipo posto at disotto delia refla y = ij' nel

semiplaito delle y poaitim [oppurc pin generalmente nl disopra delta retta
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i/=ij,) noddisfa alia limUasione

1
h„^[x [i; X y) d X d y -^La^ y'

Silf)

(7)

{oppure ^ Lo'f (y' — y^)' ) dove

La.S =
5«+- _ ^a -j- 1

C.i importa pero pel segiiito aggiungei'e uii'ossetvazioiic, per il caso clie

si abbia a considerare tin Udegrale (2) in cut f{xy) noddisfaccia ad tina U-

mitazione della forma

\f{xy)\^Nyy, (8)

iV essendo una onstanle finita e y> — 1. Sara allnra

00 If'

I ht^ {x y\ x y') f {x y) d X d y '-^"2 N\
j

|

/t,,,? (x y ; x' y) yi d x d y ;

"

shj) X' 6

c con la trasformazioiie (4)

' f \li«?{xy; x'y')f(xy)dxdy^^%'-^' iVJ er'' p " dp
j

q ' {y - qr'dq=
S{U')

2"+' iVr

,
<>' ' a+l—ifi

9 j ^ I '/

(I

l-(/)Vr/ri = 2«+'iVrl°^)j5(f^, T+l)/^'

E (juiiidi infiiie, poichr ^ „,
• T+1

ili|r(T+l)(i)r(r

rr+ l + l)

avrenio la note-

vole forwmla:

ha^ {xy; X y ) f ( x y ) d x d y , ^ iX U^^^ /
^

'' ^ 's\ /
S(.'/') r Y + 1 + --V2J

(9)
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ilovo Lj,'^ I' una costantc dipcinlonle soUmifo da « e ji:

()sscrr((~i<>iir I. II tcdicma prcccMlcntc si prcsta a vaiic ^ciicralizzuzioiii.

Anzilutto sii|)|i(iniaiiiu die iiivcci' di due sole vai'iabili x ed y si abbiano n-\- \

variabili a;, x. . . . .v„ // : e posto (./•, — x'^ )' + (a?,, — x'„y -+-•••+ {x„ — x'„f = r",

si consideri la t'un/.inne

»•-

]i^p(x,x,...x„y, .Ji^,x'.,...x'„y') = /,/__ ^g e ^*^'~^'
> (10)

e rintegrale

• •
! hoL^ {x, x.2...x„y; x\x',...x'„ij) d x, d x, . . . dx„ d ij. 11)

•S-(,'/')

S{!)') indicando un campo ad »?.-(- 1 diniensioni compreso fra gli iperpiani

y = y ed y = 0: si avra allora che qnamlo a + 1 >> 0, «+ »i + 1^ — i2 fi> U,

er? allora soltanto, rintegrale (11) enisle. Basla invero riferire lo spazio al uuovo

sisteiiia di coordinate che si ottieue iiou auitaiulo la cdorditiata y e pren-

dendo nell' iperpiano ?/ = le coordiuate polari iuvece delle cartesiane

x^x., . . .x„. L'eleiuento di volume del nostro spazio sara allora rappresentalo

da p"~' dfdbidy, — dove d o> indica I'elemeiito della iperst'era di raggio 1

uello spazio di )i diniensioni. E sara

• • •
! h„-, (x

,
X., ...x„

y

; a?', x'., . . . x'„ y') Wl x, d x., . . . d x„ d y =

=
j

• •

I

f/(o
j j /^,+„_i/9 (p y ; y') df dy,

onde si deduce iniinediatamente il nostro enunciato. E siniilmente si puo os-

servare che, posto a + h + 5 — 3 ^ ^ S esistera tin nnmero IJ„^ dipendenie solo

da a e [i e da n tale die

A
•• lia^{XiX.2...x„y;x\x'.,...x'„y') dx^dx.,...dx„d y<iL' a^y '

. {{•1)

E se la fuiizione f (x, x., . . . x„ y) soddista ad una iiiDilazioiie della foi'iiia

fix, X, . . .x,.y)
\

^N y'.
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dove X (> una costante linita e y + 1 > 0. si lia

j I

•••
I
lia.^(x,x,...x„y;x\x'.,....r „!i') f[.i\ x.,...x„ii)(t x, dx, . ..(lx„(lij

i •

(I.-!)r(v+l) ,''+7

O.sservasione IT. Aiialo<ihi risultati si lianno (juando in hinpo di h„^(x ij; x' if)

si coiisidciiiio t'linzioni aiialo^he: per es. : una funzione

lix'—OLJ- .

,

h%(x,j; X !,) = e ' "
j^r-^r^f

X essendo >.0. Infatti posto //
= -.- si lia h'^Ux n: ,)•'//')= //,^(.r//: .«•'(/).

Onde I'asserto.

"^lo. Preinesse ([uestc coiisidorazioni noii r difticile studiai'c Ic derivate

delle fuiizioni ( I

)

1

z (
,/'

//) = — —^
I

il, (X !j:
.<'

//) /•(./ ,j) ,1 xd u. ( 1

)

[idantd, se ossetviaino die

J^'^\^
(.r y: X y') = — -^ Ji^Jx y\ x' y').

(14)

clu' pey il tooi-eina precedentt', (|uand() /(.«.'//) e finita iii'll" inldiiKi del pnido

(x y) = {x' y'). ha senso ed i' liiiito fiidef^rale

I
|// ^{xy; X y')f(xy)dxdy

Sin')
-

convorge uiiifoniieincnlf jx'i \aiii valoi'i di.r, dcdiiciaiiKi iiiimedialainouLe (*)

(*) Se f{-rij: p) (• f (.'//: /s) S(iru) iluc I'nii/idiii (lipciiilfiili (l;i un par.-iinclrd p c tali clu'

„ ' '
/I-''//: />)••' ^1' ill 111! 'aiii|iii

''
ili'l |iiaiiii .1- (/ I'sisli' riiilft;i-alr I /(.'!/; p)ilx<h/

C
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clic csislc l;i (loriv;il;i <li (1) i',ip|i(irto ad .<•' c clic <" <lala da

d z (x' y') _ 1^Lll = --_
I I

h ,
(./• y ; ,r' //)

/• (.r »/ ) ,1 x d y.

•<?(,'/')

Mono scinplicc (' lo studio dcllc d('ri\al(' —

^

dzix'i,'} d'z(x'y')

{\'>)

Siippoi-
y' d x'-

reiiio per (jueste die fi-ey) al)l)iii in iiii iiitoriio t del piinto {x y) rapporti

iiici'cmentali liiiiti, od almcno clio esistano dci iiumcri |)osilivi iV, ed « tali

f(xy)-~f(^y')
die, se {x y) e uii piiulo di t, si aljhia < A', , e

(|uiiidi anohe <.Y(1<)V(' N r:^"!' .V, (*). [iididHM-ciiio
\x: — x\'- + \y'— y

con -(yi) la pai-te di t posta al disotto della carattefistica y=:y,.

Comiiicianin dal caso piu seniplice in cui f(xy) b una (pialun<pi(' co

slante, ad es. Tunita.

La funziouc '\ [x y) ^= x" -]- y soddisfa all'equazioiie

dx'- dy '

e converge iinil'ormpiiifntc per i varii viilori di p si ha iidtdriaincnte

I

''j9 [(''!/ ,")''•'''!/— il X fl
!/ fi-i-y: p)(lp~^\ firy. p) drily.

(' c
'

(•

E i|uiil(li esisto la (lerivata dell' iiitegrale 1 JT(.'y: p)ilyiJy ed e data da I l/'(.'"y; p)il.i'<h/.

r c

(*) Basta osservare ehe, se a e h sono positivi, ed « e ((ualuiique >0, si ha seiiijire

(ft + 6^« <;'2« (rt« +'."). Iiivero sia ad es. a^h; sara

Qiiiiidi sara pure

I -f
^^

!"< i!«
1

1 -f (

I'

j"! f- ('< + '*)" < e« ('," + ?/«). c. V. (1.
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quindi applicaiido al canipo S (y) la (7), del n. 10 otterroDio

'^'*+ 2/' = ^7-
I

h ^(x y; x' y') ^2x — (x-+ y)

1

•jo jo

1

dy + (x'~^rj) fix

^-^
I I

h^^ix y : x' y) d x d y ^ ^ (x y')~ —
.^ |

|

h^^^(x y ; x' y") d x d y :

/^(x' y') indicando una funzione regolave oolle sue derivate aU'iutenio di S ly'),

soluzione di (H). Si avra quindi che in questo caso particnlare esiste la de-

rivata di (!) rapporto ad ,r'. e precisamente e

_3_
d y' 2 V

= 11'' li-^y; x' y')dxd y

sun '

1
—

d y

Quando f(xy) iion sia costante si ponga o(x y) =/'(.r y) —f{x'y')\ per

le nostre ipotesi si avra in -
:

;

--- (x y) <^N [I x — x " + ' y' —
?/ *|- l^ci" (

l''»)

si potra scrivere, ponendo f(x'y') = f',

s(jc'y') = — ^^ I
)

h^^^yy-x'y')'f(xy)dxdy--1'-/\xy')^rf'(x"-^y']. (17)

Gli ultimi due termini di (17) ammettono evidentemente derivata rap-

porto ad y' poiclie ranimettono '/Jxy') ed x'--^y', ed /" e costante. Non

riinane che ad esaminare il priino termine. Si ha, riconlaiido il si^iiiiilicato

sopra assegnato a - ed a ~(y,)

1
lim ,

z/,/'=zii A y

= lim —
4/'=o A y

11
/*

,
(-li y ; X y' + & y')o {X y) d x d y —

stu'+Jin ^

— I

I

h
^
{X y ; x' y') 9 {x y) d xd yII II—

sin ) -^

I

h ^^{xy;x'y'+Sy')"j{xy)dxdy
I ii._

^'I'/'+J;/')- f(//'+J.'/') 2

—
j

/' 1 (x y ;
!<•' y')

'?
(,r ?/) r/ .r d y ^ 1(1 S

/;. y(xy; x'y'^Ay')— h ^{xy,x'y') f(xy)dxdy

T(.'/)

= lllll

.Jy'= l, A 2/

h
^
(x y ; a; y + S y') 9 (x y) dx dy

. .. 1
'

—

:i())
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I'] facile ('sainiiiai'c Ic siii^olc / di {]X). OsscrxaiMln ilic //
^
(x y; x' y) g

ij—
2

la sua (l('ri\ala ra|)|i(iil() ai

d
, //

,
(.*• y ; .r'y') = /;. . (./ y ;

./•' y) — ^ It 3 {x y. x' y) (n»)

soiu) rci^'olari in In [ t< > .S'(//) -t (?/'), e clic pci- x = x, y - - y e Ih
,
(x y; x' y) =

si oltioiie

1 ' * S m
Alio stcsso modo per (I'.)) c jk'i- ri])ol('si Catla sii o {x y) (jiiaiido [xy) v

ill T, per il teoreina preeedente riiileiiiale

—_ h i_ (X y ; x' y) 'p (x y) d x d y
T(//') -^

esiste ed e uiiitdi-nieineiile couvergeiile per lulli i \al(»ii di y ^ y'
' iuvero

esso e iiit'eiioie a

.v|
(

h
,,
{xy\ x'y) ~ -c h , {xy; x y) [[«'— aj|«-f y'— y "^dxdy^

iV
I

/(.
,
(xy\ x y) -- -^ h .^(xy\ x y) I I*' — aj| " 4- y — y '\dxd y

riy)

^N^y h .^{xy; x'y) + \r,_^(xy; x'y)

7t 3 (j'(/; x'y)
1+ a U^ 3-2«(*^' iio'y)\.dxd y.

II precedeate integrale rappreseuta (juiiidi la derivata rappoilo ad y del-

I'integrale /'
i
(.f^; x y) '^{xy) dxd y\ (|uiiidi si ha ehe

1 J CC d

/l,/=o^ y \ ] d y i)

m
<'v)
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Iiiliiit' devesi sUuliare lim -

—

>/,. Si Iki faciliiiciitc

lim --,/, = 0.

liivcid si ricoidi la siilila coiidizidne cui soddist'a o(.r//); si avra

m

HI h
I

(
J- y ; .r' y'— A y'} ? {x y) d x d y ^

'(u'-i-'^v'y-HLn

h |(./-2/; jc'y ^Mj')\dxdy ^
T(y+.V)-'(.'/)

h^^^ix y ; x y' -\- ^ rj)\^\y' — y 'f
dxdy .

V(//+^J/')-T(.7')
"2

Oia si ricordi die 1{y'~^y') — t (v/') e interno ad una striscia di al-

tez/.a \ y e dal teoreina del n. ^i^ si avra

ft
,
(./ y : x y) I d x d y ^L ^(\y)

E aiicoia faceudo la soslituzione y = y'— 'r.. |)er la (U) del ii. :2^2 si lui

/'
1

(a;- ?/ ; .f' y' + ^y') ,y' --y
i'

'' xdy ^
'•(v'+4'/')- '(;/') 2

nw+An-n;/) '^
^ '

Oiide iiitino

i,<.x[l
,

^- /;" ,
(A//)^

I
(A //')'+ ^,

e di (|iii senile la {"bl).

Uiassiinieiido quindi dalle formole (17) (IcS) (^0) ("21) ("22) ottoiiiamo die

esiste la deiivala di z{x' y) lapjiorto ad //'. ed e data dalla foiimila

•^ J / - V "

^^f^
-J

2 ' (2..)

\'!^{xy) = f(xy) ~ fix' y')\. I

AiialoaaiiHMite si trova

h Ax-rr,x! i^y

|14 = /•(.,-'//) (2 -?14*4:X' I -,. '-
lY -/^/^

,
{xy: X ;,)?ixy)dxdy. (2'P)

.s(„-) 2
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K (la {"i'l) (^i) si (IimIiiic ('\ idciili'iiiciili' clic hi fintsioihc -(.*•'//') definlta

(Id (I). (/iKdido Id f'liHzlonc f('f/f) fiia iidefjraldle in Siy'}, finUa nalV mlorno

(11 (M if) I' Idle vJhn ctl.sl.diio (liir inniirri posifivl a c N j)rr niodo die in (jui'slo

iidorno

(,r — x'f -]- ill — I/')-

(imiHcMe le due dcricdtc prime c Id, dcrivdUi Ndcuiidd r(tj)p(jrl(i (id x ; e soddiafd

aU'e(inazione

(1)
dx- II

OikIc oniiai si puo dire die abbidnio diiiioalrdlo U U'orMti,d di csiHlaiiza

nnche per Ve(putzione (I).

§ *.). SuLL'ANALITICItA HAPPOKTO AI.LA VAKIABILK X

DELLE SOLUZIONI DEH/eQUAZFONE (I).

^4. Ill una inia Nota(*) lio inostrato die le soluzioni (icirecfiia/inue (11)

sono sempre funzioni analitidie della variabile .r, e cior della coordinata

die varia su ogni caratteristica. Voiiliaino oia diinoslrart' iiii teoieiiia ana-

logo per le soluzioni della equazione (1):

Se nelVefpiazlone
8' z 8 z

8^-¥irf^y^ ^'^

Id fiinzione f (x ij) <•, iieli iidorno del punlo x„y„, fuiizioiie diialificd della va-

riabile X, ogiii solHzione z delVequazione (1) finita e conlimm int^ienie colle

sue derivate -^r^ ' ~ • ^, . e HelVintorno medesiino fnnzione anaVdica della
ox oil ox.-

variabile x.

Per dimostrare tale proposizione si applidii alia fnnzione z la formula |7),

del n. 10 prendendo quale eaiiipo .S' uii caiupo qualunque eonteneute (.r„//„)

in cui siaiio soddisfatte le condizioiii enunciate sopra per le derivate e per

la funzioiie fixij): in virtii del teorenia relativo aU'equazione (11) die ho

(*) E. E. Levi, Sul problemd di Cauchy. (Rendicoiiti di'lla R. Accademia dei Lineei 1007

2.° semestre) Cfr. pure E. Hoi.mgrkn, Om Cnuchys jirohirm etc. (Arkiv for Mntomatik etc.

Vol. 11 (190())j.
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richiamato piii sopra, risultera die gii iiitegrali CLiiviliuei che compaiono

nella (7), del ii. 10 soiio funzioni analitiche di x : onde i)astera diiiiostrare

raiialiticita rispetto ad x' della fuiizioiie

s (x' 11) =
j
\^\^^' V ;

•*'
//» f <'^' II ' ''

'
'' //• ( ^)

Ouesta fornuda defiiiisce la z{x' y') per (x y') reali , nia j)erde seuso

iiuaiido ad *•' si diano valori complessi. Invero sludiamo 7;
,
{xy; x y') per i

valoi'i coiniilessi di x — x quando y
— y resti reale. Si ponga x= x + ix,

e rappreseiitino le variabili x, x, y le coordinate in uno spazio a '-i dimen-

sion! : diremo in esso piano reale quello in cui x = 0. Fissato x' y\ la fun-

zioue /(
, (.«//; x' y') sara analitica regolare in tntti i punti in cui y<iy' e

sara singolare sojira tutto il piano y = y' : nia, nientre quando ci si avvicina

per valori di yCy' ad un punto del piano y ^ y' delerniinato da un valore

di X ^ X --]- i X per cui ]X — «'
j > j

a? — x'\, h
^
(x y ; x' y') tende a zero,

"2

quando invece ci si avvicina ad un pnuto .r del piano y ^ y' per cui

\x — x'\-^\x — x' \ il modulo di Ji.
,
(xy; x y') cresce all'infinito; ed anzi se

(I

—

2

nella precedente condizione vale precisamente il segno di disuguaglianza noi

sianio sicuri che questo modulo cresce pin rapiilamente di (|ualun(iue ])o-

tenza dell'inversa della distanza dei punti x' y' ed x if.

Ilisulta di qui evidente perclie il precedente integrale non ha seiiso per

v;doii conq^lessi di x: invero il campo .S' (//') essendo sul piano reale si avra

su esso a; = 0, e, tosto che a;'=|=0 in .S'(//') vi saranno ccrtameute valori di x

lali chf \x — x''<C\x'\; e (|uiiidi h.
,
(x y\ x' y') mm sara integrabile nel

(I -
2

campo N (//').

Tuttavia pun axcic sciiso la domanda : la I'liiiziniii' (Idiiiila da (I) |)cr \a-

lori reali di x e analitica':" e se si, cpiali soiio i suni valori pei' x' com-

plessa":" Ii cio che noi vouliamo ora esaminare (*).

(*) II inctodo che sc'jj-iilrcino v simile .1 i|iicli() rhc Iki tcinilci nel liiiiinslrarr il Icdr-cina

analofio per le sohi/ioni di'lli' ('(iiiazioni I'lliltichc iiclla .Mcniori,! : Sullr criiiri-itini Uiicnri tahil-

meiifi! nUittirli". nUn ilcricati; fiar^iitli. S II (Ri'iHlicmili del Ciicnld Mali'iiiatico di I'aU'nno 11107,

toMio X.\iV|. CIV. aiiclii' una Nola rollo slcssii liloln puiililicala lU'i Hrnilicdiifi della N. Ace.

tlci Lincei, "2." scnicslic Ut()7.
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i25. Si ossei'vi aiiziliitio die |nissiiiiiio sn|)|i(u-i-<' di asseg'iiare ad S (y)

forma o dimcnsioiii arhilniric; cosi ;i(l csciiipio possiamo sii|)pf)rr(^ clic Si;/)

sia uii seniiceicliiii con ccnlro suUa ij = n' <" pnslo lutlo al disolto della ca-

ratteristira v/ = //'
: |i<'i- seiiiplicita supponi'ino. facendo, ove occorra, una

traslazionc di assi, clic csso aidiia il ((miIio iiei piinlo ('>//) v aldtia per

raggio li: coiitaiido sii cpiesto Taix-o .3r a paiiiie dai punto in ciii il seini-

corcliio incoidra la semii'ctfa // = //' coiiteiieide valori positivi di .//, le coordi-

tiale dei punti della semicirconfcrcn/.a sai'aniio date da 7^ cos 5, // /^spii5.

Volendo studiare (1) (piando .<' \aiia. ma //' lia im xaioic iisso, possiamo

seuz'allro indicare S{i/} con S.

Siippouiaiiio iiioltfc clic /'(.«//) sia fVinzionc analitica icgolaic ili r in

tulto uii campo complcsso l conteiienle nel suo inteiiio ii campo <S del piano

reale : sia M il suo massiiuo valoi'e assoluto in i:.

Infinc indichianio con Py (y <Z U ipiclla |)arte del |)iano ij ^ i/' in ciii

\x\^y\R— !a;'i i. Preso \\\\ (piahnupie punto di Py lo si unisca coi punti del

contonio di S: supporremo ciie tutti i punti dei segmeuti rettilinei cosi ot-

tenuti siauo in ^ : e cio sara seiupre possibile se si restriuge suflicientemeide

il campo S impiccoleudo R. ludioheremo cou P il campo somma di tutti i

campi Py (corrispondenti ai vaiii valori di y) : 6 questo ini insicmc di pinili

uou chiuso.

Cio posto, ricorrianio alia delinizione nicdesima (leirint(>gialc (1). Si

escluda dal campo .S' il jiunto {.)'!/) mediante un intoruo -^ix') die divonga

infinitesimo con s: sara per delinizione

^« u'u') =j J
/' ,(.'\'/; .''//) fu'ii) <^''-'i!j (^)

dove abbiamo posto S,{x') = S — 'c(x'). Supporremo che T£(.i-')sia la ligura

omoletica di «S' con centro di omotetia in (x' y') e rapporto di omotelia z.

Gomindamo dallo stndiare Se (.<'//') cousiderata quale tinizione di .<•' per

valori reali di x in ipumto e delinila da {'>). Essa dipende da x in (juanto

ne dipende Tintegrando ed in tpiaido ne dipende il campo di integi-aziono:

per facilitarue lo studio introduciamo due luune invariabili ^ e p tali die

il campo di integrazione variabile si rappreseuti sopra un campo Iisso. I'eicio

pi-eso nil punto (.r' //') attiibniamo ai piiiiti (.<'//) die sono sii iino stesso
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raggio per {x i/} la stessa coordiiiata J del ])iiiil() in cui il lagj^io iucoiilra

il coiitonio seinicireolare di S: .e su ogiii raggio ))itMidiain(i come coordiiiata ?

quel valore die si ottiene interpolando linearineiite sul raggio iiiedesimo per

mode die al puiito {x y) = {x y') corrLsponda il valoie p = 0, al puido in cui

il rasjsio incontra il contonio di <S' corrisponda o= 1. Le fornuile di Irasfor-

inazioiie saranuo

x = x' ~ fix — Buosi) // = y — p /i" sen ,3-, (4)

ed il campo S, sara rappresentato ael piano in cui p e 3- sono coordinate

polari, iiella seniicorona circolare k^ coiiipiesa fra i due archi di raggio z ed

1 in cui S- va da a -, ed il campo S sara rappresentato nel semicerchio k

di rasKio 1 in cui j va da e -. E si avn'i50'

St {x' if) =- A'
I I

/'
I

{X
II : .r' //') fix ii)o{R — x' cos .r) rf p r7 3 (5)

dove per {x y) devonsi intendere i \alori dali da (4).

La fuazione sotto il segno integrale dipende da x y', p e .r; ove per ogni

valore di p e ^ in At e per il valore j>refissato di //' essa fosse funzione

analitica di *•', anclie Si(x'y') sarehbe funzione aualitica di x'. Ma cio non e

poiclie iiei punti in cui 5 = o ^ = - e quindi y = y', iioi sappianio die

II.
,
{xy; x' if) non e analitica in x'. Ma si osservi clie cliiamando kiv, quel

(I

—

2

settore della corona circolare It il <iual<' e coniiJieso fra i raggi di anomalia r,

e - — Tt, e itonendo

-£, (x' y) = i?
j J

/'<

,
(X y; x y') f{x y) ? {R — x cos 5) d p d J, (0)

si ha

z,(xy')--= [im z,,, ix y'), z (x y) = lim lim Zi„{x'y'). (7)

Se osserviaino die i"integrando deli" integrale ((i) e jier ogni valore lisso

di p, S- in /j,v, funzione analitica di x neirintorno di un ({ualuu(|ue {)unto

reule (x' y), ollenianio evidenteniente die ^e-, (a;'v/') e funzione analitica di u;'.

E per (7) risultera die per valoii reali di x',Zi(x' y')i^ z(x' y) sono limiti di

una successione di funzioiii analilidie Zi,,(x'y')\ onde sara dimostrato die

aiidie qiiesle fnnzioni sono anaiiliciie neirintorno di nii |iuiilo (x' ^') aj)peiui
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si pcovi die l;i successioiic (Idle Zsy,(x'/i') convci-^ic iiiiirorincinciilc iicli' in-

toi'iK) (r()in|)l(\sso) del puiihi iiiedesimo. (Uu'cliiaiiHi a lal line di dclciniiiiai'e

il valoi'e di Zi-^{x! ij) pcf valoi'i coiiipiessi di .*•'.

Si consideri la supcM-ticie coiiica pntjettaiite da (.''//') i jiiiidi di .S' per

(uu J e coiupreso tVa -/i e - — tj ; (|iian(l(i in (\-) si daiiiio valori cDiiiplessi

ad x' il caiiipo /Je-, viene rappres(>nlal(), nelle vaiiahili (.'•//) da (piei pnnii elie

si trovaiio sii (piesta superlicie coiiica, da il coiiloiiio di iV e la cuiva omo-

tetica a questo con centro di omolclia in {x ij') e rapporto di onioletia =z:

diiamereino questo canipo Te-, (a;'y'). Sicconie esso e forniato da pnnti in cui

y=\=^y'^ h {x ij\ >'
!i') sara soiiipre I'mizioae aualitica regolare si;i di x die

(I—
'J

di x': o ill altri termini, ([nando a e S- sono lissi in /^i,, li
, (•'•'/y; 'V' ij') sara

(i_

sempre fnnzioiie analitica regolare di x. Di pin, se x' y' e in i:, anche tutti i

punti (X I/) di 1%, (./•'//') sono in s e qnindi la finizione /"(.«//) e analitica re-

golare in X e in quel pnnti: andie (jui possiamo dire die fissati p e 3- in fte-,

sara f(x!j) funzione analitica regolare di x'. Quindi la I'unzione Zi-^ix'if') e

analitica regolare di x' linche (.*"'//') e in i:; essa e data andie per valori com-

plessi dalla (()): possiamo anche dire, iiitrodncendo nnovamente le variabili a;

ed //, die essa e data da

-S-, (.»' v/') =
I j

l>-^^
1 U- 11 ;

*'
u') f ('' U) 'I 'V '^ II ^^)

Si prenda ora nn nnniero g arbitraiiamente piccolo, e, fissato y, si snp-

ponga die il piiiifo {x' [/') sia in nn caiiipo iiderno a /'y in cni si abbia

R — \x'\^g: vogliaiiio niostrare die in tale caiiipo 2i-^(x'ij') tende unifor-

raemente ad un liniite. Infatti sia y, un iiuniero positivo tale die y + yi < 1;

noi potremo trovare un angolo H tale die quando 5 e sempre Ira ed ll

o fra - — II e - si al)bia |i*-'l— i?
j

cos j
j

I >> (y + y,) [it — |./-'|]. Consideriamo

allora la differenza Jt-, — sc,' supponendo die sia i'<C^, r/^'o <C II. Avremo:

e n-H (..'-')

I

II
I idi'—ii) -h — X COS "< ,. , , 7 ,

J J \1R. sen ^

e \{ E 71— 1} 1 j; 1 .T

—

if ij^t ^w

f' j; f' 71—H f-' if (' I— t]
'
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Si osservi ora che, per la limitazione cui e soggetlo
|

a-' in Py,

R — .x-'cos 3- <V2(1 -hy') -K < ^ /i, e (jiiiiidi ({iiando j varia tra IF e - — H

si ha — < "
- • Inoltre, se con 9t(a) indichiamo la parte reale

V-B p sen 5- V? sen H

1- •
, +• 1 • T -- tn /

(as'— a;)M x'" ~ {x —Rvos^)'
di a. SI lia per questi valori di j: C? — j-—, -t\^? j-n ^ ^<

' ' 14(7/— !j)j
'^

4 R sen .7

«^" p r' [R — \x' ]-'
p t'

^'

4 i? sen Sr ^ 4 i? sen 5 4 /if sen n

zione f{xy) e in niodnlo •< J/, si avra intanto per il prinio integrale

e rt—

H

<Cp ^
p~ ^

<

'"
'

;i''p ,^ j ^
"* < ^

[j ',.„,. 1,
• Qiiiiuli. licordando che la inn-

l/J
€' H

e ^-^ " /^ {X y) a r/ p rZ j <
\/i?: sen

<
(10)

J— e \/pr/c<—^^^
Vsen H J v'sen H

lifsenH
e

Quando jjoi S e minore di II o maggiore di - — H si avra. rainnientando

che
!

x — Rcos S-
[

>•
;

I

a;'
1

— i?
I

cos j > (y+ Yi) (R — \x'
j)

gjl_l^*)'

(Jiiindi si avra in questo caso

(x — iJcosS-)' — ^''^ Ti[^— 1^1]'.^ , Ti
'^°

4i?sen5r <~~?
4 i? sen ,r

'

'^""'^4/? sen j

_ y-i"- f

, L^n*\'/)P <iif^^\//?e ^«-M_^
\/i?p sen J Vsen^

Ma il niassiino valore assolnfo di e~""*"u? e
V"2a

ipiindi avremo

ancora

~
!(,/_,,) il — X cos J^ f(xy) p

<^ e <

Sosliluendo (piiudi n(>l secoiido gruppo degli integiali di (•.») olteirenio

che la loro sonnna e inferiore a

(2 — 2 j li 4- •/) —
-fl ] (11)



E. K. T.evl: SuW equaziotin (Id calore. 59

K (|iiiii(li (Iji ('.)) (10) (II) (l('(lui TciiKi clic liuclie (x >/') c in (|ii('!lji piiiio

(li 7y ill ciii e li — j «' I
> 1, si lui

I Zi; — Sfv
i

< A (£ — s') 4- B (r, — r,'),

A e B essendo (iiic luiincii linili dipendenti soltanto da -7 c da y. In (jiiclla

regione Sf^(x'i/) tcndc (|niiidi unirornuMncnlc al suo liinite s(x'i/): (|iiindi

z(x' If') sani I'uazione regolare aiialitica di x' in tnlli i piniti dclla r(!L;iuiie

medesima. Siccoiiie •[ ^ n soiio arbilrarii potrcino quiiidi anclie concliiudere

che nelle ipofesl falte la fuiizione s(x'ij') dcfinUa da (1) per valori reali di x'

rappresenta una faiizione analUica regolare di x ndVintorno di tin gualtinque

punto interno a F.

E se ricorriamo alia foi'niula (S) e passianio al liniite per s ed y, tcn-

deiiti a zero iioi potrenio ancora dire die la fiinzione z (x y' ) e rappresentata

nei punti interni a P daWintegrale

j
h ^{xir, x' if) f{x !j)dxd 11,

1 (x y') iiidicaiido la superficie conica die projeUa da {x y') il coiitonio di S (*).

§ 10. K(STENSIONE Al, CASO DI PIU VAUIAlilLI.

"Hx 111 quesU) ultimo para!j;rato voyliaino brevemente iiidicare le modifi-

cazioni che richiedono i ragioiiamenti precedenti quaudo si supponga die le

variabili siano piii di % e die in luogo delle (1) e (II) si abbiano le equazioni

..z-^ = fix.x....x„y) (a-=|.0) (HI)

^.,z~p = o. (V)

Siipporrenio per seinplicita h = 2: nessun'altra complicazioiie fuori che

nella notazioiie porterebl>e il trattare il caso generale. Iiididiereino con s

(*) E chiaro come (|ueste eonsiderazioiii pernu'ttono di estendere la formula di Gree.n

del § 3 ai valori t-oiiiplessi della variabile x.
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una superficie tutta al iiiiito(*). posta nel seniispazio delle y positive. Sup-

porremo die ogiii piano caralleristico ij = y' per cui O^y^i/., limiti in-

siemc con « una poi'zione finita di spazio die indidieremo con 6' (//') |iosta

Intta al disotto del piano caratteristico medesimo: indidieremo con .s (//') la

porzione di « die si Irova al disolto di y = y', con c.{y') la linea in cui .s

sega y — y', e con p(y') I'area raccliiusa da c {//'). Supporrenio inline die *•(//)

al)bia piano tangents deteraiinato mobile con continuita al variare del puiito

di conlatlo fatta al piu eccezione per alcune linee o punii eccezionali e sod-

dist'accia inoltre a qualche niinore condizione die pori'emo pin tardi nel corso

della discussione: cijj') avra anclie essa tangente nei punti generici: cliiame-

remo n la direzione della normale alia curva c iy') in un suo punto arbitrario

volta verso I'interno di p (//').

E ci proporremo di invcrtire la proposizione del n. (> c di mostrare che,

assegtmfa ad arhitrio luta fuiizione finita e continnn del pimto di s, esiste in, S
ana mUizioHe di (111) {ed una di (V)) la qualt preiide sn s i valori assegnati.

Incominciamo coU'estendere la formula di Green e le considerazioni del

§ o: vedremo per tal via cpiali ipotesi convenga aggiungere suUa natura del

contorno. Si consideri I'ecpiazione aggiunta di (V)

A,v + l^ = 0. (VI)
dy

Se viXi'X.,y) e una solnzione di (VI) c z (x, x., y) una di (111) ed entramlie

sono tinite e continue in *S (.'/') c ^u
*'

C'/') otterremo facilniente, ricord.indo

die su />(//') e dy = 0, la seguente formula analoga alia (1) del § o:

\\\vf (.r, X, y) d X, d X, dy = —jj |
r

^-
j'- ^ z

^-^^^ j
d c <l y -^ 1

'
Si!/') - «('/') I

+ r z d X, d X.. — I I V z d x^ d x., ;
y

U)

»(-'/') pW)

{*) I'oti-L'mmo aiiclie sii|)|)orrp die S pel s iion siaiio tiitti' al linito: nia che, n'stamli) sciiiprp

ill uno stato comprp.so IVa i piaiii laiatti'iistlci y = ed j/ = y(|, si estendano aiiclii' all'iiiti-

iiito. OUprroiiio cosl I'aiKdojto dci caiiipi di tcrza specie: ma al luodo slesso clir ([iii'lli lum

presentarono iicfili shidii iireredenii diRlcdlla loi'O proprie e sompre si poU'i-diio tar ririitrai-c

con assal seini)lici considcra/.loiii nel lipo dci caniiii Drdinari, cosi avverra in (piesto liiogo:

oiule iiiii ill ((uaiito sejiiii' iioii slarciiio a (lisliiifiiicrc (picsU) case e sdltiiilciKli'icim) (picsta

pdSSiliili' csleilsiDlic.
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ncl |)iiiiH) inlci^iiilc del sci-nndd inciiiln'd d r indica ['(iloiiiciilo iTiirco (l(;lla

curva c(ij) peiroi'sa iicl vciso posilivo rappoiio iip(ij): cil aiKild^^uiiiciiU!

nel secoiido iiitciiralc dcvosi iiitciidoii! clio la faocia |)osili\a del piano laii-

gonte sia volta verso 1' iiilonio di iV.

Applichiaiiio (picsla I'oiimila al caiiiix) S(i)' — z) prciidciido (jualc fiiii-

zionc (' (*', iCj y) la

_ ('•i--<:"i)"+(-f.-.B'J- ,

' ' -^' -J! y_y
e faceiido poi tfiidcrc a zero la ;. Noi ottericiiio in niodo anaio^o a (piardo

si vide nel n. Id

lini I U («! a?., I/' — z) - e
*^

rf iP, f? tt:., =
p(.'/'— f)

'(.7')

(>

Aoi (^'i j:",. //; «'i x'.. y') z d Xi d X.. -\-

u')

C^)

"
S{ij')

poiche, gli integrali del secondo menibro iianiio senso almeno tinelie il punto

{x\x\y') e inferno od estenio a p('y'){*). Prima di procedere a cercare il

liniite del primo menibro della formula preeedente, si osservi che il se-

condo mendjro si puo scrivere piu semplicemeiite: si noli invero che

/(oi (iB, cc., y; x\x'.,y') dipende da ir, e x., solo in quanto ne dipende da

r = ^[x, — x\)- H- («..— x'i)-,

e die y e indi])endente dalla variabile n, talehe si ha

dhoAxiX^y; x\x'«y') dh„Ax^x.,y;x\x\ii')d r 1 , , , , , .'^v

g,,
= tr

-^
^

g^= Yfe.. (».•». j/; *',«'.//') cos (/•»),

(*) Invero si ha I'he esiste I'liltimo inlcjjralc di (3) ed e linito c cuntiiuio in liitto lo

spazio, poiche esseiido a =^ 0. |S ^ 1, »(== I sara « + m -)- 2— 2^ = ^>0 (cfr. n. 5-2): c ^li

integrali di superficie die coinpaiono in (3) esistoiiu pure, perche quando (x^.r^y) o distante

da (x\x'^y') I'integrando e sempre finite.
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/\
quando con r n si indiclii I'angolo della direzioiie po.siliva della uoiiiiale a ciy)

col raggio vettore {x\ x\) -^ (.r, x..).

Quindi la (3) si puo scrivere:

lim
f=0

• (a', X., ij— ') — P '^ 'Ix^ d X.J

iKn'-i)

J/
= —

II ^'oi (-^'i -^j V > *'i ^'-2 //') .T." d c d 1) — zd a', d x.,

HU'}

I
/\ (4)

/?„, {x^ X., ij: x\ x'„ if) f (rf", X., y) d a", d x.. d y.

S(!/0 \

Esaininiamo ora il primo membro di (4) (o di (3)). Procederemo iicl inodo

seguente (*). Presa la funzione z («, x^ y) che per le nostre ipotesi e definita

in p (y). la estenderenio in tutti i punti del piano canitteristico ponendo nei

punti fuoii di /) (//), z (x, x.. y) = 0: essa avra cosi una discontinuita solo su c iy)

Cio posto introduciamo nel piano y = y'— s le coordinate polari r e 5 di

centro in {x'lX'.) e asse polare parallelo aU'asse delle x,; e si ponga

271

(r y — i) =
^

z{x\-\-rc.osSr, x'.,-]-rsen^, y'- -t)d^. (5)

Sara "C(rv/' — z) una funzione semprc linita di r ed //'

Si avra allora

z {x, X.. y — e) — e * rf as, rf a?™ = "C ( r y — s) - c '* r d r

ossia I'acendo il canihiaiiicido di \arial)ii(' r-=^i'zX'

I

r z (a;, X, y' — t)^e ^ d x, d x, = 4 "C (^2 /. \1 1, y — t) er''' ), d I.

lAu'-f)

(6)

(*) (;fr. R[i:mann-\Vkbku. Purtielle BifferenUaUjleichuiiijrn. Vol. i!. S 50.
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Sc noi rtup|)oiiiiiiiU) el sisia il lim '( (2 >, \/£,
y' — z) per s = e sia iii-

(lipomlciite da 1 cd uiiir(iiiii('iiiciil<; convcigoiilp ((iiaiido >. l- comprfso in im

(jiialsiasi iiitervallo \,...A,, ialeiiio airintervallo U . . . oc, c poiiiaiiKi

Z iy' ) = \[m-C(% I fz. //-£), (7)

si avra da (('»)

lini
j

z (x, x^ y' — e) _ e '%/ x, d x., = 2 Z(y') (
*). (H)

p'di - ')

Cerchiaino quiiidi il liiiiite (7). Sc il puiito (x\x\_y') e hitcnio a p{y')

per la supposta conliiiuita di z{x,x.,y) si avriY che Z(i/') esislc c clic e

(7), Z{y') = <i-z{x\x',y'){**).

(*) Invei'O sia »?. il inassiino valoiv (li ?((•!/' — £) e quiiidi anilKMii Zfy'i. Ricordiamo du!

I

p—^=X(?X = — ; fissato un miiiiero t piccolo a piacere si potra prendiTc A, laiilo piccolo

II

c Aj tan to graiule che

^'/, 00

Fissati cost A, eA„, si preiula uii uiiinero « taiito piccolo che, per X coiiipi'cso tra A, e A,,, sia

|§(2Av'. 2/' — £) — ^(y')K'^. — e cio potra I'arsi per la SLipposta miifornie convertfciiza (Id

liinite (7), — : si avra

00 00

I

r? (2 X v/r !j —e) e-^-- X (U - ^ Z (ij) —
I ( (? (2 X ^7 ,

y' _ t) _ Z i't/')| p-/-' \in\^
II II

i^iw\ (+ i |'--^-X(a + f|?(2Xv/7, y'- e)-^(y')|e-^ X ^/X < 7 ji- <» 4
u ^/.

"

Donde la (8).

(**) Infatti fissato uu S arliitrariaineiili' piccolo, possiarao trovare un intoriio r di (.<•', .c'jy')

cosl piccolo che rosciilazione di - in esso sia inferiore a 3. Fissato poi Aj arbitrarianionte

jiraiide. |iotreniii trovare un e, i-osl piccolo che [ler £ < £, , e ^ X ^ A, il puiito {x\ -f 2 X \/ 1 cos 5.
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Se il puntn (.r', a-', .//') e estcruo ;i y*(//') si avra siniilniciite

(7)e ^ (»/') = »».

Quindi iiitanto da (4) (8) (7), (7), si ottiene

(9)2 <• ) "s(;/)

1 r / /\
+ -^ /t,.>(jc,,j'oy; .r',i):;',7/)('Os(j-H)3(^/rr?(/ —

—
I {h„,{XtX.,ij: X ,x',ij')f{x,x,y)dx,dx,rJij.

sun'

La prima di queste vale c[uando (*', a;', //') o intfnio. la soronda ffuandn

e estenio a p (//').

Se il punto {x\x'.,y') e su c.(ij'), e cioe se e uu panto di s, tali conclii-

sioui 11011 souo valide e iioi aiicora non coiiosciaino ne se esiste il iimite

del prime membro di (4), ne se lianno senso gli integrali del secoudo membro,

e se rappresentano il Iimite degli integrali analoglii estesi a .s- (.//'— z), S (i/'— z).

Dobbiamo quindi esaniinare meglio i due membri di (4).

lacominciando da I jniino. bastera per i ragionamenti precedenti esami-

iiare il liniite (7). Se noi supponiamo che la superficie s abbia in un intorno

di (x\ x'., y) piano tangente non mai parallelo al piano // = e mobile con

continuita nell'intorno del punto medesimo, si avra

lim "C (3 A \/I ,
y' - e) = Z iy') = - z (x', x', y') (*)

;

(7),

X J + "2 > \j z sen 5. y' - t) sia in t. Allora da (.">) si iia por lali valori di X c di s

? (2 X v/r , y' — S) -- 2 TT !1(X\ X'j tj) 1 ^
2.71

Dond(! segue die vale la forniula (7), : e elie la convergenza e iiiiitbrine pei valori ili > eoiii-

|)i('si Ira e iiii minicro A^ jiiande a piaeere. In niodo anaiogo si diinostra la (7)o.

(*) liil'alli in virlu dell'ipotesi I'alla rclalivaiiicnle al piano langente, la distanza del

punto (x\x\y' t) da c(;/' -t) e diU'ordiiie inliniU'situale di t\ oiule I'anipiezza y^ deH'arco

d(d ceiTliio di cenlro {x\:c'.^y' e) c rajigio l'i.\js — ])('i- < A, rS X ^ Aj < (V> ed interno
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(' (|ii('sl() liniili' coiivcrLCcn'i iiiiirdniiciiiciili' risiicllo ai valnri i\\ 1 compresi

ill nil (|iialsiasi iiitcrvallo A,... \,, ('/(/er/w aHiiili'ivalld (I... a.. OihIc intanlo

|-isiilla cosl die in (jncsta ipotcsi fsislc cd r iiold il iiriino incinhi'o di (i).

Rcsia (iia da sindiai'c il si'coiido incniliro di (I-). A laic scopo soiK) no-

cessai'ic alcnnc coiisidci-azioiii snali iiilci^rali chc in csso ronipaiono. c sii

fui mi pare ()|i|M)i-(un() sciffrriiiariiii al(piaiil(i poiclK"' si pn'seiilcranno aiicora

nel seguito.

27. Considcriaino la superlice « o, ((iiil'orinc allc ipotesi i;ia latlc ncl-

riiltiiiie deduzioni del n. precedente, supijoniaiin) clio la siiperfifie considc-

rata, almeiio in nn convenienlc caniix) g contoncnte il pnnld clic slndiaino, non

sia langente a iiessun piano caralteristico : csislora alloia uii valorc niiiiimo

dell'augolo ciie la noniiale alia superficie fa coira.sse dellc /y : io chiaiiK!-

renio o. Per inaggiore comodifa supporreino inollrc clic la su|)ei'ficie aiii-

nietta cnli-andtc Ic ciuvatnrc (^ (jncste siaiio linilc c (ontinnc (*;. Presi allora

due punti (jiialniKpie J/, = (u;';' if;'.l' //'") ed J\I.,^(;x^'i'x'Vy'--) delia suix'riicie e

delta p"-'' la Inro ilistanza, si indiclii con (o""v"') I'angolo dclla normale v'"

alia supcrticic nci punto .V, c della congiungeiite J/, .1/,, : csistera nn nniuci ()

a/)(y' -t) tlifferiscc da n di imi quantita che ha Toniine infinitesimale di \/ £; cosicchc

sceiti ad arbitrio A^ c A, e tissato uii numero t arbiti-ariaiuente piccolo, si polra ti-ovarc iiii t,

tale die pn- s •< e, , sia {/( — t| <^(r. Si osservi poi die :^{x^x^y) e continua in ogiii in-

toi'iio di («', a^'a^') iiiterno a S: si potra preiiderc uii intoi'iio t d i (.t', «', i/') interno a .S' tnnto

piccolo che in esso la oscillazioiie di s sia int'eriore a u: c si inipicciolisca, se occorre e, per

inodo che pel- e < Sj. A, ^ X :^ A.^ oUre ad essera soddisl'alla la precedente condizione, si ahbia

che i punli {x\-]-'i\<J e cos^. x'., -\-'i'>^\Je sen5, y

—

e) idle siiiio iiiteriii a .S' siaiio iiilerai a t:

si nvra allora

{'({'n \/7, ?/ - i) —m (x\ .:«',,
I/')

I ^
1

1 s(x\-\-i'>.\JTmsB, x'„ -t-'3>\/^seii r , ,/' -e) --s{x\x'„y')
\

d^+

+ I 7£ — f
I

•
I
3 {x\ x', y) 1

^ (! (7j 4-
1

,s (,r'i x'.^ ij)
\ ).

Onde la formula (7)3 resta diiiiostrata : e in pari leiiijio riiiiifoi-iiie convergenza al liiiiite

pei valori di X tali die A, ^\ ^A^. Se il piano ij —- iJ e laiigeiite la superlicie si vede facilnieiile

che la (7)3 puo essere sostituila dalle foi-imile |tiii varie e che in generale il liniite (7) non

ha un valore niiico pei varii valori di ).

(*) Qiieste ipotesi sono certo sovrahljoiidaiUi : fiittaxia non enlrerenio qui in niatrgiori

discussion! le (|uali iion t'arehbero che distrarci dallo scopo del |)reseiite lavoro.

9
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finito iV tale clio sia seiiipro

|--(p"'^'")I<A^?"-''. (lit)

In quesle ipotesi potrenio sfe^iliere siilla superticio .s, alnieno jtei- cpianto

ijouarda il caiiiDO n, un sistema di coordinate cnivilinee t'onnato dalle

ij = cost, e dalle loro trajettorie ortogonali clie prendereino come liiiee

?( = cost. : in virtn dell'ipotesi clie il piano tantiente alia superllcie noii sia

inai un piano ^v
= cost, tale sistema di coordinate sai'a regolare: e si potra

scegiiere la ?( pei' modo clie indicate con (?("'vy"'), (u'"' y'-') le coordinate dei

punti .V, ed M., suUa superllcie e posto >''-' = ^{x'\' ~ x'f)- + {x'i' — x'V)''

risultino soddislatte Ic liniitazioni

V, II.,. V, essendo costanti finite positive.

Osserviamo subito che insieme coUa seconda (k^ile ( II ) sara soddisfatta

per o>.0 I'altra piu generate

IM I

»'" — W" I"' + V,
I

//" — y'"
I'-'
^ »•" =

'-'
( 1-2)

dove u., =s2
J/.,

ve^2=v, (**).

(*) liivero si fissi per un moiiiuiito suite «/ = io.st. la variai)ile » in modo arijitrario

:

I'elemento lineare delta superflcie sara date da Ed u- + Gdi/^ : E, G essendo fanzioni finite

e continue e senipre :=|^() di i/ ed ii : siano ^' e K' i massimi e i minimi valori di E e G.

Sc allora consideriamo la curva elie sulla supej-ticie e determiiiata dalle —-, 7^ = -? ^-r-

,

»"> — if'-) y'l) — y(-)

la sua lunirhezza 7<'-' soddisf'a alle liniitazioni

± K\/(iiM) — 11(^1)' + (yU) — ytliji^ /U->) ^_ ^(,i(i) _ h(«)» + (y") — y' ->)*

.

Ma in virtii delta snp|K)st.a regolaril.'i della auperlicie il rapporto di I"-' alia distair/.a

p"-) dei due pniiti e semp;-e finito, comjireso fi'a due valori ^,.V, : ipiindi si aviv'i

'2 \ /vVlu") — mW)» + (y(" — y'2))» ^ ;o(
-') S: -'p ^(it") — m'«)« + (yd) — y'-'))* .

E di qui eanihiando, ove oeeoi'ra, h in A », dove h indica un eonvenienle lallore ill [iropor-

zionalila e, ricordando ehe /)(i-')» ^ r<'-')* + (?/<i) — j^«))» si deducono senz'altro le (II).

(**) CIV. nola a pay. ^:ti m. 43).

I
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('.in |)(ist((, sid (.v.x.ji) nil inniln iiiohilc, .sii t>, .sia ']/(«,./•,,//) iinn fuuzlona

(Id pitido iiiohilc sii .V ; r facile vederc cite «e k-j-1>0 e -i -\- v. — !2fi>.()

I'iiUerjrate

j
//,,5 (.r, ,r, //; ./, ,r'., ii')']i {x, x., i/} d c il i/ (|:i)

— II (jiKilc iTiilciileniciitc rdiiprcsciild luui fiiiizioHe fiiiiki e continiia <li

{x\x'.,ii') (iiKiiiili) (/iicslo jiiiHlo c fiiori (11 s, — n iiii(( fntiziniie fiiiU((- e coii-

tiHim del pmdo {x:\ x', y') (iiiclie nei pmdi di .v imrche ncl h^ro Intoriio nkino

soddLsfatle le precedenti condizioni.

Osserviamo peix'io die se. prcso iiii |iiiiilo (x.x.y) della sii|)crlicii', iiui

staccliiaiiKi (la essa uii siio iiilonid arliihariamente piccolo t, Tintegralt!

esteso al cainpo .v (//') — x (y/'), — t(//') iiidicaiido la ))arte di t die sta a.l di-

sotto del piano caratteristieo // = v/', - e seiiipre continuo iiell'iatonio del

piinto (a-, X., //), poiche rintegfaiido e seiiipre finite e sia esso die il campo
di integrazioiie variaiio con coiilimiita al vaiiare del punto (x\x'..y'). Ba-

stera quindi |)er diniostrare 1' asserita contiuuita provare die se t e suffi-

cientemente piccolo, I" integiajc lesiduo e arbitrariamente piccolo qua-

lunque sia il })unto (x\x',y') neirintorno di (x^x^y). Percio si osservi

die se il campo t e interne al cainpo -7 in cui sono soddisfatte le condi-

zioni enunciate precedenteniente ed e sntticienteniente picct)lo e se il |)nnto

{x\x'„y') e sufficienteineiite vicino alia superficie — anclie suUa snperficie

medesiiiia — le (piantita /• = \/(rf;', — aJi)" + (a?',— a?.,)^ e p = y' — y possono

ritenersi come coordinate del pindo della sujierficie, in quanto die ad una

coppia di valori di r e p corris]»(»n(loiio al piii "^ punti della superficie (*).

(*) liivero (liito il valori' ili p il iiuiitii liovra Irovarsi sulla ciirva c di s che e segatii dal

piano y = y' — p. Sicfoine le furvature della superficie sono finite e conlinue ed il piano tan-

gente ad s fa un angolo >e>.0 coi piani (/ = eost., la curva c avra una curvatura finita e

eontinua. Bastera (juindi per provare I'asserzione del testo diniostrare die un cerchio j)osto

nel piano di una curva c la quale abbia curvatura finita col centro suflicientemente prossinio

ace con raggio suHicientemente [liccolo noii puo iucontrare c in piti di due punti. Sia invero

un punto del ])iano di c il quale varii avvicinandosi a c, che assumiamo come ceutro di

un cerchio di raggio r variahile che si puTi fare arbitrariamente decrescere. Se per r sufli-

cieatemente piccolo la circoiiferenza potesse tagliare c in piii di i2 punti. tutti ([uesti punti

sarebbero fra loro arl)itrarianieiite prossinii: onde vi sarebbe su c un punto .1 tale che una

circonferenza passante per esso e per altri due punti di c che tendono ad .4 in modo coiive-

niente, tendc ad aveic raggio iiullo: in (|uel punto quindi c avrebbe raggio nullo e curvatura

infinita. il che contraddic(> all'ipotesi.
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Cosici'lir si avra per talc cainpo

I, i;

I ih,;i{x,Xny; x\x'.,ij')li{Xi.r,i/)<lc(l 1/ ^-i'lD^ I /'»i3(/-//: "//I'/rr///

'

/{,/) II "

dove h' indica il inassinio valorc assohiln ili / i|iiaiid() {XiX.,!/) e in

-
(//), r, il niassiiiio valore (ii //' — // in - (//'). '!> il massinio modulo di i {x, x., ij),

D il iiiassiino modulo del rapporto dell'elemeuto drdij all'elemento d'area

(h-.di) di 6'. Quiiidi, rammeiitaudo il teoreina del n. i2i2 si avra se a-f- i>0,
;3 + 7. - -2 p = S >

s_

I

/«.»,? («, X., y ;. .»', ./'. //') 'j' (.r, ,», //) <l c r1 ij
j

^ 4i /> /".,,; /) '
• (14)

iJ7'

/v(,,? essendo iudipendentc da ]/(«,,<•,_,//). E (piiiiili |iienamente dimostralo il

nostro leorema.

Si noti pern die la relatione (14) vale quaudo il campo ~ (//') e sutfi-

cientemeide piccolo: noi vogliamo aggiuugeie qualclie osservazioue die valga

a dimostrare che quando si suppone die il punto (a?', a;',, -«/') sia precisamente

nil piiiito della superticie, la piccedente relazione vale aiiclie (juando come

campo ~{ii') si |)renda il campo i in cui siano soddisfatte le condizioni del

piincipio del piesente numero. Supporremo senz'altio die c? coincida con «.

In (piesle ipotesi, potendosi scegliere su « ua sistema di coordinate ii, i/ quale

III |)recetleiitemente descritto, indicando con {ii' y') il juinto (.»', *'o v/'), Tinle-

grale (!:!) si potia scrivere iiella forma:

/'',? (-^i •^•j y ', k'i !«'- y') '!' l^i X:^ //) 'ih] (1 II (I y

poiclie, se Edir-r'^dy" e rdemeiito liiiearc di .s- . sai-a il r ==:\lK d ii. Ma

pei- (II) si ha

^ e" ^"(^^l ^ e~ '''^^ /'
'

'" ^ a e~
^''^>

'

dove il = e e il niassinio valnre rlic possa assumei'c r ' (|iian(ln

:^ y ^ // ^ y..

.

I
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Quiiidi |){M' {\"I) si .ivij'i losid clic (x, x.,tf}=i'^(x\ x'. //}

Ih.fiix, X,
ij;

X, X, if)
I

= c
Hu'-y)

(y'-yf

^g<i i(y'-y)

P'«
(»' — u)'-

,

I
) (t'^J

^ a V- a I

/'-'!=- ( " //
"' //')

I
-i il ~'

a I
/'u/i-u ( H /y ;

"' //')

Oiide segue pel lediciiia del n. -li, su|)posto sciiipic a ^- I >> c

3 +a— ^p = 5>.0,sei iiidica anconi il nuissiino valore assolulo di 'i (j;, .*\, //)

A; il niassinut valoic di ^E,

I /(«/3 («! a?., y ;
»', x', y') ']; ( j?i x', ij)dcdy

(16)

^(yfe

2 's(y')

2 2

;!+«
'i-i^^i^y'

dove

^"fi = fJ^iv-a Lof' + ^ a ^0/9-a !/ou •

Ed ancora, se si suppone che la fuiizione '\/(XiX..ij) soddisfi ad uiiii li-

initazione della forma

i'ix,x,y)r^']>,yy,

SI avra pure

\\haii{x,x,y;x\x',y')'\i{x,x,y)dcdy\^'!f,jO'li'^—-^ ^i/' ". ( t(3p

s(.'/')

i?^'^ essendo come If^j? una costante indipendente da i{x,x.,/;).

Questa formula sara di capitale importanza per i calcoli del u. oO.
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-28. Premesse questo coiisiderazioni ritornianio alio studio degli iiite-

grali del secondo niembro di (4) quaudo (.*', j-', y') e uu puiito di s. Suj)|)or-

renio clie in un campo g attonio ad esso *• soddisfaccia alle condizioni del

n. precedeiite. L'ldtimo integrale di (4), il (piale e uu iutegrale di volume,

evideiitemeute esiste ed e iunzioue coutiuua in qualuiKpie puuto dello spazio

iu virti'i dei risultati del u. 2i2 (osseiTazioue I).

Del pari il priaio integrale di superlicie esisle e iai)preseuta una f'uii-

zione fiuita e conliuua in viitu delle discussioiii del u. precedeiite. (Juiiidi

lion resta die ad esaminare rultituo iutegrale cui evideuteniente uoii si puo

senz'altro applieaie le cousiderazioni del n. 37. Si osservi peio clie auelie

per esso possiaiiio liraitarci a studiarlo quando il campo di iutegrazioue sia

in (7, in questo solo caso esistendo singolarita per I'integrando. Ed allora

poiche e soddisfatta la (10) e si suppone die Tangnlo della norniale e del-

Fasse delle y abl)ia un mininio 0>O, avreino

|cos(/-ji) |<
1 V —y

sen sen ©

(*) Infatti jiresi due pimti {x^,i\y), (>', .r'ji/'l, ilal U-iedro che ha il vertice in (.r, X2y) e

ha per spifioii «.v cd il raggio r fhe unisce (x^x^y) con (x\x\tj) (il cui angolo diedro

cos (v r) cos (v »)

sen©
. Si consider!die lia lo spigolo in ii c rctto) si nttiene lcos(r»)|'I cos (v n)

poi Taltn) triedro (li<' ha il vertice ancora in ()'^x„y) e per spigoli r; v ed il segniento /> che

unisce (.Tj x^ y) con (x', x\ y'), si avra, indicando con Jo I'angolo diedro che ha io spigolo in p.

cos (r v) = cos {pv) cos (r /») + ^^en (/o v)sen {r p) cos p .

Ma,
I

cos ;0 J
^ 1.

I
sen (p v)

| ^ I . ]
cos (r p) I

/\ y'— y
1
sen (•)•/))

I

^- e per (H)

I

COS (/J V)
I

=

/\
(piindi sai-a

|
cos ()•») |< A' /• -j- ' "

. E (|iiinili infiiir poiche r > '

1
<'0s (^) |< - - (.V r + 2^—^) <sen ® I p /

^ sc

che e la t'ornmla del testo.

n ' r
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Si iivra iillnra se (.r, if,,//) i' iiii |iiiiil(i di t divciso da (x',ii^„ij')

I

h,„(x,x,ii\ x',x',if') f(^<.(rii)\^ ^^— //,.,(«;, «,</; x\x',y'} -^- J

Quiiidi I'icoi-dando Ic disciissioiii del ii. |irecedenle ottcnianio clic csisfc

ancora I'Mltiiiio iiilciiralc di siiix'riicic dcila roriiiiila (4).

E noi potreiuo quiiidi liiialiiu'ule coacliiuderc! ('lie, uellc i|jok!si latlc sopia

relativaniente alia superticie, e cioe quando si supponga che la supprficie s

ill mi conveniente campo c contenentc il pimfo {x', x'.,ij') ((hhia jiiaiKi lamjenk'

non mai parrtUelo cd piano x^x., ed abhia le curiintnre piiile c coiitinin', vale

insipme cnllf (!>), e (9)., anclip la formula

27rs(a;',a''o</') = I Z^,, {x,x.,ir, x\x!.,ii') „" dcdij — zdx,dx..
>dz

s('i/)

-I- i I \li,..Ax.x.tr.x'.x'.ii'\{'()'^irii\:^drdii — f

[
i
C -^

+ g ''.(•'".•'^.'/- •r\x',!i')von(rii)zdrd!i

H'f)

h„,(x, x.if; x\ x'.i/') f{x^x.,ii)dx,dx.,dy

doA'e {x\x'.,ij') indica iiii punto di «(//')•

Dalle formule (9) si possoiio Iraire coiieUi.sioiii perfetlanieiite siiiiili a

quelle che nei §§ 3 e 4 abbiaiuo t ratio dalle (7) del § )}. Faceudo in esse

2 (i», iB, :'/) ^ 1 ^' !'•' intanto

(17), 4 77 ,
= —

I I

^0, {.r, X. ij ; x\ x'., ij) d x, d x..-\-

(17),
^<"'»

., ,^

che sono I'analogo delle (8) del § :{.

Si osservi ora che per i risultati del u. ^7 la funzioae

/joi (a?, x« y ; x\ x\ y) d x, d x..

s(,'/)

rappreseuta una luiizione Ihiita e contiiuia di (.r', ;<''.• //') anclie i|iiaiid() il
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punto ix', x's y) e suUa superficie s (//') piirclie ([uesta soddisfaccia neU'iii-

torno dl {x\x'.,ij') le solite coiidizioni : nieiili-e dalle fonmilo precedeiiti ri-

sulta die il secondo niembro p discontiiiuo (juaiido il punto atti'avei'Sii .v.

Quindi dovra essere discnntiiuio il secondo de.uli inlei;rali di (17): c dalle (17)

si dedurra rimportante fotniiila

lim ^ ,., (a?, X., 11 ; x\ a?'., y) cos (r n) d c d y =

= it 4 - ^- h.^.. (x, X., y ; x^ x„ y) cos (r n) d c d y.

In essa vale il seitno ^ o il seijno — a seconda clie il piiulo s'avvicina

alia superlicie .v dairintenio o dall'estei'no di -S'(*); c perclie sia valida e

sufflciente die in un cainpo a coiitenente {x\x'.ry') soddisfaccia alle coiidi-

zioni ripetutaiiiente gia esposte. Quesia formula e Taiialooo della (10)

dd § 3.

Ed inline in inodo aiialogo a (juanto si vede nel S ^ i^i potra in base

ai i-isultati del n. 27 estendere ulteriornienfe la formula (18) e dedurre: detta

tJ/(«y) una funzione del punto {x, x., y) ^ (n y) di .sr conlinua nel punto

{x\x'.,y')^{n'y') e supposte soddisfatte per s le solite condizioni,

lini \Ii,,{x,x,y; .c\x',y')<\i(Hy}vos(r n)d cd y=
]

(x',y,i/)=(>-',r',,/')-^ ^J,^

I

__ ,. ^. i<''"= ± 4 - ]* {n y')-h\ /'.> {X, X., y\ x\ x\_ y') i
(
u y) cos ( r n) d c d y. \

8(7,') /

|ja (I'J) coiiisponde alia (5) del n. 15 (§ 4).

Ed inline si puo dedurre la seguente formula analoga alia (20) dd n. 15:

se si suppone die andu^ nei punti di x ])er cui e //=0 1a .s- soddisfaccia alle

condizioni ild n. 27 e die '!'(»//) sia lun/.ionc conlinua e nulla per v/ =

(*) [j;i l'<)i'iii\ila (IS| v.-iii' .ini'lii' {•viilcnlciiicnlc i|ii,iii(lii la sii|ic]'lici(' s iion raccliimli' un

panipo .S poiciu' iioii (lipciide v\w dal coniiidil.iiiifiili) dell" iiiU'firaniJo iR'H'liitorno di (.r\ x\ y').

In tai caso dovroino dire cho vide il scgiid \ od il sc^^iio — a seconda clic il pnnio ni trova

a destra od a siiiislr'a della difczione posiliva di i\ od ancora a sei'onda ilii' il pnnIo si ti'ova

dalla lianda dcllc iliriv.ioni pnsiliNC di w o daH'opposta.
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si iivi'A, iiidicii Miio con (.r,./'.. (t) uii |)iiiilo i\\ x:

lilii /^, (.ri.r,//; j:'', ./•',//) i (/(//) CDS (/•;/ 1 ^/ r r/ y/ - 0. ("J

U',.T'.,!l')=ix,^..U) J J,

ln\

(.r',.rV/')=l.r-,.r,(l) .

^^^^,^

"2'.). \a' ipotesi iiitrodottp nei due n. procedt^nti ])er potor dediiiTc le (O)^,

(17), (liS), (19), (iiO) ci additaiio lo limiiaz>ioiii clie d()ljl)iaiii<) pone alia foniia

dei campi che voffliamo stiidiare. Oltre alle ipotesi t'atte al ii. H't iioi siip-

porremo cii«> s sia una supcrlicic la (pialc ainniclla piano lan^cntc dclcrnii-

uato e curvature tiuite tatla esclusioue pei- nn nuinero tinito di pnnii od

auclie di linee, purclie (pieste si trovino su ini numero fiuilo di piani ca-

I'alteristici. E uoi potreino allora spezzaie ii canipo mediante piani caratte-

ristiei passanti per ([uesle linee o piniti eceezionali. e |)er lal inodo ci li-

duiienio a tiattare il caso in cui la superficie sia re<i()lare in tuiti i punti

trauue quelli corrispoudenti ai niiuinn od ai niassimi valori di //: jKticlie

ivi la superficie polra uon avere piano langente ed in generale incon-

trera sotto uu certo anjiolo il piauo caralterislico die con essa raccliiude

il cani])o.

Suppouiamo die il miuimo valore di // cori-ispondente a punti della su-

perficie sia v/ = 0: chianierenu) k il tratto di piano caratteristico .//
= <> ap-

parteueute alia superficie: il quale potra anciie ridursi a uu |)unto, s* la parte

residua della superficie. Direuio il canipo di jirinift ^specie se /; e nn punio,

di aecoHda specie nel caso opposto.

La cnndizioue aualoii'a alia coiulizione {a) <lel n. 7 gia comparve negli

studii precedeiiti: la chiauierenio ancora conriizinnr (a): e la esi)rimeremo

dicendo die la normnle nUn superficie s* dciie fonufire coU'asse delle if uu

aur/olo seniprc niagfjiore di nit (iikjoIo h>0. Qualora essa non sia soddist'atta

noi potremo in geuerale spezzare il campo per mezzo dei piani caratteristici

tangenti a s*; e cosi ridurci a studiarc (juei soli campi in cui la condi-

zioiie («) e sod<listatta in tutti i punti di .s*, fatta eceezioue per ipielli la cui //

appartiene ad uu iutorno piccolo a piaccic del massinio e del niinimo valore

die y puo assumere su *•*.

Noteremo clie quaudo su tutto .«,•* e soddisfatta la coudizioue (n), s* sara

appuiito il campo n di cui si e parlato al u. 47. e ipiiudi si ])otra trovare

un sistema di coordinate (n ij) quale la e descritto e per uu integrale del

ti|)o di (1:}) esteso ad una (pialuncpie paric di .s-* varranno le d''>)'"^

Possiamo dopo cio |)rocedere alia dimostra/.ione del teoreina ili esistenza

per I'equazione (III ).

10
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30. Premettiamo percio due osservazioiii generali.

Anzitutto osservando la (9) prevediamo come al n.

s (it', .v', i/) =^ j j I

/(-o, U\ X, I) ; x\ x', y') f («, .r, .//) d ,r, r/ .r, r7
//

-
SO;')

soddisfa all'equazioue (HI). La dimostrazione, basata sul teorenia del n. 22, e

affatto analooa a quella dei n. 23 e ss.; onde noi noii insisterenio su cio

ullerioimente. In cousegueiiza potremo limilaici a studiare I'eqiiazione (V).

Ancora si puo supporre die i valori assegnati iiei puiiti del contorno

per ciii ^/ = siaiio iiidli (cfr. n. 14). Invero, sia * (a-, x,) una funzioue sempre

iinita, detinita in tutto il piano v/ = la quale nei punti conmiii a // = ed

a s pi'onda i valoii assegnati, la funzioue

2 (a-', x', ij) = j~^ <!' (^, a?,.) /?'oi (^1 ^-2 ; a'', x'., y) d x^ d x.,

e inia soluzioue di (V) die sii // = preude i valori <\'{x,x.,).

Cio posto si supponga die il caaipo sia di seconda specie e die su s*

soddisfacda alia condizione («). Tale sara ad esein|)io il campo die si pre-

senta quando si studii il problema della distribuzione delle temperature nei

|iunti di una superticie per cui si conosca la distribuzione iniziale delle tem-

perature e siano assegnate le temperature dei |)unti dA contorno pei valori

successivi del tempo. Infatti la superticie s sara allora t'ormata dalla regione

del piano v/ = die rappresenta la superficie e del dlindi'o a generatrici pa-

lallele all'asse delle y die ne projetta il contorno.

Per una osservazione precedente supporreino die su k i valori assegnati

siauo iiulli.

Poidie e soddisfatta la condizione (a) noi potremo preiidere su .v* lui

sistema di coordinate (iiy) quale fu indicato al n. 20; siano '^{ny) i valoii

assegnati su .s-*: sara 'p (u 0) = 0.

Cerdiercnio di pone la Innzione cercata sotto la I'orina

s {x\ x'., y ) = ^
H(uy) A ,,, {x, X., y ; x\ x'., y') cos {r ii) d c d y (21

)

flove si pone U;, 0!^^) ee (/< yy), e 'yl"//! indiCa una fini/.ionc da determinai'si
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conveniciilc'iiicnlc. (JiicsIji I'uii/.ionc sinldisfii a (\') in S (//'). si aiiiiiilla iici

|)niili (li /,• 111)11 a))|iail('ii('iili a .s-*. Sr si sn|i|)i)iH' di |>ii'i rlic y (/<//) sia coii-

liiiiia la fonmila (lU) ci iiiostia chc |)('i"cli(' (^1) |)i'eii(la i valori asseg'iiati iiL'i

|iuiili (li .s* |)('r ciii //' ("' iKM'cssaiio c siilliciente (lie

•j ill' I/')
; y ((f 7 )//,,. (.i''| .r., //; x' , x'.. i/') voi^ {r n) d r d i/ ^- o {n' i/'). {i'l)

K sc ii'oxci'enui chc la riinzidiic j{i(if) soddisraccnlc {d-1) Iciidc a zero

pci' y/ = 0, ]Hi\- cdO) |)()trciii(i concliiiidcrc chc la ~ data da (-11} si aiiiiulla iici

|iiiidi del conl(ii-ii() di />, conuiiii a A- cd ,s-: e (|iiiii(li (^1 ) soddisl'a a tutte Ic

condition i iiiipostele.

La CM) e una e(|iiazi()iie iiilcLiiale di Fhiodholm. Sareblx' facile diiiio-

strare clie la fiuizioiie caraUeristica (h essa e tale clie si pun a|)plicart' la

teoria di Krkdholji e iioi potienniio agevohiiente diinostnu'e die il suo detei"-

minante iion e zero poggiandoci snl teorema di iinicita.

Preferiamn mostraie, analo^anieiite a tpianto gia f'aceiiiiiio al ii. 17, come

la serie di Nkumann per la soluzioiie deire([uazione {'2'i) .sia couvorgeiite.

Invero la serie di Neumann sara

^(ny) = ^(Hii) - ^_ o, (ny) -r
(^^-j f, (ny) ^ h j^-j ?„("//)+ • • • C^)

doAe

Sia 'h il inassimo valore di o-l/f//). Si ricordino le Forimile (17) c (10); si

avra, con G indicaiulo il valore di
sen B

I
?„ (" //) I < 'I'

C^ V\ \h ( V T ,!• r-' y' ,i'\/l II rl ,1 -J^l Ih Iy -,• „ r-' >' ii'\rlilflii

>
~

(25)
'>Aif'V) I

< "J' '' ^
I

I h.,.,{x,''^:!rj x\x'.,y')<l udy + h„t(x,x,y; x\x',y')dii dy

1

2
<'l>a[l\If,.,~^-jf,,,]y'
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Va\ aiicora applicaiHlo (K))''"":

»•(//)

* a \xis,, -^ I?;,,] . a
\
xm^ -- if:,;'j—^ //'

(I) i
h,i.nii)\^'n:\xe..-if.,\\f:[xi!s-'?'.:.V-—!- «''

9„(h'//')
I

^ ^':; [.v>^, ^- z?:„| ( r; \NIf':i- ^<l']
)"-'

n|^

r
I ^ + I

) (26)

Oiide, se poiiiamo G* (iVi?i',' + i?,^'/)"' = -?/ e chiamiaiim 'l-, il massimo dei

iiiiiiieri -I",
^ p-^ ^ V-. '^ ^^ v-^o, ncordaiido die per

// iiitero

mi\ „ /2/t-T-ii

a\ reiiKi

r(^) = r,/„ = ,/.-l)! r^^-^)>(/.-l)!

I
?o (»//)!< 'I-

,

,
, ^ H if

?.(''v/)i<<i>, Yr
(27)

Glide si liai' la serie (^-i) cuinci'i^e conic iiiia sei'ie espDiieiiziale e die
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si li;i sciii|)ro

If

Osscrvricmo aiicora clic pnicli(' o(;H)) = () scfiiic clic, iiii|)i('ciol«Mi(l() //,

si pun iiiipicciolirc ii piaceie la ([uaiilita <l>, e »iuiiidi per {ilH) si avia aiicora

lini'l' («« y) = <•. Onde, costmita hi '^ (u i/) data da (i28) no! avremo pienamente

dimostiato il teorciiia di csisleiiza pei' la (III), alinciio ([uaiido ii caiiipo iS'

e di secoiida specie e soddisfa alia, coiuiizione {a).

>\. A (jiiesto ptmto possiaiiio conipletaie la diniostrazioiie flei leoremi

del § 1 relativi aU'equazioiie in piu variabili die la avevaiiio lasciato in so-

speso. Iiivero noi jjossediamo, per quanto precede, iiella formula che si ot-

tiene sostituendo (23) in {"2\) una espressione delle soluzioni di (V) flic per

uu coutorno coiiie quelli trattati tin qui — ad eseinpio per un ciliiidro a ge-

ueratrici parallele alFasse delle //
— prende valori assegnati })er s* e si aii-

nuUa su k, data per mezzo di un integrate il ({uale porta sui valori assegnati

su .s'*(*): e di ipii si puo dcdurre una formula perfettamente equivalente

(*) lavero si avWi s (.i-\x', y') = l\^\
J

I hi^{j\x^y: j-'j-i-'a/) cos (r »)<(, (i<y) r/ c f/y. Ma

se poniamo

J
''i2 (•''i '2 V • ''i

^•'2 y) fos ('• ") ''13 (a"i •'a y •
'1 •*• y) '< vdy^ Xi (*« -'a y '• ^\ •"'» y)

I
J x\ i-^i •'2 y ' -''i

'
3 y') ^"'s (' ") ''12 ('1 ''-. y • 'i -'^ y) '' f << 2/ = Z2 ' •'1 ^2 y

•

•^'1
-^s' yO

dove {ji\ j-^y),{xi j-„y) indieaiio punti di s*, ed (;«',.*'« 2/) ">i pmito iiitenio a 6': si vedc pel

ragionaniento fatlo nel 11. precedente clie la serie

Zo ( •^i "'2 2/ : a-'i *•
2 5/') — 4^ Xi («'i «'2 V • '-^'i

•'•'2 2/') +
(
j-j Jfa («"i *a V -^'i •'''a 2/') + (")

dove si pose Zo (•''i
•f3y:

•''i
*''2 2/') = ''13 (•''i

''2 2/^ *''i '• 2/')- fonvei-ge unifornR-iiu'iitc (iikiikIo

(x, j;-2 y) su s, ed (jc'ix'^y) e un puiito di un campo intenio ad .S'. Ma d'altro canto la

serie clie dk z si puo pure scrivere per le ("^i) ueila forma

s (x'l a\y) = ;.(-4;^ I ) J
'/ (•'! •'•2 2/ ; ''i

•'•'2 y') '•<'>^ ('' ") f (" 2/) ''<- a y

4,1'}
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alia (3) del § 1. R iiierce di essa ci potraniio completare i ragionameiiti del

n. 6 ed eslciidere i teoreini ili Haknack sulla coiiverKeuza delle scii*^ di luii-

zioni arnioniche alle serie di soluzioiii di (V).

E doi)o eio nou occoirpranuo che sempltci inodiiicazioni verbali ai lii-

glonanienti del § 6 per esleodere la dimostrazione del teorema di esisteiiza

ai cainpi di prima specie ed a quelli per cui iioii e soddisfatta la condi-

zioue (a).

(' ([uiiuii ))i'r In c-diivcrgcnza iinit'ornu' di («)

- (•'•'i
J"'. y')=\

I
(-

(iVi ^- '-'^' ^'^ ''
•

'' ''- ^ 'j
''"•" ^'' "^ y (" i') '''''

y

si;/')

(•lie ( una forimila del tipo richiesto.

K ehiaro come la formula si esteiida al cast) in cui i Naliiri assen'iiati su k noii siaiio

luilli. inverteiido il ragioiiamento del n. 30 niediaiite cui ci siamo ridotti a (|uesti tipi par-

ticolari. Od aiiche. ove piaccia maKSi'iormeute, si potra oltenere i leoremi di Hahnack ridu-

ceudosi coll'artiticio del numeio pure ora raninientato, al caso che i valori che i termini suc-

cessivi pi-ciidono su k siaiio identicaniente iiulli.

ottoiirc mn.
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Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 16. Mai 1908.

Dans le troisieme de ses classiques memoires sur les Equations

integrales *), M. Hilbert a r^duit a una equation integrale la re-

solution du probleme de Riemann et d'autres problemes analogues

relatifs a la determination d'une ou de plusieurs fonctions d'une

variable complexe dont les parties reelles et les coefficients de

I'imaginaire satisfont sur un contour ferme a certaines relations

lin^aires. Je me propose de signaler dans les lignes qui suivent

une petite difficulte qu'on rencontre dans le memoire de M. Hilbert'),

et de montrer comment on peut mettre le r^sultat a I'abri de

cette objection: j'espere qu'on me pardonnera d'avoir expose ces

considerations tres simples en vue de I'importance fondamentale

des resultats de M. Hilbert.

Soit C une courbe fermee, que nous supposerons avec M. Hilbert,

pour plus de simplicite, analytique; I sa longueus totale, s(ou0)

Tare compte sur C a partir d'un point arbitraire. Etant donnee

une fonction f{xy,^rj) des deux points xi/,^ri designons par f{s,i,ti),

f{xy,6), f{s,(f) les fonctions auxquelles se reduit /' lorsque un des

points xy, ^rj ou tons les deux viennent sur C. M. Hilbert consi-

dere la fonction A {xy
; |»j) ^)

,
qui satisfait a I'interieur de C a

rEquation

1) Gottinger Nachr. 1905, Heft 4, pag. 307—338.

2) Cette difficulte m'a (?te indiqu^e par M. Levi-Civita.

3) La fonction A {xy, |r)) definie par les conditions qui suivent, renferme

encore une fonction arbitraire de |j), mais cela n'a aucune importance pour ce

qui suit.
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et sar C a la condition

ou Wj. indique la normale interieure a C dans le point s. Soit

(2) G (xy, grj) = - log r {xy, |»j) + ^ {xy, |ij).

Les formules fondamentales d'oii d^conlent tons les raisonne-

ments de M. Hilbert sont la formule

(3) .u{6) = --^j A--'^v{s)ds + -^j u{s)ds

[form. (6), pag. 311]

— qui donne les valeurs de la partie reelle u d'une fonction

u + iv d'une variable complexe, donnee dans le champ int^rieur

a C, par les valeurs que prend sur C le coefficient v de I'imaginaire

— , et les formules analogues (7) [pag. 311], (11) et (12) [pag. 314]

pour les valeurs de v et pour le cas du champ ext^rieur a C.

La fonction 6f (s, a) est singuliere dans le point s ^= 6 , mais

M. Hilbert remarque que log r (s. e) a la meme singularity que la

fonction log

etre mise sous la forme

-sm-^(s-a) et il en conclut que G (s, e) pent

(4) Gis,0) = -log\^sm^{s-6)\ + A*{s,0)

A* (s, (?) etant une fonction partout reguliere. D'ou il suit qu'on a

(5)
^^

=
-J

cotg -j{0-s) + ^-^-^ [form. (5) pag. 311]

et qu'il suffit de prendre dans la formule (3) comme valeur de I'in-

tegrale la valeur principale, et en outre que dans les equations

integrales deduites par M. Hilbert la partie singuliere de ces fonc-

tions disparait completement.

C'est cette derniere conclusion relative a la fonction A* (s, a)

qui ne me semble pas tout a, fait exacte. Car la fonction A (xy, |jj)

est une fonction reguliere de xy, |r) seulement quand des points

i,r] et xy I'un au moins n'appartient pas a C, mais , lorsque les

points viennent tons les deux sur C, elle aussi aura une singxilarit^

:

et d'autre part A* (s, e) ne differe de A {s, e) que par une fonction
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partout reguliere. Heureusement — et c'est ce que je me propose

de montrer — la singu]arit(5 de A (,<, 0) est d'uno nature tout a

fait analogue a la singularity de — log r (•«, 0) ; de maniure qu'il

suffira d'^crire a la place des formules (4) et (B) les formules

Gis,0) = -21og
I . 7t , ,— sm --,- (s — 0) + A* (.s, 0)

dG (s, 0) n It , It , , dA* (so)^^^ = 2^cotg^(a-s) + -
'

ds I ° I ^ '^ ds

pour que la nouvelle fonction A* (3,0) soit reellement une f'onction

reguliere de s et de 0, et qu'on puisse rep(5ter tous les raisonne-

ments de M. Hilbert.

II est done question d'etudier la fonction A {xy, i,ri). Si nous

la determinons par la methode de Robin, A {xy, I?/) sera donn^e

par la formule

^ {xy, bi) =
-2^

J log r {xy, s)cp{s; ^rj) ds

on la fonction <p (s, ^jj) est la solution de I'equation int^grale

1 r d log r{s,0) a log > {s, gw)
,

2a

(Equation que nous savons avoir toujours une et une seule solution.

Posons

f{s,^ri) sera une fonction toujours reguliere meme lorsque I?; vient

sur C. En effet la fonction & \ ' / ggj. mjg fonction reguliere,
(in,

et f{s, i,ri) n'est autre chose que le potential de double couche qui

, d log r (s, e)
a pour moment ° '

'

Si nous posons done

la fonction tp sera une solution de Tequation integrale

et elle sera done une fonction de s et de |/; reguliere meme quand
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|f; vieiit sur C: nous pouvons dire que la fonction f(s,l^rj) devient

alors la fonction t (s, s) qui est la solution de 1' Equation

, 1 /* dlosr(s,0.) . ,, d\ogr(s,0)
^^ ' ^ ' 27t J^ 6)1,

-^v 1. y . g„^

_ J_ r a log r (5, g.) eiogrK,g) , 2n;

2^Jc an, dn„^
""^'^

I

On aura done

A {xy, U) = -^/ log »• (^y, s) ^^"gjj^"'^''^ d. + £ {xy, In)

ou

est une fonction toujours regaliere.

Supposons maintenant que, xy etant a I'intcrieur de C, |(j

vienne dans un point de C: nous aurons alors de la formule pre-

cedente

A {xy, g) = - log r {xy, g) -^^j log r {xy, s) °^'^^^'^'
^'
ds+E{xy, s).

Et maintenant il suffit de remarquer que I'integrale de cette der-

niere formule est un potentiel de simple couche dont la densite

est toujours finie et reguliere, pour en conclure qu'elle est encore

reguliere meme quand xy vient sur C; et qu'on a done

A {s, g) = - log r (s, g) + E, (s, g)

oil E^ {s, g) est une fonction partout reguliere

q. e. d.

Je remarquerai encore que la propriete que nous avons dd-

montre pour la fonction A {xy, ^rj) est analogue a la propriety

bien connue

lim g {xy, Itj) = log r {xy, g)

qu'appartient a la fonction harmonique y {xy, ^t]) definie par la

condition de prendre les memes valeurs que log r {xy,^r}) sur le

contour C;
f
ropriet^ que Ton dMuit aist'ment de la formule

9 {^y, In) = dih, ^ij)'
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SUL PROBLEMA DI CAUCHY

PER LE EQUAZIONI LINEARI IN DUE VARIABILI

A CARATTERISTICHE REALI.

Nota del dott. Eugenio Elia Levi

§1.

! Sia I'equazione lineare di ordine w:

P»ii (-^ y) PM + Pn-\ 1 (a- y)pn 11+... + Pan {x Ij) pon —

= S aim{xy)pi,n^a{x y)z ^ f(xy)
l+m<n

I
( Ij

Chiamiamo a, ot.^ . . . in le radici dell'equazione

P»(i (X ij) a" + P„_i 1 (X y) a»-l + . . . + Pon= , (2)

e suppoiiiamo die in un cainpo 3 del piano xy queste siano tutte

reali e distiate od anche in |)arte coincidenti: come e noto, esiste-

rauao in 5 dei sistemi di curve a soluzioiii dell'equazioue differen-

ziale

'^^M(xy) = Q: (3)
ax

le curve caratteristiche per I'equazione (1). II problema di Cauchy

per I'equazione (1) si enuncia allora uel inodo segueute: Data in 8

una curva •( non mai tanyente ad una curva Ci detenninare una

soluzione di (1) cheinsieme colle sue derivate dei primi n — 1 ordini

prenda an ; dei valori assegnati a priori.

Per risolvere questo problema si presenta naturale di ricorrere

al metodo dello successive approssimazioni che coatituisce forse fin
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qui il piu potente mezzo di investigazione in queste ricerche. fe

utile indicare brevemente quale e la diffieolt^ che si tratta di su-

[lerare in questo ordine di ideo. Poniamo

X-=^-..-^; (4)
dx oy

sara Xi un siinbolo operatorio di derivazione : precisamente sara

Xi a meno di un fattore di proporzionalita . ::: il aimbolo delta

derivazione secondo la tangente a c,-. Ed e ben chiaro che se iioi

sviluppianio il prodotto siinbolico A'', X, . . . Xn , i termini di ordine

n dello sviluppo coincidono a meno del fattore P,iO coi termini di

ordine n dell'equazione (1). Supponiamo, — e studieremo in altra

Nota quaudo cio e po8sibile — che I'equazione (1) si possa por-

tare nella forma seguente

X, X,... Xn z = 'lb:,i,.j, {xy) X, Xi, ... X^ * + a {xy)z-^f{xy). (5)

Nel metodo delle successive approssimazioni si usa alia (5) so-

stituire il sistema di equazioni

X X---X^, =/"(.r,v)
,

X, X2 . . . X. zj = i hi,i,.j^ {X y) Xi, X, . . . X, zj-i + (6)

+ a{xy)zj-i+f(xy) (j = 2,i,...) ,

e determinare la z quale limite delle funzioni zj cosi ottenute. Ma
afBnche tale procedimento sia legittimo occorre prima sapere ri-

solrere il problema di Cauchy per Vequazione pMra(*):

X,X....XnZ = f(xy] (7)

qualunque sia f{xy)\ e cio non presenta difficolta poiche la z si

ottiene immediatamente coa convenieuti integrazioui lungo le curve

caratteristiche ; ma cio uon basta: per poter formare i secondi mem-
bri delle equazioni (6) e dimostrare la convergenza delle zj, occorre

ancora fare vedere che la z soluzione di (7) ammette le deri-

(*) Dico piii-ci questa eqiiazioue : un'f'i|\uizione pura 'f oinogenea solo

qiiando le «< souo tutte costanti.
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vate dei primi n ^ I ordini od almeno che su essa si j>u6 operare

coi siinboli Xi,Xi,...Xii che coinpaiono nei second! membri

di (5) e cio, se si vuole restare nel campo non analitico, sema

fare alcuna ipotesi siilla esistenza o meno delle derivate della

f(ocy)(*). Ora la forma di (7) non dice immediatamente che cio

sia possibile, poiche da essa risulta soltanto che sn di quella solu-

zione si puo operare successivameute con Xn , Xn-i,-.., X^, Xi (**).

(*) Invero, se per otteuere clie suUa s sohizione di (7) si puo operare

con qualcuna delle A',-, X<, . . . A',j (per es.: per provare che su z si puo

operare con tutti questi simboli di ordine w — 1 che compaiono nel se-

condo memVjro di (5i), si dovesse ad es. ammettere die f(-ri/) avesse le de-

rivate prime, si vede subito che non si potrebbe procedere nelle successive

approssimazioni seuza dimostrare che la z soluzione di (7) in tale ipotesi

ammette anche le derivate di ordine «, o che almeno tutte le Xt, X{, ... Xi^ z

hanno le derivate prime. Onde piii correttamente forse dovremmo dire che

perche si possa applicare il metodo delle successive approssimazioni oc-

corre esista uu numero s tale che se /'(* y) ammette le derivate di or-

dine ^s, suUa 2 soluzione di (7) si possa operare colle Xt^Xi, ... Xi^ e che

le Xi, Xi^ .. Xih « abbiano tutte le derivate di ordine ^ n -+ .s necessarie a

costruire le derivate di ordine s dei secondi membri delle (6).

(**) E questa diffioolta, io credo, il massimo impedimento nell'appli-

cazione del metodo delle successive approssimazioni, ed in essa si deve

scorgere la ragione delle limitazioni poste dai vari autori nell'uso di

esso. Dopo che il Picard nella sua classica Memoria del Journal de

mathematiques del 1890 applico il suo metodo alle equazioni di tipo iper-

bolico di secoudo ordine liueari, per cui la questione posta piii sopra

si risolve facilmente, il metodo delle approssimazioni successive fu stu-

diato da molti autori. II Delassus ed il Le Roux in varie Memorie degli

Annales de I'Ecole twrniale sup. (1895) e del Journal de matheniatique.s

(1898, 1900) dimostrarono che si puo applicare al caso analitico : e chiaro

perche allora la difficolta non si presenta. II Bianchi ed il Nicolbtti

(cf. varie note nei Rendicoiiti della R. Accademia dei Lincei 1895, 1." seme-

stre; e specialmeute per qiianto qui importa la Memoria del Niooletti,

Sulla eatensione dei metodi di Picard e di Rieinann ad una classe di

equazioni alle derivate parziali, Atti della li. Accademia delle scienze

fisiche e mat. di Napoli 1897, serie ii, vol. viii, pp. 1-22) estesero il

metodo delle successive approssimazioni a tipi di equazioni — e di si-

stemi di equazioni — in cui uno solo era il termine di ordine n e questo

della forma ~z ~~
j

~
7, . mentre le derivate di ordine inferiore che

comparivano nell'equazione contenevano al pii'i /, derivazioni rapporto ad

Xj. 11 FiiitiNi [Su alcime nuove applicazioni dei metodi di Picanl e di Hic-

mmiii alia teoria delle equazioni alle derivate parziali, Atti della Acca-
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Osservero ancora che beii soveote occorrera pero iioii solo (ii-

inostrare che la z ammette le derivate di orditie n — 1, ma pure

che la z ammette proprio le derivate di ordine h; cosi cio sara

necessario qiiando si vofflia paasare dallo studio dell'equazione (5)

all'equazione (1), e cioe iion si vofi-lia eoiisiderare Of^nuna delle

Xi,Xi,. .. X,\ come uii uuico simbolo operative: nia allora si potra

anche fare delle ipotesi couvenienti Bulla natura della f(,xy) che

compare nell'equaziotie (7).

In quanto segue io mostrero die (|uaiido re(|uazioiie e del tipo (5),

sia che le X; X^. • Xn siano distinte, sia che noii lo siano, la dif-

fieolta si puo superare. E mostrero in aUro lavoro che a questo

tipo si possono portare tutte le equazioiii a caratteristiche reali e

distinte : mentre per le ecjuazioiii a caratteristiche non distinte tale

condizione impone realmente delle limitazioni. Si terra inoltre come

norma di determinare dei campi di valori per xy, in cui si puo

accertare I'esisteiiza delle soluzioni e delle lore derivate, dipeudenti

soltanto dalle limitazioni cui soddisfanno le funzioni che com-

paiono nell'equazione e nei dati iniziali, perche cio e necessario

per una ricerca analofra relativa alle equazioni non lineari che

sara pubblicata altrove (*").

2. Richiamero ancora una osservazione g'enerale che ci tornera

utile piu tardi. Oon una conveniente trasformazione sulle variabili

deinia Gioenia di Catania, serie iv, vol. xviii (1905) Memoria v) stiidia

il caso che I'equazione sia della forma (5) del teste, ma che le operazioni

A',, A'j ,. .. Xn siano a due a due permutabili, condizione qiiesta che gli per-

mette di superare facilmeute la difficolta notata sopra. Pero a pag. 25-26

di questa Memoria si trova un'acuta osservazione che permette di esten-

dere il metodo ad altri casi : suU'applicazione sistematica dell' osserva-

zione del Fltbini si t'onda la trattazioue che daremo in seguito. Ricor-

dero ancora due recenti lavori del Burgatti e deH'HoLMGRKN. II Bur-
GAT'i'i (SulV esteiisione ilei metodo di integrazioite di Hiemann alle equa-

zioni ecc. Rendicout.i della R. Accademia dei Lincei IHOB (2." sem.) serie

V, vol. xv, pag. G02-6'>9) afterma che il metodo riesce, ma non rileva ne

diseute la difficoltii sopra notata. L'Hoi.mgrkx, (Siir rexfeimioii de la me-
thode d'integration de liieviann, Arkiv for Matematik, Astronomi och

Fvsik. Bd. I. 1903-1904, pag. 317-32G) promette di mostrare la risolubilita

del problenia di Caucliy per le equazioni di 3." ordine a caratteristiche

distinte in una Memoria succe.ssiva: ma tale Memoria non fu pub-

blicata.

(**) E. E. Levi, ,S'«^ problema di Cauchi^ per le equazioni a caraiteri-

atirhc reali e ilisti}ite. Rend. delPAcc. dei Liiirei. \ol. xvil. 1" seni. 1908.
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a; ed 2/ poasiamo fare in modo che la curva iniziale y sia I'asee

delle y. e poi cou un ulteriore cainbiamento della funzioiie inco-

fjnita 3, e precisamente sostituendo alia z la z-¥ u, u iiidieaiido

una funzione che preuda insieme colle derivate dei priini n — 1

ordini, i medesiini valori iniziali ohe deve prendere la z, possiamo

sempre ridurci al caso in cui la z debba annullarsi sopra I'asse

delle 1/ insieme colle sue derivate dei primi n — 1 ordini.

L'ipotesi che y non sia tanji^ente ad alcuna caratteristica si tra-

duce allora nell'ipotesi che P„n{xy) sia sempre diverse da zero pel

tratto dell'asse delle y che si considera, e quindi in 5, qualora si

assuma questo campo convenienteniente piccolo. Potremo supporre

anzi Pno(^?/)=l^ e cosi faremo d'ora in ])oi.

§11-

1. Nel S precedento abbiamo ripetutameiite accennato come il

simbolo

X =^+.^ (1)

si possa e si debba sovente interpretare come un unico simbolo di

derivazione; e precisamente a meuo di un fattore di proporziona-

lita rappreseuti la derivata secondo la taugente alle curve c defi-

nite dall'equazione difFerenziale

g = M..). (2)

Occorre fissare meglio alcune proprieta di questi simboli e di

alcuni altri connessi con essi, che useremo coutinuamente in se-

guito e richianiare e precisare alcuni teoremi, in sostauza noti.

Se si suppone che in un campo 3 il quale contenga I'asse delle y

od un tratto di esso e sia, per comodita, interno alia striscia

\x\ < I ("i, la funzione ^ {x y) sia finita e continua e rapporto ad y
e soddisfaceia alle condizioni di Lipschitz, e chianiiamo ilf il massinio

valore assoluto di essa, per ogni panto interno a o passa una ed

una sola soluzione c di (2) ed essa e incontrata al piii una volta

(*) Si pwo sempre del rest.) i-iportarsi a questo caso restringemlo S,

oppure facendo una trast'ormazione di variabili .x' = 7 aj.
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(la ofiiii retta x - coat. : e se indichianin la ourva c che passa

[ler il punto x ^ 0^ // ' 'i con

2/ = ? (a? •',), (3)

le vnriabili x r, possono assumersi quali variabili coordinate no!

campo 2, forniato dal massinio rombo contenuto in 5 avente una

diaffonale A B sull'asse delle ;(/, ed i lati paralleli alle rette di

eoefficiente anj^olare -*- M e — M: infatti la curva c paseante i)er

un punto di 2, avendo eoefficiente anfjolare iuferiore in modulo

ad M, dovra incontrare di uecessita il segmento A B in un punto.

Se di piu si suppone che ^(xy) abbia derivate prime finite e

coutinue e supponiamo ancora che in 3 esse siano inferiori ad M,

esisteranno ancora le derivate 7— ,
-—

„ , r , ;; tt- "er quanto
cx' CX-' r-f, d' dn

riguarda —^ e ^-^ si ha imniediatamcnte dall'equaziono (2) me-

desima

— = a ( r (/) = X (a;, 9 {X /,)) ,

(4)

Per quanto riguarda invece le altre derivate, cio e conseguenza

d 'i c^ ^ d ^\
di un noto teorema (*): precisamente posto -— = *, ,

-—-^-= —^—

e a, (j:r)) = l
—-—

^

si ha che tpj soddisfa all'equazione

-^-^x (xr,)-i.: onde ricordando che 9 (0 •/))=/) , !f,(0'i)= 1 sara
CiX

X X

c* -o
' doc d-ri

(*) G. Peaso, Geiieral/ta sulk I'ijimzioni differenziali urdinarie, Atti

della R. Accademia di Toi-ino, Vol. .53 (18'l7-98), pag. 1-18. Alcuni amii

dope il teorema medesimo fvi dato da E. LiNDEaxiFF, Demonstration de

quelques thiorenies sur les oquattons dlffi'i-piifii'llos. .Toiiriial dp matliema-

tiques 1900, serie v. vol. fi.
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Segue dalla prima delle (5) che --- non si annulla mai in ?! che
1

anzi si ha

e-^"<e-^i^l< ^ <e^\'\<e^. (6)
n

Cio posto, col dire che suUa funzione fixy) si puo operare coH'o-

peratore X non si vuol dire altro che, se e f(Xr^ — f{n-, » (.r '))),

., dl
e8i8te -—

:

(JX

2. Accanto agli operatori Xfh utile considerare gli operatori

inversi X~^ f, i quali fanno passare da una funzione assegnata

f{Xy), alia funzione zixy), la quale soddisfa all'equazione

Xz = fKxy) (8)

e si annulla suU'asse delle y. Questa condizione detertniua la

z (X y). Posto z Or r,) = 3 (a;, <? (x /i)), f(r. n) — f(x, * (x a)), la soluzione

X

oercata esistera in tutto Oj e sara data da z{xr{) = \f{xi\)dx: in-

dicheremo con X ifappunto il risultato di tale integrazione. L'o-

peratore X""' e quindi nn operatore integrale, inverso di X : In

simboli scriveremo

XX-i = X-iX= J

I indicando I'operatore identico e cioe tale che lf=f qualunque

sia f(xy). X~^ ^ definito in tutto 5, e per ogni funzione finita e

continua in Oj (*). Se la funzione f{Xy) soddisfa ad una liniitazione

del tipo

\f(xy)\<F\x\i (9)

F e t essendo numeri positivi o nuUi, si avra la distiguaglianza

fondamentale :

\X-^f{xy)\<—l—F\x\'+K (10)

(*) Basterebbe che f (xii) fosse integrabile rapporto ado": e perche su

A'— 1/" si possa operare con A' e risulti soddisfatta la (8) basta che ^' (xn)

sia coiHinua rapporto ad x.
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Queste proprieta della soluzione deU'equazione (8), nulla suH'asse

delle y, valgono ancora per I'analoga soluzioue deU'equazioiie li-

neare jj^enerale

Xz + a(xy)z = f(xy. (11)

Si ha invero che z e definita iu tutto o, da

-1
,

-ii
-Xa

I
Xa

z^e X-^\f{xy)e I; (12)

e quindi, se a (x y) e setnpre in Oj < M, in modulo, sark

\z\<K,j^F\x\t-^\ X, =:e^^. . (13)

3. Siano

gar g?/ d^ dy

due opera tori analoghi ad X: supponiamo senz'altro che in Sj, a,

ed otg abbiano le derivate prime continue ed inferior! ad M in va-

lore assoluto e supponiamo inoltre che jc, ed «2 siano eempre dis-

uffuali e che \t- sia il massimo valore assoluto di in 5,. Se
a, — ^2

allora indichiamo con fj (.r yij), cpj (x r]^) le funzioni analoghe alle (3)

relative alle X^ ed X^ e facile vedere che le formula

y— fi (^ Oi) - 0, y — OfzKX -fii) = (14)

danuo un cambiamento di variabili regolare in Sj
. Infatti si os-

aervi intanto che i jacobiani dei primi membri delle equazioni

precedenti rapporto ad x y, e rapporto ad Oi lo sono rispettivamente

«! — oiji e -T-^ 7"^
; e quindi per le ipotesi fatte, e ricordando (6) sono

in 0, sempre in modulo compresi fra 2 Jlf e — , e fra g-^if ed e^^.
jJL

Onde in Sj si potra certo assumere -i, ed /ig come nuove variabili.

E ricordando che esistono le derivate prime delle <fi e tp, e sono

continue si vedra subito che le 2;(/i, ?;,), (/(/], r),) che si ottengoiio

risolvendo (14) ammettono le derivate prinle finite e continue; e

siinilmente che esistono e sono finite e continue le derivate delle

Il (x y), 1I2 ix y). E di piu osservando che esistono pure e sono finite
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e continue le ,.
;;— , t— ^— i se si pone

1^

—

=?iCiri2), la

—

= fa C'lOa),

si avra clie le funzioni *i e ^, ammettono rispettivamente le de-

rivate|^,|^.
^2 Oi

Premeese queste osservazioni, si uoti che nelle nuove variabili

si ha

X,/^ = (.,-a,)--l- 1^, X2f=(»2-a,)-i- 1^. (15)

?2 'li -Pi f 'Oi

E di qui segue intanto, per le proprieta notate della trasforma-

zione (14), che se sm di una funzione f{xy) si pub operare cogli

operatori Xi ed X^ , ed X,f ed X-, f risultano funzioni continue,

la funzione f(xy) ammette entramhe le derivate prime rapporfo ad

X ed y. ^ si puo allora interpretare X, ed X2 non piu come sim-

boli derivatorii, ma come combinazioni lineari delle due derivate:

e si potra quindi scrivere

-iz
= ——(-2X,-^,X.^ /- = —^ (Xi - X2)

;

ga; xj — X, d y -^ — 0=2

dalle quali segue che, se la funzione fiXy) e tale che

|X,/-1<P, \X,f\<P (16)

(P essendo un numero od una funzione di Xy), esiste un nmnero Vj

dipendenie da M e i^ soltanto (ed aifatto indipendente da P) tale

che si ha

I Ic'^ 82/ J

4. La stessa trasformazione del numero precedente ci permette

aucora di studiare la aoluzione dell'equazione pura di secondo

ordine

X, X,z = f{ry) (18)

ohe si annulla sull'asse delle y insieme coUa X, . Essa e data, come



PKOBLBMA DI CAUCHi: PilE LE EQUAZIONI LINEAUI, ECC. 417

e uoto, da

ma in tal forma compare soltanto che su di essa si jnio operare

successivamente eon X., e con X^ . E notevole che su z si piio ope-

rare anche con A'l e com X., Xi : basta iiivero osservare che intro-

ducendo coUe (14) ie variabili o, ed Og, essa diviene della forma

^a"if-^^2|^= ^^^V) (20)

Ai, Ai essendo funzioiii di a,, a^ delle lore derivate prime e delle

-—^, ——
,
——, -—-; e hi soluzione z dell'equazione (1^) niiUu iii-

8 ii d 'Os d M d ')i

sieme con X-zZ suU'asse delle ?/ diventa la soluzione di (20) nulla

sulla /], = 1, insieme con la -—
. Allora la teoria deU'equazioiii

lineari del secondo ordine ci dice bene che tale funzione ammette

/) /)^

ancora la —^ e la -—:-—5 ; e cio prova il nostro enunciato (*). Coi
3

1"* dVofr
nostri simboli possiamo dire sef(x y) ^ una funzione finita e continua,

la z^Xi Xi f(''y) ^ tale che si pub su di essa operare colle

Xi , X-} , X2 X] , Ai X-j

.

Ci importa dedurre alcune limitazioai per la funzione z cosi ot-

tenuta quando f{xy) soddisfaccia a (9). Si ha allora per (10)

; (21)

\Z\ = \X2' Xy' f(Xy) \<_-^^^F\X |'+2.

Si osservi poi che siccome le ocj, »•, ammettono le derivate prime

(X, X2) = X, X, - X, X, = \ (X, - X2), (22)

dove si e posto

(*) E foi'se opportune iiotare come iu questa deduzioiie, che coincide in

sostanza col teorema della inversione delle derivazioni, abbia ufRcio as-

solutamente essenziale 1' iputesi che X^z ossia -^— sia nulla inizial-

mente

.
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A, e funzioiie sempre fiiiita e continua in Jj. in modulo inferiore a

2 M a (M -f- 1). Onde sefjue che la Xj z, di cui sopra si c provato

I'esisteiiza, e soluzione deU'equazione

X, (.Yi z) + >2 (X, 2) = /'(a; y) 4- ).2 Xa 2. (24)

Jla per le (9) e (21), si ha, ricordando che
]

a;
|

< 1, t^O

!n^y) + >.X.(.)|<F(i + g ^;^^+')^-)|.|.<

<F(]+2ilf (.¥+l)a)|.r|< ,

onde, applicando a (24) la (13) sefj^ue

\X,2\<k-^-- F\x\'+i (^ = e2.»/(.w+i)„(i+2i¥(.¥+l)iA)). (25)

Dalle (21) (25) poasiaino quindi raccogliere che esisfe un nu-

mero H^ dipendente soltanto da M, u- tale che se f(xy) soddisfa

alia limitazione (9) la funzione 2= X2 Xi f soddisfa alle disu-

guaglianze

:

(ff, := e-'M(M+i)M (1+2 M (i¥+ 1) [A))
) (26)

\\X,z\AX,z\]<H,^-^-^^F\xY^K

Si noti che i'ultinia disuguaglianza dice in particolare che le

X^z, Xj 2 e quindi entrambe le derivate di z souo nuUe sull'asse

delle y, il che del resto e evidente direttamente.

§ nr.

1. Siaino ora in grado di procedere alia dimostrazione della

risolubilita del problema di Caucliy per le equazioni del tipo (5)

del § I.

Premettianio una osservazione generale. Quando consideriamo

un prodotto sinibolico di operatori X;, noi supporrenio che le ««
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amiueftaiio almeiio taute derivate quanto convieno perohe i prodotti

simbolici si possaiio effettivamente sviluppare per lo derivate dei

vari ordiiii. Si \nu> aliora seiiipre supporre che nei jirodotti simbo-

lici che cniiipaioMu iiel secondo lueiubro i;\\ iiiilici /j, /j,..., ii, siano

sompre creseenti come nel prime mcmbro; poiche presi due ope-

ratori diversi Xi Xj si ha Xi Xj Xj Xi 4- '»'ij(Xi — Xj) (dove ',7

ha sigiiificato analofro al '^ dato dalla (23) del S 2): 8e{,'ue che

si puo sempre scambiare in un prodotto simbolico I'ordiue di due

simboli introducendo solo nuovi prodotti simbolici di ordiiie infe-

riore, (juaiido le ^ ammettano tutte le derivate che compaioiio nello

sviluppo del prodotto simbolico coiisiderato ed in quelle permutato.

D'aitra parte il fare I'ipotesi che iiei prodotti simbolici che con-

aideriamo t;li indici degli Xi siaiio sempre creseenti ci pormette

evideutemente di fare la massima economia possibile nelle i|)otesi

relative ai coefficienti »•(

.

Per fissare le idee cominceremo dailo studiare ii case in cui I'e-

quazione (5) abbia tutte le caratteristiche distiute. Siano aliora

Xi, X2,..., Xn n operatori

:

X- ^--^ f+^i-f: (1)

e si supponga che le 'j- si possano ordinare per niodo che in un

canipo 'J contenente un tratto dell'asse delle ;/ ed interiio alia stri-

scia
!

(^^

I

< 1, 3(i abbia le derivate dei primi / ordiiii, fatta eecezioiie

per an per cui basta supporre che esistano le derivate di ordine

<n — 1. E consideriamo I'equazlone

(2)

X, X., ... Xn z = lb,;i,...i, (
'•

>/) X,; X-. ... Xi,. z +ai r,i)z +fUry)
)

(1 5 (1 < /a • • • <ihS u, h<n — 1). )

Indicheremo i prodotti simbolici di ordine h

Xi, Xi, ...Xi,
'

{\<h<...< ih S n)

che possouo entrare nel secondo membro di (2) con 7?''''
: essi si

ottengono sopprimendo n — h simboli X, dal prodotto Xj X«... Xn-

Cosi si avranno n simboli i?'"— •' : dati dalla formula

iil""" = X, X2...X-1X+1...A',, (J =!...«). (3)
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Supporremo die in 3 sia M il massinio valore assoluto delle «i e

delle derivate delle a, che sopra abbiamo ammesso esistere, i>-
il

mas8imo valore assoluto di i'^'^J}, il\ il massimo valore
a; — Xj

assoluto di hi,i,...h {ac y) e a.(Xy), ed iiifine che per fwj/) si abbia

\f-{xy)\<F\-r\t (4)

F e t essendo numeri positivi o milli.

E dimostreremo che nel compo 2, fornito dal massimo rombo

contenuto in 3 avente una diagonale snll'asse delle y ed i lati pa-

ralleli alle rette di coefficiente angolare + M e — M, esiste una ed

una sola funzione z su cui si pud operare coi simholi i?*'\ It^^\...,

i?(»-i', A'lXa.-.Xn, che soddisfa a (2), e si annulht suW asse

delle >i insieme colle funzioni X„z, X«—iXnS,..., X2 X^ . . .XnZ.

Di pill esiste un numero K,, dipendente soltanfn da M, u, M, fale

che si ha

\z\<K„—-^F\x\'+", \B^iiz\<K..-^-F\x\t+"-\..., '

(5)

\Ii("-')z\<K„;^^F\x\'+K 1

Insisto sul fatto che K„ e funzione di i¥, u, l/j soltanto e non

dipende da i^ e f : io indichero sovente con K,, {M, i^, M,) per met-

tere in evidenza i numeri da cui dipende.

Si osservi ancora : 1." Dalle (5) segue che non solo sono nulle

BuH'asse delle // le funzioui z, XnZ, Xn--\ Xti z,...^ X.^ X<^...Xn z,

come si chiese uelle condizioni imposte a z, ma che di conseguenza

sono pure nulle tutte le R'-'l z (*). 2." In tutto il campo ?, haiino

sense i simboli Xt (§ TI, n.° 2).

(*) Segia sapessimo che laz ammette le derivate, e noto come un simili'

risultato si ottenga immediataraente, poiche basta supporre che sull'asse

delle y, z sia uulla insieme colle derivate successive dei primi ordini

rispetto ad una direzione diversa dalla a"= cost, per dedurre oli,e tutte

le derivate di ordine ^n— 1 sono nulle. Qui notianio esplicitameute

il fatto analogo relative alle operazioni 7i'{') z come conseguenza delle (5),

perche ancora non abbiamo mostrato che la z ammetta proprio le derivate
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Se I'equazione e pura, il teorema si completa e si semplifica : La
soluzione dell'equazione pura

X^Xi...XnZ^f(xy) (6)

che si annulla insieme con X„ z, Xn—: X„z,...^ X„X.f...X„z sul-

I'asse delle y d data

z=:Xn^ X7-i...AT^ XT^fiac y). (7)

Valj;:ono relazioni aiialoj?he alle (5): qui pero e ilfi=:0, percio

indicheremo la Kn {M, i^, 0) con H,, {M, i^) ed avremo che la fun-

zione (7) soddisfa alle Umitazioni

:

1
2 <Hn~j F\ X i'+'', I

Rmz\ < H„^ F
\

x !'+"-,...,
,

(8)

i?('' -^^z\<Hn j-]-r F\x\t+K
\

t + 1

Dimostreremo insieme questi teoremi per induzione completa,

mostrando successivamente che : 1.° se il teorema e vero per I'equa-

zione pura di ordiiie n, e vero aiiche il teorema per I'equazione

generale di ordine n ;
2.° se e vero 11 teorema per requazione ge-

nerale di ordine n — 1, e vero anche quello per Tequazione pura'

di ordine n.

Siccome dal § II segue che il teorema e vero per le equazioni

pura e geuerale di 1.° ordine (n.° 2) e per I'equazione pura di 2.° or-

dine (n." 4), il teorema risulterk vero in geuerale. Si noti che dalle

formula (10), (13), (26) del § II risnlta H^ = \, A\ = e'^^ , H^ =
= e2A/(jtf+i)« {i+23f{M+ 1) u.).

2. Nessuua difficolta presenta la prima parte della diniostra-

zione : basta applicare il metodo delle approssimazioni successive.

La funzione cercata si ottiene come somma della serie ^i + 2 ^< dove

Zi e ^1 sono determinate dalle equazioni

X,X„.. Xnz,=f(xy) ^

X^X.2... Xn ^1=2 ii,ij...u Xi, Xi, . . . Xi^ z, + a {X!/)z, < (9)

X^X2...Xn 'y= 2^>.'2-'(. X,\Xi^...X,\l^j-\ + a{xj,/)':j-] (;^2). '

Applicando ripetutamente il teorema relativo alle equazioni pure,

si vede che queste successive equazioni determinano pienamente
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le Zi, ?i. Si osservi clie il nuinero dei termini i qualicompaiono nei se-

coudi membri di (9) e certo minore di h + L I +... ( _. I + 1 =2" — 1

;

si ponga «, =2" — 1. Allora le disuguaglianze (8) danno, ricordaiido

che
I

a;
1
< 1 e poiiendo H,, = H,, (il/u-),

Z ~T~ 1

R-n^\<H.^^-^-F\.r\'+',...,

?>
I

< Hn

J?(«-l) ?,
I

< //„

{H„niM,)^'

t+2 t+

[

H„ H, M, 1

(10)

t~2 t+ [

I

\m'Kj\<H„
(Hnn^M,)^ 1

F\ .r l'+2.

F\x\t+J+>\

\m"-^)^j\<Hn

{t+2)(t + 3)...it-^j+l) t + 1

{HnthM,)J 1

~F\ r\t+"+J-\...,

F\X':t+J+i.
«+2)(t+ 3)...«+y+l) t - 1

Dalle quali segue che 2, + 1 ?, ,
i^d' z, + Z -K'l' C/ ,

jj(n-i) z, + 21 i?("— •) Jy , e, iu conseguenza delle (9) medesime, anche
1

oo

Xi X2 . . . XnZi + Y^X-^ X^. . . Xn V 1 convergono uniformemente iu
1

5, e quindi la prima di esse rappresenta una funzione z su cui si

puo operare colle i?'"-'') e con X^ X^ . . . Xn e che soddisfa alia (2)

ed alle condizioni iniziali. E per essa infine, poiche 1j;|<1, val-

gono le (5) dove si ponga

Kn(M, u, Af,) = S„(i¥, u:)e^"".Jtf.. (11)

Alia dimostrazione del teorema di esistenza si connette subito

qiiella del teorema di unicita. Si amrnetta infatti provato che I'e-
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quazione piira ha utia sola soluzione — la soluzione z che soddisfa

alle (8) — ;
presa una qualunque funzione z a priori nota aoddi-

sfacente a (2) ed alle condizioni iniziali assegnate, le differenze

_ _ _ i

e—Zt, ^, = 2 ~(2i + Sit, Ci=0 — (^i 2] ^i) si determine-

ranno dalle equezioiii successive :

X,Xg ...Xrt so= ^i', IJ..IJ, Xi^Xi,...Xi^z-\-a(:iCy)z
;

- - (12)

X,X^...Xn^i = S*,-, ,•,..,•„ X-, Xi, ... Xi,li-i+a{.ryKi-i a ^ 1).

)

Ed applicando a questo sistema i raKionamenti fatti sopra per il

i

sisteniaO) si deduce lim ?t=0 ossia J=:lini Zi + ^li\'^z.c.\.(i. {*).

1

3. Resta da dimostrare che, ammesso vero il teorema per I'e-

quazione ^enerale d'ordine n — 1, esso e ancora vero per I'eqaa-

zione pura di ordine n. Ora intanto, se I'equazione

XiX....X„z = f{xy) (6)

ammette soluzioni soddisfacenti alle condizioni da noi imposte, la

funzione Z:=:XnZ soddisfa all'equazione di ordine n — 1

X, Xa . . . X,-i Z= fix y) (13)

e si annuUa suU'asse delle y insieme con Xi— i Z, ... , X2 Xg...Xn—iZ.

Onde applicando il teorema da dimostrarsi all'equazione (13) di or-

dine n — 1 vediamo che si avra

Z= X^-l Xn-2 ...XT^ Xr^ f{Xy). (14)

E quindi la z soluzione di (6), se esiste, e iinica ed h data da

z= X7,' Z= X,7'x,7-i . . . XT^XT' fix y). (15)

Inversamente e chiaro che su (15) si puo operare con Xn'

Xn-i Xn , .
, Xj X2 X3 . . Xn , che soddisfa a (6), che si annulla

suU'asse delle y insieme con Xh z, . . . , Xo X3 . Xn z; quindi per-

che il teorema del 11. I sia dimostrato, occorre solo provare che

su (15) si puo operare con tutte le fi^*' e che sono soddisfatte le (8).

(*) Questo ragionamento e analogo a quello che si tiene per la dimo-

strazione del teorema di unicita per le equazioni diiierenziali ordinarie.

Cfr. GoURSAT, Cows (VdiKili/.ie, Gaut.hier Vi liars, tomo II, p. 372.
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Ora iu quanto la Z. data da (14), e soluzione di (13) ed il teo-

rema fu ammesso vero per le equazioni di ordine m — 1, chiamando

r**' le operazioni di ordine h dedotte da A'j X2 ... X„_i come le i?'**)

sono dedotte da X, Xj . . . Xn (*), esistoiio le r**' Z e si ha
;

1 Z\<H„-i~ F\x\^+"-\ irinz\<Hn-i~-^ F\x '+"-2,...,^

1
{''''

I

»-(»-2>Z < Hn-1 —-7 F\X\'+^ '

con If«-i = Zfn-i ( M, [J-). Onde da (15) per la (10) del § II

t -f- n — ir-f-]. f+1

Ed inoltre indicando con i?'*' le operazioni i?**' le quali con/ew-

ffono Xn come fattore e quindi sono della forma r^*"" X« , si vede

che su 2: si puo operare collei?"'', e da £''" z= rC'—^'' Z ai deduce

\m z\< l/„-i^ F\x\t+'-\...\R"-i) z < H„-i~ F \x\t+K (18)

Le (17) e (18) sono della forma (8).

Si chiamino poi RW ]q RW (Jj ordine h le quali non contengono

Xn come fattore. Consideriamo anzitutto quelle per cui /(<«— 1 (le

quali non sono che le >•"')) e sia iil''> = Xy.X,.,... Xu(l ^ i, <i, ..*

... <e\^w

—

l:,h^n — 2): I'operazione B^'')Xh sara una 5'^+''),

e quindi esisterk '\ (-r- y)= RW X„z: e la 2 si potra ancora de-

terminare come la soluzione deU'equazioue di ordine /;+l^»i-l

Xi,Xi,...Xi,XnZ= 'Hxy) (19)

che si aanulla suU'asse delle ij insieme colle Xn z, Xi^ XnZ,---,

. .
.

, Xi, Xij ... XjA Xn z (**) e tale proprieta caratterizza la z. Onde

applicando nuovamente il teorema da dimostrarsi alia (19) e ricor-

'dando che per (18) e

\^(xy)\< Hn-x :^^ F \ -r |'+»-'-

'

(20)

(*) Le /'W 11011 sono qviindi altro clie le fl**) di ordine ^ n — 2 die )iim

contengono Xn ooine fattore.

(**) Poiclie queste quantita esseudo tutte delle /i''*' s esistoiio e per le

(18) sono, come gia si noto, nuUe sulCasse delle i/.
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si deduce che esiste Z^*'*' z e che si ha

t + n —h t-\-\ n — h

Hn-l -^ F \x (+"-'•

.

(21)

dove Hh+i =^ Hii+i (M, \i) . Ed aiicora (21) e del tipo (8).

Onile lion resta che da studiaro infine ae sii z si puo operare

coila R„ = X1X2 ... Xh-i, che e runiea oporazione di ordine

n 1 che sia una R^''K (_)ra si osservi che la s si pu6 ancora

peusare caratterizzata dall'essere la soluzioiie deU'eciuazione

Xn-i Xn - = c? (a; (/), =- (.r !/)= X~'2 X;^'3 . . . Xr' Xi"' f (-^-y) (23)

che si aiiiiuUa iusieine colla Xn z sull'asse dolle y: e che per i

risultati del n. 4 del >? II esiste la Xn—\ s ed e caratterizzata dal-

l'essere nulla sull'asse delle ;/ e dal soddisfare I'equazione

Xn (Xn-\ z) -(- >« (X«-i z)= ? (ic y) - X„ X. « (24)

dove e

1 / d ('<»i — '^H—\) d^n \ d^n-\ \

Km—1 \ dx oy oy '

(25)

Per le ipotesi fatte suUe o^ii , I'm— 1, la a„ e una funzione che ammette

tutte le derivate dei due priini n — 2 ordini e tutte continue ed

inferiori ad un numero N (M :') dipe.ndente soltanto da M e u-

(e da n).

Segue di qui che al secondo membro ili (24) si puo applicare la

operazione di ordine n — 2: Xj X2 . . . Xh-2- Infatti per (23) si ha

Xi X2 . .. X„—2'i' (X y)= f(xy); inentre per le osservazioni fatte

or ora su X„
, seg'ue che su ^n si puo operare con qualunque ope-

razione di ordine ^ /« — 2, e che quiiidi Xj X2 . • • Xn—2 (>•« X« z) e

una combinazione lineare di funzioni del tipo R^'''> z con coefficienti

dipendenti solo dalle *, dalle loro derivate e dalla '^n e dalle sue

derivate di ordine < n — 2. Aramettianio ora per un istante che

su Xh—\ z si possa operare sia con X, Xj . . . X»—2 X« , che con

X]X2...X.i-2, si otterra da (24) che Xn—\z e una soluzione del-

I'equazione di ordine n — 1

X, Xo . . . Xi,—2 Xn ' — ^H . X, Xi . . • Xk-2 s
-~

)

(26)
+ X, X, . Xa . . . X„-2 ? + . . . -f X, X . . . X,-2 A„

. C = /. (y) )
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dove si po8e

/ iXy)= X, X,... X„-2 [o (x y) -X- K X„ Z] ^ f [3Cy) + ^v J?"'' z

Ora iiiversamente, se indichianio con r'''' le operazioni che si

deducono da Xj X2 . . . Xn -2 Xn come le i?"*) si deducono da

Xi Xo...Xn—2 Xn—i X,,(*), la equazione (26), che e una equazione

del tipo (2) di ordine n — 1, determina una ed una sola fun-

zioue ? su cui si puo operare coffli r''''' e con X^ X^ . . • Xn—2 Xn
e che e nulla suU'asse delle .(/ insieme con le funzioni 7-'('K, r'*^) ?,

...j"'*"~2K. Ma tale fuiizione sara necessariamente una solu-

zione di (24) nulla sull'asse delle y (**) e quindi coincide neces-

sariamente colla X>i-i 2- Quindi efl'ettivamente su X,i—i z si puo

operare con tutte le »'•'*', in particolare con X^ X^... Xn—2, e quindi

esiste i?„("-» = X, Xj ... X„_2 (X,,_i s).

Si noti ancora che evidentemente dalle osservazioni fatte sopra

per la /« e dalle (18) segue, ricordando che \x\ < 1, i^ 0, che si

puo trovare un numero iy(M\i^) dipendente solo dalle 3i, [^, N, Hn—\^

e quindi solo da M, \j- tale che

•

I

/,iXy)\ < (X (ilif fJi) 7^
1

*!* .

Inoltre le funzioni X, X2 . . . X,,—2 '•n , X, X, . . . X„—z ^« , . .
.

,

. .
.

, Xj Xj /.„ , X, "i^n sono esse pure tutte inferiori ad un numero

M\, dipendente solo da iV ed Jl/ e quindi in ultima aualisi solo

da iM e U-; oude applicando le (5) all' equazione (26) si vede che

si ha

|i?J"~'> z\ = iX, X^ . . . X„-2 (X„_i ^)| < X„_, ^^-^ F xt+i)

[^„_i= A„_, (M, a, M',)J. \

(*) yaincli le /•''''' nou sono che le -/i'"" le ijuali uou hanno come t'at-

tore il simbolo A'h-i.

(**) Invero posto Xn ? + 5« S — f (x y) — X,, Xn z =^k {x y) abbiamo da (26)

che la fuiizione IT (xi/) e soluzione dell'equazione AT, A'4 . . . A'n—2« (•''.y)=0

;

e che essa si annulla sull'asse delle y insieme con A'n_2 f (a; //),

A'n—3 A'«_2 jr (.r //),... , A'j A's . . . Xn—2'>f{ry), poiche queste quaiitita

non sono che conibinazioni lineari delle 5i ''**'?; © delle i?<*>3, e delle

A'n_2 <f
= X„—2 Xn—1 A,, a ....

, A'j As . . . .Vn-2 f = A'„ A'3 .. .X„z le qual i

sappiamo essere tutte nulle sull'asse delle y. Onde per il teorema di uiii-

cita relative alle equazioni di ordine 11 — 2 segue ohe jr (x y) = 0.
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Associando le (17), (18), (21), (27) otteniaino le (8) quivndo per

Hn (M'.'-) si |)renda il inassiuio dei tuimeri

^,,-1 (M, i^), —^^ Hh^i (M, v) Hn-i {M, \'), K„.i {M,y-, M':)^{M, u).

11 teorema del ii. 1 resta qiiindi pieiiaiiu-iito diaiostrato.

4. Possiaiiio evidenteinente toj^lierela liniitazione che^, X^-'Xh
siaiio distinte. Ove solo ?« di (lueste siano distiiite, cambiando leg-

germente notazione, potremo chiamarle Xi, X2,...X,„ e per I'os-

servazione generale fatta in principio al n. 1 potremo porre I'equa-

zione nella forma

Xi^. Zj^^.-.X,,/- z=1h'\ - '•„ (-c y) Xi'. Xa'.... X'm z + f{xy)

)

I (iJo)

(t, + Tj + ...T„, = n, ij + io + ... + im ^ n — \,Q-^ij ^. t_,) 1

e dove si ititetida Xfi = i. E questa una equazione a m caratte-

ristiche multiple secondo ^^ ^
t^, ... t„, rispettivameute. Noi suppor-

remo iti questo caso clie <x^^ y.^^ ..,x,„—i abbiano rispettivamente

almeno le derivate dei primi ~i , ti + ^2, ... ,
Tj r t-j + ... + ~m i

ordini e che -j-,,, ammetta almeno le derivate dei primi tj + -^ + ...

... + ^m — 1 ordini. Ed allora in modo perfettamente analogo a

quauto precede si puo mostrare che, mantenendo a jl/, u, J/,

,

F, t, 8, i significati attribuiti loro al n. 1, nel canipo Oj esiste una

sola fumione, completamente caratterizzata dalle condizioni che su

essa si possa operare con X]'i X2'* Xm, che soddisfi alia equa-

zione (28) e si annulli sull'asse delle y insieme colle X'mz.,

Xm—\ Xmz,- .. Xi' Xt . . XmZ. Ed esiste di piii un tiumero

K„ dipendente soltanto dai numeri M, u., M^ e dalla forma del/a

(28) — e cioh dai numeri t, t^,... ,t„, — fale che si ha

\Z, < Kn"^ F\r]' + ", Kn z\ < Xu -^ - F U) ' + «->, ...

1 4
<^^^

... X,'< X2'' ... Xln z\ < K„ 7—- Fx ' + " - '. + '' •• + '">.
1

Ed analogo teorema si ha per le equazioni pure del tipo

x,''Xi'...x];:z = f(ry\ (30)
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La diinostrazione corre affatto aiialof;a alia precedente, anzi essa

e soveiite piu seinplico.

Nulla si deve modificare alle considerazioui del n. 2: quaiito al

n. 3, debbonsi distinguere due casi secondo ehe t„ > 1 o t„ = 1

.

Se -,„ = 1 la (liniostrazione e la stessa che precedeutemente: se

T„, > I la dimostrazioDe si semplitica in quanto Fultima discussione

riesce aifatto inutile poiohe tutti jfli operatori rientrano gia in uno

del tipi t'er cui valt^oiio le disuguaglianze (18) oppure le (21).

5. Tenninereino oon una semplice osservazione. Nei numeri

precedenti ci sianio limitati a considerare le operazioni in cui i

fattori X hanno indici crescenti. Pero le ipotesi fatte sui coeffieeuti

a, ci dicono che anche quel prodotti che si ottengono da questi

scaiubiando i due priini fattori si possono effettivamente svilup-

pare: e quindi sono tra quelli che, confornie a quanto si e conve-

nuto nel n. 1, noi possiamo considerare. Noteremo che anche con

tiitti questi nuovi prodotti simholici si pub operare sulla z: cosi

ad es.: si puo operare con X2 X, X3 ... X,, Invero basta osser-

vare che se si pone X3 ... Xn 2 = ?, questa f'unzione e la solu-

zione dell' equazioue X^ Xj ? = /" (ajy) nulla sull'asse delle y: e

quindi su di essa si puo operare con Xj ed ^2-^1 in virtii dei ri-

sultati del n. 4 § II.

Milano, ISIUti. — Ti|)oLit. Reln-siiiiiii di Turati c C.
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SUL PROBLEMA DI CAU( HY

PKR LE EQUAZIONI LINEARI IN DUE VARIABIM

A CARATTERISTICHE REALI.

Nota 11 del dott. Kugenio Ei.ia Lkvi

Prosejjuendo le ricerche iiii/iate nella nota che porta questo me-

desitno titolo e pubblicata in questi Rendiconti, mi proponffo di stu-

diare anzitutto come si debba passare dalle equazioiii scritte nella

forma simbolica hi adottata alia forma ordiiiaria delle cquazioni

(i? iv); ed itioltre di studiare le decivate di online superiore delle

soluzioni di queste equazioni (=j v). Mantern") le notazioni nsate nella

prima nota. Nel J; vi dimostro un teorema ausiliare di cui mi sono

servito nel .^ v, e ohe e anche utile per chiarire quali condizioni si

impongano alle fuiizioni iniziali col eliiedere che si possa fare la

trasformazione indicata nel n. 2 del S i della nota precedente.

S IV.

1. Supponiamo di miovo da prinoii>io di avere un'equazione

19,1(1+ P,l-\l Ph 11 4- ... -f Poh (.r //) /XlH = S '"'" (''
.'/) Phn -^

1

a {X y) z + f(.r y) pik = ^-—-77 • \

a caratteristiche reali e tutte diatintei'^'); e cioe tale che I'equazione

a"-p„_ii {.r (/)»"-' * ... *(- 1)"-' Pl.,-1 (.r.v)'-H-l)" P( „ = (2)

ammetta, nel solito campo 2 contenente I'aase delle 1/ ed interno

alia striscia .r] < 1, n radici » , '•'o,---, *« tutte reali e distinte; e

'.* t'oufonue ail'Dsservazione fatta al n. 2 del § i .supponiamo che

il cueltieiente di pnO sia ruuitii.
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come al u. 1 del S m supponiamo che queste si possano ordinare

per modo che «, ainmetta alnieno le derivate dei primi i ordini,

traniie «,, per cui basta ainmettere che esistano le derivate dei primi

n — 1 ordini; e che sia le » che queste loro derivate in modulo

siano inferiori ad M: e sia y- il massimo di -. r. Infine si

I

««• — V i

supponga die aim {xy), a(xy) siano tutte numericamente inferiori

ad un numero ?^i. Ed, al solito, sia f (x i/)\<i F\x'' . lo dico

che una tale equazioue si puo seinpre portare nella forma (2)

del § hi:

X,- X,... Xu z = 1 6,v,...,-. {x ij) X-. Xi._ . . . Xi, z + a {x !/)z+ f(x y)

(I ^ /,< /, . . .< /;i ^ H, hr^n—\)

e che i coefficient! bi,i^...i^(r i/) che in questa compaiono sono tutti

in 5 inferiori ad un numero J/, dipetidente soltanto da M, y, S^i.

Intanto e chiaro che si puo dalla (1) passare alia equazione

Xi X2 ... Xn z= Z P'"' '^ »/) pi'" + « (.'^ y)z + f{<^y) (4>
l+m<,i

dove le fl/», ditferiscono dalle aim per un polinomio uelle »i e nelle

derivate di j., di ordine ^ i — 1
;
quindi le S/«, saraimo inferiori ad

un numero Si^,' dipendente solo da M, !?j^, .

Cio posto, osserviamo che bastera mostrare che le derivate di

ordiue 11 — 1 di z si esprimoiio linearmente per le derivate di or-

dine < H — 1 e per le ii'|" z (essendo coine nella (3) del § 111

Ri = Xi X2. Xi 1 .V/+1 . . . Xh) con coefficienti funzioni delle

a, e delle loro derivate di ordine ^i — 1 soltanto, limitati in fuu-

zione di M e i^. Poiehe, niostrato cio, noi potremo passare dalla (4)

ad una equazioue del tipo:

X| X2 . . . Xn i"= Z ^1-. .i+l'+l.-.K -Y, A'o . . . A',-— 1 Xi+l . . . Xn z +
^ X Vim{'- ]i)vim-\-a{-'^u)z-Vf{Xy),
l+ni<it—l

Ed allora esprimendo a loro volta le derivate di ordine n — 2 per

le derivate di ordine <n — 2 e le Xo X3 . . . Xi-i Xi+i . . . XnZ, e

cosi procedendo, si potra passare dalla equazione (1) alia (3). Anzi

risulta di piii che per tal mudo si puo fare che nei prodotti simbolici

di ordine /* di (3) nou couipaiauo fattori con indici <n — h (*).

(*) Quindi al 11. 2 g 111, invece di porre «, = 2" — 1 avrciniiio poiiito

j)orre «, = -p^ .
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Ora por provaro il nostra assuuto, basteni dimostraro die il

ileteriniiiaiite f'oniiato dai coefficient! dello derivate di ordine )i — 1

nefjli sviluppi def^li n simboli li," e diverso da zero. Ma poielie

le 3c,- 80110 radici di (2), si vede siibito che tale doterminante e:

j

1 P„-\\-y, . . . Pu,-i--<,(Pj„ 2 -»,(...-», (Ph-II-'i)...)))

1 /V-ii-'2 . . .
/'i„-i-:i,(jR./«-2-'., (...-=', (/'^-u-'a)...)))

1 F,i-ll---^n . . . Plu-\-'„{P>ii-2-^u(:.-^u{l'„-ll-y-,,)...}))

1 -Z| -X, (P„_ii -/.,) . . . -X, (P2,,_2 -•/!(...-'., (P„ 11 -/.,)...)))

1 -y.2 -Zg (/•>„_, l->2) . . .
-5C2(P2»- 2 -»2(...-X2(P»- 11 -'•.') •••)))

1 -•<» -'„(l'H-il -'},) . . . -5tH(P2/< 2-a»(... -z„(Ph-11-X„)...)))

.1-1
1 — a, :.t . . . (-l)"-'';i

I — x, 4 . . . (-i)"-'>.r'

1 — «n 4 . . . (— 1)"-'^;!

H I H— 1

)

(-1) ' n(.,-7,)
'<;

e i|iiindi per le iiostre ipotesi e certamente ^'^O. Fje derivate di or-

ilino II — 1 si es[)riitieraniio qiiiiidi lineannente per le derivate di

ordine < n — 1 e per le Ri z, ed i coefficienti di queste espres-

sioiii lineari saranno frazioni il cui nuineratore e uii polinoniio nelle

a,- e nelle lore derivate dei prinii i— 1 ordini ed il denomiiiatore

e precisaiiiente il deterininante scritto sopra : e quindi soiio tutti

inferiori ad un numero che dipende da ilf e u- soltanto. Oiide ri-

snlta i)ienainente dimostrata la nostra asserzione.

2. Mi preme di rilevare due Fatti che iiicideiitalmente risultano

da qiianto precede.

Presa una funzione z di cui si aiiniiette a priori che esistano le

derivate di ordine ^ s, si possouo forinare le R^^'^iz per h ^ s. Ma
come }<ia si e notato, le derivate di ordine s si possono esprimere

lineannente per le R^''^ z con /i ^^ s, le quali non contengono le ope-

razioni Xj , X2, .. . Xn—s-i\ e di piii i coefficienti dipendono soltanto

dalle K„_s4.j(y=0, 1,-.., s) e dalle loro derivate di ordine /. Quindi

iu particolure questi coefficienti amniettono tutti le derivate dei

priini n ~ s ordini.
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Inoltre, si supponga di sapere clie tutte le R'''^ z per h^s sono in-

feriori in modulo ad una quantita (uuinero o funzione) positiva Ps\

iioi possiamo allora, per quanto precede, dire che si puo trovare un

niimero v^ dipendente da s, JV, \>- soltanto — e per nulla dipendenle

da Ps — tale che sia

I
p;/l- i

< V. P.. (j + /.: = .5). (5)

3. La trasforiiiazione deU'equazioiie (1) nella (3) di cui abbianip

parlato fiu qui e una trasforinazione di carattere puraniente for-

male: ammesso che la z abhia le derivate dei prlmi n ordini, si puo

passare sia dalla (I) alia (3), sia dalla (3) alia (1). Ma nel § lit della

nota precedente noi siamo riusciti a diniostrare die la soluzione z

della (3) da noi trovata e tale che su di essa si puo operare coUe

operazioni i?'*' , colla A'^, Xj . . . .X,, , ed anche (n. 5 del § iii) colle

operazioui che si otten^ono scanibiando nelle R^^'i i due prinii fattori,

e che queste f'linzioiii risultano tutte fuiizioni continue; ma non

abbianio affatto provato che la funzione z animetta realniente le

derivate dei prinii n ordini, onde noi non possiamo dire che real-

mente la z soluzione di (3) soddisfa a (1). Ora io mi proponfro di

mostrare che effettivamente la z trovata ammette tutte le derivate

del primi ;; — 1 ordini, mentre non si puo accertare che la z am-

metta le derivate di ordine n: talche, se ancora non si puo dire che

la funzione z soddisfacciaad (1), si puo dire tuttavia che essa soddisfa

alia (4). Se m = 2, la cosa fu da noi dimostrata nei n. 3 e 4 del

§ ic: si tratta di esteiulere la dimostrazione ad n qualiinque.

Ora intanto, siccome si puo operare su z sia con Xn die con

X,i—i, noi deduciamo, i)er le osservazioni del n. 3 del § ii rammen-

tato pur ora, che la z ammette le due derivate prime e che queste

si espriinono linearmente per XnZ, X,i—iz con coefficienti dipen-

denti da y,, ed «,,-! soltanto, e quiudi derivabili n — 1 volta. Ma
queste derivate si possono anclie espriniere linearmente per X,i-2Z

ed XnZ con coefficienti dipendenti da x„_o ed »„ , e quindi deriva-

bili n — 2 volte almeno: onde presa una qualunque derivata di primo

ordine per es.: p^g potreino scrivere

7''lO — Tl ^^ "-1 ^ + "'2 Xn Z^ '( [ A,1-2 Z -*- '( 2 ^n Z
,

Til "12 > t'ii
'{'

'1
essendo fiinzioni che tutte aniniettono le derivate di

ordine ^ n — 2.

Ma su z si puo operare con X,i—2Xi,—i , X„—2X„ , X„-i Xn ed

anche con X„—i Xn-2- Quindi e chiaro per quello che precede che
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su /j|(, si i)u6 operjire sia con X„—2, aia con A'),— i; imiiidi iiiiovh-

monte iipplicando il teoreitia del n. 3 del S ii otterreiiio che esi-

stoiio le due derivate prime di /;,„• Analofj;atnerite esiBtono ie due

derivate prime di /),„ , o (|uiiidi esistoiio tutte le derivate eeconde di z.

E per i risultati dei u. 2 e 3 queate si potranno capriinere linearinente

sia per mezzo delle Xu—oXv-iz, Xn-iXnZ, X„-\X,iZ, e delle

derivate di prime ordiiie, sia [)er mezzo delle Xi-3 X„ i z, X„—3 X; z,

Xii-iXhZ e delle derivate di primo ordine; ed i coefficienti di

<iueste espressioiii linear! dipeiidono da Vh-s, x»-2, ^h-i, «h e dalle

d(>rivate primo di y-n-i, ''» e c|uiiidi aminettono le derivate almeno

del primi )/ — 3 ordini. Si avra ad es.

P-'o= Ti X„ -2 A',,-! z + ., X,i-i A'„ ? + Yj X.-i X,iZ + . .

.

= '!
, A«-3 Ah--i z + |''2 ATiz—s A ((S -f- '('j Ax-i A'« ~

r . .
.

;

dove i termini tralasoiati dipendono solo da derivate di ordine in-

feriore, e le y, , r2. T3, t'i , tV, '('3, come pure i ooefficienti dei ter-

mini tralasointi, ammettono tuite ie derivate dei primi « — 3 ordini.

Cosi si [)otra pronedere: supponinmo dimostrato clie le S'ammet-

tono le derivate dei primi n — / ordini e ohi\ una qualuiique di

queste pn-k-i.k si [juo esprimere nella forma

Pii -/.— !,k- = Ti Xi Xi-\-] . . . X„ 12 + Yj X/ Xi+\ . . . X„-2 X„ z + . .. +

4- "/+i X,+\ Xi+'i . X„-\ X„ 2 + . . .
=

= v'l -Y'' - 1 A',+1 . . . A^,— 1 : •
,

' Xi 1 ATz+i . . . A',,--2 X„ z +

+ . . . + '';>! Xi+\ A',+2 . . . Xh-\ Xn Z '-': ...

i termini tralasoiati essendo di ordine inferiore e le t, y' annnet-

teudo le derivate dei primi / — 1 ordini. Siccome su r si puo ope-

rare sia colle A,— 1 A', A',-(-i . . . Xn-\ , . .
.

, A'/-i A'l+i . . . X,i^i A'»

,

che colle Xi Xi-\ Xi+\ ... A'„-i , . .
. , X- X,-(-i . . . A'«_i X,, , otte-

nendone sempre funzioni cuntinne. seguira che siilla ji,,—i-i,k- si

puo operare sia con Xi^\ che con A'l e aiicora che pi,-L-i,k am-

mette le derivate prime. E la c ammettera dunque le derivate

di ordine n — / * 1 e per i risultati dei numeri precedent] si

potra di iiuovo esprimere queste derivate per le i^i/i) con /( 5 »-?" 1

che non contengono A', , X., , . . . A',-2, A'/ 1 o che non conteiijjooo

Xi,X.2,...Xi 2, A, e con coefficienti derivabili tutti /— 2 volte al-

meno. Per tal via si conchiude cos'i dai teoremi del § 111 che ef-

fettivamente esistono le derivate dei primi n—\ ordini delia z.
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4. Kaccogliendo da quaiito precede, possiaiiio quiiidi eiiuiiciare

nel luodo segueiite il risultato fondamentale del § nr.

Data una equazione alle derivate parziali del tipo (4), siipposte

soddisfatte nel campo 2 le solite ipotesi circa alle finiiioni 'h, ed alle

pimixy), a (x U\ f(-t^i/U — >iel campo o^ (che e rappresentato dal

inaasimo rombo coiitenuto iu 5 aveute una diagouale suU'asse delle ;/

e coi lati paralleli alle rette di coefficiente angolare + M e — M)

esiste una ed u)ia sola funzione z, che ammelte le derivate dei

priini n — 1 ordini, e sn cui inoltre si pud operare con X^ X2-..X,,
,

die ^ nulla suU'asse delle y colle sue derivate dei primi n — 1 or-

dini e che soddisfa all'eqnazione (4). Esiste inoltre un nnmero y-n di-

pendente soltanto da M, i^, S>/^\ — e quindi, in ultima analisi,

solo dal numeri J/, h, S^, relatici alia (I) — e nulla affatto da F
e da t, tale che .si ha

\^\<'-" i^i
^'.''+"' l^^»" /^o. ]<>'«

^-j-f
/' .ri'+"-'

j

1 I \

\p„-/,-a-\<-^„-^ -F\x>+'... pn-k-u-\<'-n-—- F.ri'+i.l
C + 1 f " I

II nuniero 'itiM, 9, sl/^V non e altro die il pi'odotto del massimo

dei numeri -^u—iiM, :^) dalla formula (5) per il nuniero Kn {M, j^, M^)

defiiiito al § iii, relative al nuniero J/i(l/, y-, SfS'^) che si ottiene

come niassiino dei coefficienti bi,/, . i„ liella (3) nel passare da (4) a (3).

5. Quaiido Tequazione sia a caratteriaticlie imiltiple, il supporre

che essa si possa ridurre alia forma

xVx^...xln-z = ihr!,..ux'^ x^...x^::z^^f(x,/) ) ,.

(Q^ij^~j , ii~i,+...-rim<n, T, -i-Tj-f ... + T,„=«, Xf =T) I

induce delle vere limitazioni alia forma deirequazioue primitiva: ne

e qui il case di scrivere le relazioni tra i coefficienti aim e le radici

a dell'equazione (2) che debbono percio essere soddisfatte: relazioni

del resto tutt'altro che seniplici.

Notero che tali limitazioni nel caso delle caratteristiche multiple

sono realmente insite nella natura della questione. Poiche (7 pro-

blema di Cauchy non e generalmente risol utile quando esse non

siano soddisfatte. E iioto infatti die il problenia di Caucliy non e

(
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sempre risolubile per le equazioni di tipo parabolico del socondo

ordine: cosi ad es. non e possibile trovare una soluzioiio della

o 1^ n z f) z
eqimzione -—5

— -„—- =0 tale clie la tt— si aiimiUi (o sin aualitica)

sull'asse delle y, inentre la z ammetta le derivate dei priiiii m 01-

dini, nia non le derivate di ordine w-|-l, m essendo un nuiiiero

arbitrario (*). Cio posto e facile trarre da questo esenipio nltri

egenijii di equazioni di ordine qualunque colle caratteristiche reali

e di oui almerio due coincidano, per cui il problenia di Cauohy non

ammetta in generale soluzione. Cosi ad es. si consideri I'equazione

di ordine n

(8)

le ai essendo funzioni di xy^ distinte no, ammettenti le deri-

vate dei prinii / ordini. E questa una equazione con due sistenii

di caratteristiche coincidenti neile parallele all'asse delio a", e pli

altri sistenii di caratteristiche dati dagli n — 2 sistenii, distinti o

d y
no, di curve definite dalle — = ai . Ora e ben chiaro clie se chia-

d cc

mianio tp()/) la funzione cui deve ridursi la c suH'asse delle y e

chiediamo che si abbia inoUre sull'asse inedesinio

{'/).,. (9)(BL=»'(SL=''*(P™.=Ml^b-
la soluzione di (8) che soddisfa alle (9) deve, se esiste, soddisfare

aU'equaziouB --~ — —^ =r 0. Poiche, posto -—; — -—- =z '(, (r li) , la
dx- dy d X- d II

TT *" "1
'

I

dnc cyj

(7— -t-a,-— ...I— •fnf„_2--K - ed aiinullarsi colle sue i\ev\-

\dJ^ dy! \r.r dy]

(*) Cfr. Lkvi E. E,, till/ pmhleina ili ('(/iirliy (Keiiiliconti della R. Ac-

cadeiiiia dei Lincei, serie 5", vol. .xvi, 2" seni. 1907i. Altri casi di im-

possilnlita eraiio stati dati prima dal sig. Holmgkkk in una memoria

che non conoscevo al raomento della pubblicazione di qviella nota: (Ow/

Caucliy's problem vid de lineiira etc. Arkiv for Matematik Astronomj och

Fysik, Bd. ii 1906): anche da quelli sarebbe agevole dediirre dei casi di

impossibilitu ]Ht la (8).
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vate di ordine:^n — 3 suU'asse delle y. Qaindi per i nostri studi

del § III, C deve essere identicamente nulla. Onde basta supiniDe che

(i (y) non ammetta tutte ie derivate perche per la ^

—

„ = -— , e (uiituli

C X^ d !'

iieimueno per la (8) coi dati iniziali (9), il problema di Cauchy noo

si possa risolvere.

Anche per le equazioni a caratteristiche multiple si preseiita la

domauda: ainniesso che all'equazione si possa attribuire la forma (7)

e quindi si possa applicare il teoreina del n. 4, § iii, qual e Tor-

dine n\assiiiio delle derivate di z di cui si puo assicurare I'esistenza?

E chiaro intanto che le derivate di ordine ^ w — 1 di 2 esistoiio

tutte, poiche su z si puo operare con ^1 X^.-.X,,, e eolle opera-

zioni di ordine < m formate coi simboli niedesimi. Ma si puo dire

dipiu: sej,''uendo una via perfettamente aiialo5=;a a quella teiiuta

nel n. 3 si puo dimostrare che esistono certamente tutte le derivate ,

di ordine sS n — t, - indicando il massimo dei nunieri t,, t^
, . . . :„• wk

La dimostrazione di questo teorema si compie per induzioue com- "^
pleta e solo, se si vuol restare nelle nostre ipotesi quanto ai eoef-

fieienti », richiede alcuna cura uei particolari relativi alle espres-

sioni che successivamente si trovano per le derivate dei vari

ordini.

S V.

1. Un artificio assai semplice ci permettera ora infiue di di-

mostrare che, aggiungendo alcuue nuove ipotesi per le funzioni

i, rt
,

/", la soluzione dell'equazione (4) [0 iD] del § iv aminette anche

tutte ie derivate di ordine n ; e piii in generale di trovare tali con-

dizioni che, quando esse sono soddisfatte, si puo assicurare Fesi-

stenza delle derivate di ordine n t y— ^ (ff —0) per le soluzioni delle

equazioni medesime. Mi limitero al caso che requazioue

p,w-T Pn-npii—n +... + PuuPo.i — '^i(/,„pi,„-T (I {•r'!/)z + f{'"y) il>

abbia le caratteristiche distinte. Supponianio che nel solito caiiipo

2, a/m(.c I/) alri/) ed fix;/) abbiano le derivate dei primi .</ or-

dini: e che le -j-i (x y) oltre al sodJisfare le solite condizioni am-

niettano tutte le derivate almono dei primi (/ ordini (e cioe die

le 'i-i per i^y ammettano le derivate dei primi y ordini, e le
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a,- per «>y aiiuiiettuno lo (ieriviito dei priiiii / onliiiij. I'] mipiio-

niamo che aiicora sia :> il niassiiiio di -

, MW inassiiiio mo-
!«i — »->i

(liilodelle K/ e (lelle derivate di essedi cui si aniinise resisteiiza, SV?,

il inassiino modulo di (Uii,{xy), a(xy) e delle loro derivato di or-

diiie ^ ^, eil iiifiiie supponiaino che /'', /^,, F^ .

.

. /'(/ sia una succes-

sioiie di nuiiieri positivi (e iioii iiiai decrcscenti) e fiie /, luh-'-^u

sia una successiouo di nunieri positivi o nulli (e non crescenti) tali

che /" e le sue derivate dei prinii ./ ordini siano inferiori ad Fj \:> \'J

.

Da ([ueste ipotesi eet^ue che anclie le /'«— n... /"«» hanno tutte le

derivate dei prinii .(/ ordini e tutte inferiori ad uti nuniero dipen-

dente da M soltauto.

Cio posto, si prondauo g nunieri diversi Kh+i, »,(+•>, ...a»+y tutti

difFerenti per jiiii di — e appartenenti all'intervallo — M... ^ M e
a

tali che ancora si abbia in ?
. <n; cio si |)otra fare cer-

Iv — ««+ii

tainente sostituendo, ove occorra, ad M il nunioro M + ^ tJ-.

Sf noi derivianio (totalitiente) il [irinio nienibro dell'equazione (1)

secondo la direzione di coefficiente angolare "^n+i coiisiderando la z

quale fuiizionc di X ed //, ottenianio [ler la z un'equazione lineare

nelle derivate di ordine n + \

joh+10 + (P/.-11 + '',i+\) pni -''r. . .+ (Po» + '•/i+i P.,i-\) p\i, -t-

t> V "'
1 III , i^ f ^ n

i+m<n+i id^ dyl

(2)

til

dove lo ((/;„, a'" soiio eombiiiazioni linear! delle a/Hj, a, delle loro

derivate prime e delle derivate prime delle Piic a coefficienti di-

pendenti da «»+i. Ed e chiaro che risolvere il problema di Cauchy

per I'equazione (1) sotto la coudizione che suH'asse delle y siano

zero la e le sue derivate dei primi n — 1 ordini, equivale al ri-

solvere il [iroblema di Cauchj' per (2) sotto la condizione che siano

ancora iiuUe suH'asse delle y la ^ e le sue derivate dei primi « — 1

ordini e die sia \-— | —f{Ol/), come si ricava da (1).

Uperando su (2) in moJo analogo a quanto si tece su (1), e cioe

derivando totalmento secondo la direzione di coefficiente an^olare
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»»i+2i si otterra un equazione analoga di ordine w + 2, e cos'i pro-

cedendo, derivando totalniente rapporto alle direzioni di coefficieiiti

angolari «ii+3, ...*«+;/ , si giung^eia iiifiiie ad una equazione di or-

diue n -\- g cui deve soddisfare la z.

E viceversa la z sara pienaniente deterniinata dalle condizioiii

di soddisfare a questa equazione di ordine n + ff , di annullarsi

sull'asse delle y colle sue derivate di ordine ^n — 1, e di avere

le derivate di ordine d, h + 1 , . . . m + ^ — 1 soddisfacenti sull'asse

delle }/ alle equazioni (1), (2) ecc.

Le radici dell'equazione delle earatteristiche, corrispondente al-

I'equazione di ordine n + ff cosi dedotta, sono precisaniente »,, y^^--

«« , ''n+i • • • ^>i+g , e jioiche le prime n di queste a,- anniiettono

tutte le derivate di ordine ^ ?' e le ultime sono eostanti, saranno

soddisfatte le condizioni da noi iniposte alle c perche i teorenii del

§ III e del § IV (n. 4) siano applieabili. Analoganiente i coefficienti

delle derivate di ordine <.n+ff saranno combinazioui lineari dei

coefficienti aimix y), a {x y), delle loro derivate di ordine ^^, delle

derivate di ordine ^^^ delle Pim con coefficienti polinonii nelle

a„+i . . . !K„-)_(,, e quindi saranno tutte int'eriori ad un nuuiero 'StS^

funzioue di M ed S^, soltanto.

Per applicare quindi il nostro teorenia all'equazione di ordine

n *- ff cosi dedotta, e provare per tal niodo secondo il n. 4 del

§ IV I'esistenza delle derivate di ordine n -*~ g — 1 di z, non oc-

corre piii che studiare i dati iniziali.

Facciamo per fissare le idee ^=1. Possono darsi due casi, o e

<>0 od e t = 0. Se />0, f{xy) si annulia sulFasse delle .r.v, ed

allora per quanto si disse bastera cercare ancora la funzione z

la quale soddisfa ad (1) ed e nulla sull'asse delle y insieme colle

sue derivate dei primi n ordini. La z aninietterii quindi pel teorenia

del n. 4 del § iv le derivate dei primi n ordini: e poiche

df ^ df
1- ''»+l -;—

o-r dy
<F, 1x1'. (1 +M) (8)

si avra che le derivate di ordine n soddisfanno ad una liinitazione

del tipo

1

p.;„_,-
I

< x„ -i— F,
I

X !'.+! (4)

'1
I

1

~'^'
.. ~

/-n eni^endo come y-n un ntimevo dipendenfe soln <ln M .
<', '^^^^ , n e

oon da F, Pi , <, /,

.
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Supponiamo t= Qe c|uin(li pure f, =0: allora in'generale \a, pno

determinata niediante la (I) non si annuUerit piu per x — 0,e
quindi non potroino applicare piu il nostro teorema. Ma e facile pro-

vare che si puo allora trovare una fnnzione u cho ainmette tutte

le derivate di ordine ^n-^\, si annulla suH'asse delle y insieme

colle sue derivate di ordine n — 1, mentre soddisfa alia condizione

/ 3» u \
\~ 1 =f(Oi/): ed inoltre tale cbe in tutto 5 si ha
\0 X" /x=0

|M|<T„F|a;|",
dx

d"u

9 ?«

dl)
<Y«FU|«-i,...

d a^'-i dy\

< U F,

]<ynF, (5)

tn iudicaiido un numero che dipende da n soltanto, e non da F, Fi.

Dimostreremo piu niinutamente nel § vi questa proposizione. Am-
mettianiola per un momento. Considerando allora la funzione

C = s — M, otteniamo che la ^ soddisfa ad una equazione affatto ana-

loga alia (2) cui soddisfa 2, colla diiferenza che in questa occorre

pensare al terminejioto sostituita una nuova funzione 9 (a;?/); sara:

'f{xy) = -—
^'^u-i-i- h 2 »'"• T „ ..

dx ^ cy i+m<ti-i (^x>'oy
+«(!'«-

a«+i

,

xd ?/" d y"+'

Sara quindi ricordando che Ff^ jP,
, |

.r
|
< 1 e le (5)

|([.(a;y)!<p'J'J^,

(6)

(7>

f„ indicando un numero dipendeute soltanto da h, M, f?Sr, . Di

piu la ? si deve annullare sull'asse delle y insieme colle sue de-

rivate dei primi w ordini: applicando quindi il nostro teorema ot-

teniamo che la ? ammette realmente le derivate di ordine <n e

che si ha

\dco«

a«?
dxn-l^y ,..] <yu^F,\x\ (8)

JO)
Xn indicando aucora un numero dipendente solo da M, k^, Sf^i , n.
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Segue da (5) ed (8} ricordando che z = Z + u, che anche z ammette

le derivate dei primi w ordini e queste soddisfanno ad una limit^-

zione del tipo

i p..-ii
I

< ^vf ' Fi\x\-\- v„ F. (9)

Raccogliendo assieme le due disuguaglianze (9) e (4), possiamo

dire che in queste ipotesi la z ammette le derivate di ordine h, e

che queste soddisfanno ad una limitazione della forma

: pn-ii
I
< -AV

[

^-—^ F,
!
X I'.+i + F\x

I'l
(10)

'',1 essendo un numero perfettamente definite in funzione di n, M,

u., SJS'j soltanto (x,, e il massimo dei numeri /-n , /« , ,-„).

Analogamente si tratta il caso di {? > 1. Se <>0, si precede

su (2) come pur era su (1). Se f= 0, si cominciera coU'osservare

che, come si diniostrera uel § vi, la funzione u, di cui sopra si

e affermata I'esistenza, ammette in tal caso le derivate degli n + ff

primi ordini e che queste soddisfanno alle (5) ed alle altre limi-

tazioni

f i ^IL' 1 ^ F.
d"+<>u.

<-!ugFff

•(ng indicando un numero dipendente da n e ^r. E che quindi il ter-

miue noto 9 (r ?/) , dato da (6), dell' equazione di ordine n -\- \ cui

deve soddisfare la funzione i^= 2 — u ha le derivate dei primi g — \

ordini, e soddisfa a limitazioui pienamente analoghe a quelle cui

soddisfa i^ (a;?/) ; e quindi quest' equazione per? gode di quelle pro-

prieta di cui godeva I'equazione di ordine n primitiva per z, essendo

sostituito a ir il numero g — 1. Onde su essa si potra ragionare in

modo aualogo a quelle tenuto precedentemente. E cosi procedendo

si giungera infine a conchiudereche la funzione z ammette, uelle ipo-

tesi fatte, le derivate dei primi n + g— 1 ordini e che si hanno

per essa le limitazioni

I
pn-i+u

I

< ^^^ [j-^ F, i X i'.+i + F, X '.

)

;

\pn-i+g-\i\ <>^'| |'.+ 1 + Fg-\\X\'9'^
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|->) 13) <») :.indicando nuiiieri dipendenti solo da «, M, u, SSS",

.

]'] noi potremo quindi infiiie raccogliere il seguente risultato finale:

liata un' equazione (1) a caratleristkhe reali e tutte distinte, si

xuppoiiffa che in un cainpo 3 contenente un tratto dell'asse delle y
ed interna alia striscia

|
a;

|
< 1 , / coefficienti aim , a ammettano le

derivate del primi g ordini continue ed inferiori in modulo ad un

rerfo numero SV^i; e del pari che le radici dell'equazione delle ca-

ratleristiche «, Xg . . . «„ si possano ordinare per modo che menire

tutte ammettono almeno le derivate del primi g ordini, », ammetta le

dericate dei pritni i ordini e che esse e tutte le loro derivate siano

inferiori in modulo ad un numero M: si supponga inoltre che \>-

1
Vf il massimo di In fine si supponga che f(oc y) ammetta

le derivate continue dei primi g ordini e che F, F1...F1, ,t,fi...t,/

f^iaiio due successiotii di niimeri positivi nulli tali che f e le sue

derivate dei primi j ordini siano numericamente <Fj \oo\*j. Nel

lampo Oj definito dal massimo rombo contenuto in 3 coi lati paral-

leli alle rette di coefficiente angolare M e — M e con una dia-

gonale suW asse delle y, esiste una ed una sola soluzione di (1)

nulla suW asse delle y insieme colle sue derivate dei primi n — 1

ordini. Essa ammette le derivate dei primi n -\-

g

— 1 ordini e si

possono trorare g -r 1 numeri v„x,j

n, M, <J-, fT^^i tali che

(1) .'»)
'f-n dipendenti soltanto da

'^'<^''7q:i'^i'+"' [iPioUpoilK'-n^q-j;

pH-l-ii\ <'« t+l

\Pn-u\ (12)

I

p„_,+„- 1 < xip(^- F,
!
.r

|'=+i + i^, b :'.) ,

I

pu-l+g-U
I < ^',f ) ( ^-^Y ^'^ * '''"'"' + ^"-^

I

X 1^-.

J

.

2. Aggiungiaiiio due osservazioni. Come gia al n. 5 del § iv

b1 osservo che si puo per le equazioni linear! a caratteristiche mul-

tiple della forma (7) di quel n. accertare I'esistenza delle derivate
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delle soluzioni z fino ad un certo ordine « — t, t iadieando il mas-

simo dei Humeri -i"2...t»i, cosi anche per questi ulteriori sviluppi

potremino riferirci alle equazioiii di questo tipo. Ed otterremnio che,

SB si aramettono le. ipotesi precedent! fatte per le a, la /" e le «, esi-

stono le derivate dei prixni n -\- g — t — 1 ordini delJa soluzione z.

In secondo luogo si puo osservare che sviluppi assai analoghi a

tutti quelli svolti nelle due presenti note varrebbero piii in gene-

rale per le equazioai lineari nelle sole derivate di ordine massimo

a coefficienti funzioni di .v ed y soltanto: con questo che se le ca-

ratteristiche sono tutte distinte il secondo membro puo essere una

funzione qualunque delle derivate dei primi n — 1 ordini, mentre se

le caratteriatiche sono multiple, cio none, poiche le derivate debbono

comparire nel secondo membro solo nelle eombinazioni ^i' ... Xmz.
Non insistero su di cio perche in un prossimo lavoro trattero del

case particolarmente importante di un' equazione qualunque, anche

non lineare nelte derivate ad ordine massimo, a caratteriatiche reali

e distinte (*).

§ VI. NOTA.

1. Nel n. 1 del § v per dedurre la limitazione (10) e stato ne-

cessario affermare I'esistenza di una funzione tt{xy), la quale si ri-

duce per x= ad una funzione fiy) assegnata della y e che se

! 9 (y) 1
< -F,

I

^' (y) I < F] soddisfi alle (5). Piiiin generate per dedurre

le limitazioui (11) e necessario affermare che data una funzione <p (//)

la quale ammetta le derivate continue dei primi g ordini e soddisfac-

cia alle limitazioni

\-Hy)\<F, \f'(y)\<Fi...\¥<'^(y)\<F,, f<f,<...<f, (i)

esiste una funzione u,i {x y), tale che ammette le derivate dei primi

11 + g ordini, per 37 = si annulla insieme colle sue derivate dei

primi n — 1 ordini, mentre la I
~

—

— \ = * (w), e che tale fuu-

(*) E. E. Levi, Sul problema di Cauchy per le equazioni a caratteri-

sHche reali e distinte. Rendiconti della R. Aocademia dei Linoei , vo-

lume xviT, serie 5", 1" .sem. 1908.
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zione tin soddisfa a limitazioni della forma:

U„\<-{nffF\x\»,
dUn

I

dsc

dUn

du

8" Un

<y.,!,F\x "-'.

d" Un

dy"

3"+" Un d"+l> Un

d x"+i> d 1/"+"

< -ixu I'\

< Yhi/ Fg .

(2)

7/,(7es8en(lo uu numero dipendente soltanto da n e (/.

Verrebbe naturale assumere come fiinzione Un la funzione

® (w)
Vn= X" , ma questa funzione tosto che « >0 (e cioe tosto che

m!

|ier.r = sono asse^Miati i valori non niiUi per una derivata e iion

per la funzione medesima) non ammette tutte le derivate richieste,

nia solo alcune di esse.

Procediamo percio con un'operazione di media affatto analoga a

quella usata da niio fratello Beppo Levi nelle sue ricerche eul prin-

cipio di Dirichlet (*); qui essa assume forma assai semplice.

Supporremo, e ci6 si puo aempre fare conveuientemente jirolun-

fiando la funzione, che la funzione ^(ij) sia definita in tutti i punti

(lell'asse delle ;/, avendo senipre le derivate dei primi y ordini

soddisfacenti ad (1). Cio posto si costruisca la funzioue

fi i-v y)= S 'i Ci) d /j = — / rf -I / If- (a) d \ (3)

y X ,/

La funzione
<pi

(x y) ammette le derivate fiiio all'ordine^ + 1 rap-

l)orto ad x ed y, e si ha

^- = cp (X + y) ,

d X

df,
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E quindi se^ue

\^i\<F x\\ a?,
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'^,l<9hH''+M
'^f-^

a+1
<?|.r|

:rh

d" +,

dij"
<g\x\

<9,
la^+H.i

la.'/'
+T <?.|a:|

(8)

Inoltre si ha

a*+g i-i

< ^S'-I 1

32/''+"
<<^i7i'^i

(?'
jh-i-g+l .i,

a a: a «/''+"
<?y-

a'+^-j,

fJa;' r .'/'^' /x=o

(9)

(/ + i^/(+ 1, /.=:=())

La dimostrazione si conipie immediatamente: basta eseguire le

derivuzioiii:

a a? dy dp
(10)

Dalla prima seguono le (9) e quelle delle (8) che si riferiscono

a derivate contenenti una derivazioue almeno fatta rapporto ad x:

dalla seconda le residue (8).

Noi vedianio cosi che, se la fnnzione i fosse la nh , la '}i
data da (7)

soddisferebbe gia a quasi tutte le condizioni richieste per iih+\:

poiche la prima delle (9) ei da che essa si riduce per .t= alle

funzioni assegnate: le (8) poi ci dicono che le derivate le quali

contengoDo almeno una derivazione rapporto ad .r soddisfanno alle

limitazioui imposte : e le sole condizioni le quali non sono soddis-

fatte souo quelle relative alle derivate rapporto ad y soltanto.

Per ovviare a questo inconveniente sostituiremo alia }, la fnn-

zione che da la media dei valori di 'fi we/ tratto {x y) . . . (x,y + x):

essa e

1 y+J-

\i{xy) = — f hiiXrijdri.
X y

(11)
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Dico die se li soddisfa le (8) (9), la ^o amniette tutte le derivate

di ordine r^ It -j-
g

-'(- I e soddisfa alle liniitazioiii

^*''<--'''^MiSUIvll

L c

d 2/''+2
1

J

ft+1 -i^

< Chg g I

.<
I* .

.

^

cy A+ l
< C/,(, g

- (12>

a x''+«'+i ! '

Chg essendo una coetante dipendente da /( soltanto e da g. E di piu

si ha

La prima delle (12) e evidente purche ci,g> I.

Cominciamo colle derivate rapporto ad x. Si ha

V+x

d X X J d X

y+x

d ) + ~
j

'^1 ('' ^ + •'•^ - 7 I
n U--'-) dr.l (14).

Donde segue intanto, poiche
dh

<q\x\'' ,\'S^,\<q\x\''+^,

d X
< 3,^1 a; I" (15)

Se h — 0, questa si riduce alia forma
dec

<2g.

'h
Se /i +^— U esiste --^ e quindi la (14) si puo trasformare in-

tegrando per parti rultinio termine; otterremo:

X x J d X x'J -' '•

y

(16)

?2E allora si puo derivare (luesta espressione di v— come si e de-
() X

rivata la '^.^ medesima: e cosi procedere via via. Se scriviaino per
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stterreinobrevit-a ,7/ / ~ -j^ j /.
(." r,) (i - y)' d ^ ot

vV

doc

^2 J..

:.»; = •'«
(a :."+;)

* "' + "' ''
( >^ii^-'W +

+ (h + g) ./;.+.-! (^~yp-^) + .//-+. ( -^'p- ).

Quest'iiltiina formula non si puo ulteriormente trasformare come

le precedent!', poiche non sappiamo se !a funzione •|', ammette la

„ , ,
—r^. Ad ogni mode dalle prime espressioni che le (17) danno
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per le successive derivate segue per le (3) che, se chg e un iiumero

sufficientenieute alto che noii sarebbe difficile calcolare, soiio cer-

tamente soddisfatte le (12) (*). Ed osservando che in generale si ha

lim Ji / (.r y) = liin-^ j / {X ',) [r. - j/)' d r, = —- y (0 //) (18)f.-r; •/•'> (/- — 7/U /! Y =
/ + 1

d' 4';.
si ottiene dalle secoiule espi'essioni che le (17) daiino per le

m =p) +ifh\ +um

\ga;p^''L=o /( +2 la ?/"+'. '.=0

le quali per la seconda delle (9) ci danuo le (13).

Passiamo ad esaminare le residue derivate le quali contengoiio

almeno uua derivazione rapporto ad y. Da (11) si ha

|^=-[Wu-,.-x)-.|,(.,,.]=^-7%^.?.. (20)

dy cr X .' dy
y

dy
zione di media con cui f.. si ottiene da J-i. Ma osserviamo le (8),

In altri termini la „-''
si ottiene dalla -— coUa stesaa opera-

dy ty

(*) Si noti clie si ha evidentemeute se
| j^ I <[ 7i-

|
,r

|

t

l-AxI<^A-|x|^<A-U-i^.

Segue che certameiite e sufificieiite porre. Cj^>2'"-'*'.
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vediamo die la „— aoJdisfa ad una successioiio di liiiiitazioni af-

dy
fatto analoga a quella cui soddisfa la fi iiiedesiina, quaiido solo si

permi sostituito A ^ 1 ad h se /t > 0, e se /< = si pensi sostituito

ff
— 1 a (/. Se quindi ammettiamo per uii moinento cbe lo (12)

siano dimostrate per tutti i valori di h e ;/ piu piccoli di quelli

che valf^oiio per i, , la (20) ci permette di dimostrarle iiel caso jfe-

iierale. Non resta quindi clie da dimostrare le (12) nel caso die

/( =0, ff=0- Ma allora le (8) diveiitaiio

liK^h-l,
Hi
dec

<q (21)

e basta licorrere alia prima forma die la (20) ci foriiisce per
dy

|)er ricoiioscere che
? y

<2q.

(Jnde le (12) restano pienamente dimostrate.

3. Segue da questi studi che, se uoi conosciamo la funzioiie

p-\-x X

?(;i— 1 , la funzione —
j dn \uu—\iS'^i)d\ si puo asaumere quale i'un-

ii "o

zione Un e soddisfa alle liniitazioni (2) (sara nelle (2) Y«ff= c „g y»i— la)-

Siccome del resto in principio noi abbiamo appunto costruita la

!/+.' -y iz+j'

fuiizione «i = — (/ i I'f (i) «^ ; ^ I f (i) rf *) , noi possiamo dire che

il procedimento precedente ci assicura dell'esistenza della funzione

richiesta, e quindi giustifica pienamente tutti gli studi fatti avanti.

Mi si conceda a questo proposito di rilevare come questa co-

struzione illumini in generale la natura delle coudizioni cui deb-

bono soddisfare le funzioni iniziali perclie il problema di Cauchy

sia risolubile. L'iniziale trasformazione che, come abbiamo richia-

mato al n. 2 del § i della nota prima, ci permette di ridurci al caso

ill cui la funzione cercata si deve annuUare colle sue derivate di

ordine ^m — 1 sull'asse delle y, consta di due gradi. Prima si

porta la curva y su cui sono dati i valori iniziali della z e delle deri-

vate di ordine <n — 1 a coincidere coll'asse delle y, poi si sostituisce
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a s \a, 3 + It, (love e una it funzione che soddisfa alle condizioni ini-

ziali assef^nate prima per la :. Da quanto precede risulta che, amnieBsa

fatta la prima di queste trasformazioni, affiiiche il prohlema di Cauchy

sia risolubile e la funzione z ammetta ie derivate dei primi n + g — 1

ordini, basta che Tequazione soddisfaccia alle condizioni da noi im-

poste nel § iv e che i valori cui si debbono ridurre rispettivamente

la s e le derivate prime seconde , . . . n — lesime tiella z per a; = 0,

ammettauo, corrsiderati come funzioni di i/ rispettivamente le de-

rivate di ordine n + ff, n -\- g — 1 ....<;+ 1.

Kl;i!ATA-C<jnHI(iE ALI.A XoTA I.

pag. -127, riga 19 : . . . . una .... Uggi: .... una ed una

, =. formula : 29):
I
A-„:|<A-„^--^ /(./• )'+"-!

1
Icgyi: \Xj .i|< /w, ^q-^ J'k|'+"-l

Milano, JMOH. — Tipol.il. Rcliesi-hini <Ii Tui^iti c C.
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1. — Dato un corpo ed in esso la distribuzione delle sor-

genti di calore, il problcma piii generale della teoria del calore

(probloma di Fourier) consiste nel doterminare la distribuzione

delle temperatuie nei punti del corpo, quaiido si conosca la

distribuzione iniziale delle temperature nei punti del corpo e la

distribuzione delle temperature per i successivi valori del tempo

nei punti dello spazio ambiente. Analiticamente, se supponiamo

che il corpo sia omogeneo e clie la conducibilita interna sia

costante, il pioblema, quando si scelgano convenientemente le

unita di misura, si traduce nel niodo seguente : se il corpo e

ad n dimension! ('J, si consideri lo spazio in cui le variabili

coordinate sono le variabili .riX2....r„ dello spazio in cui e im-

merse il corpo e la variabile // che rappresenta il tempo, ed

in esso il cilindro a generatrici parallele all'asse delle i/, il quale

ha per base il campo che sull'iperpiano if^O rappresenta il

corpo considerato; si deve trovare una soluzione dell'equazione

ft

(1) A.z— -^j=f{x^X2...x.jj) (^2^ == 2, ,^j).

che sulia base del cilindro assuma i valori assegnati

(2) z(xiX2 ... x,S))^=fiixiX2 ... J-,.).

e sulla superficie laterale soddisfi alia condizione

(3) ^^-\-KZ=<p {XiX^ ... X„lj).

(') Sara « = 3 se si oonsidera un eoipo qualunque dello spazio ordi-

nario. Ben sovente perb le condizioni di simmetria ed altre analoghe per-

mettono di suppone n^l od h = 2. Percib ho lasciato nell'enunciato la

taassima generalita al numero «.

E. Levi. *
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111 quest' ultima coudizione la derivata rapporto ad // rap-

presenta la derivata rapporto alia normaie al cilindro: i! puiito

X1X.2...X,, rappresenta un punto della superficie del corpo (poicbe

la uondizioue e da soddisfarsi sui punti della superficie laterale

del cilindro); ed inline la k e una funzione assegnata, senipre fi-

nita e continua, che puo dipendere dalle a? e dalla y. Nel problems

fisico ^>{xiX2.-x„y) e uguale a yiz^{x^x.i...x„y) dove Zi rappre-

senta la temperatura dello spazio ambiente (^). Supporremo

che f{xiX2.:X„y) ammetta derivate prime finite (^); f^{xi...x,)

e (^{xiX2...x,jj) siano finite e continue: e se si vuole che anche

al tempo iniziale non vi siano singolarita per i valori delle

derivate di z al contorno del corpo, le supporremo tali che per

questi punti le (2) e (3) diano determinazioni concordi.

11 precedente problema e gia stato studiato da molti autori:

i quali hanno sempre seguito il metodo indicate dal Poincare

nel case particolare del raffreddamento di un corpo (^) : ricor-

dero i lavori del Le Roy (*), dello Stekloff, (^) e la notevole

memoria dello ZarembaC): piii recentemente 11 Lauricella (•)

(') Cfr. aJ es. Riksiann-VVeber, Die. Partiellen Differentialgleichtingen (ler

Mathematischen Plu/sik. 2 Bd., § 33 e 34.

() Od anche soltanto soddisfaccia all'ipotesi che esistano due numeri

positivi e non nulli / t-d a tali che, presi due punti (x^x^ ... Xn}/) ed (a^i'r,'...r'„//),

sia sempre

/'(j-i.To .c.y) — fix^xj. .. x„]i)

P"

dove

p= 1' (a:,-a;,')«+... +(a;,. - ar',.)^+ (y-y'f

(') II. PoiNCABK, Sur tes equations de la Physique mathematique, " Rendi-

conti del Circolo Matematico di Palermo ., tomo Vlll, 1894. Vedi anche

la Tli^orie unalytiqiie de la chaleur.

(') Lb Roy, Sur V integration des equations de In chaleur, " Annales de

rfoole Normaie superieure , (1898-99).

(') Steklopk, Mfmoire sur les fonctions harmoniques de M. Poincare,
" Annales de la Paculte de Sciences do Toulouse ,. 1900.

(') Zakemba, Solution ijenerale du prohleine de Fourier, ° Bulletin de I'Aca-

demie de Cracovie ,, 1904. Vcdi anche varie altre niemorie del medesiiuo^

autore nofjli ' .\nnales de I'ftcole Normaie Sup. ,, 1899, e nel ' Journal

de Mathematiques ,, 1900, ecc.

(') Laubiceli-a, Applicazioni della teoria di Fredholm al problema del raf-

freddamento dei corpi. ' Annali di Matematioa ,, tomo XIV, serie 3*, 1907.
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ha seniplificiito le teorie svolto da questi autori iiitroducendo

anche qui i metodi delle equazioni integral! di FriMiiidliii.

10 soguiro in questa nota i metodi die esposi gia in una

ricorca analoga per I'equazione (1): ed in particolare per lo

studio del problema della distribuzione delle temperature, quando

i valori di esse siano noti in tutti i punti del corpo nell'istante

iniziale o siano pure noti nei punti del contorno per i valori

successivi del tempo (')• Bpero die tale studio non parrk inutile:

poidie mi sembra che il metodo qui tenuto porti ad una tratta-

zione del problema assai piii semplice di quella nota, in quanto

non si richiede affatto la ricerca delle soluzioni eccezionali di

una convenionte equazione, e si richiede che al contorno siano

soJdisfatte assai minori condizioni di quelle imposte fin qui.

Inoltre il metodo serve a risolvere il problema analitico piu

generale, — piivo, a dir vero, di qualunque semplice significato

fisico — che si ottiene quando si richiegga che la condizione (3)

sia soddisfatta non gia sulla superficie laterale di un cilindro

generatrici parallele all'asse delle //, ma nei punti di una

ipersuperficie affatto generale che ammetta iperpiano tangente

mobile con continuita e mai parallelo ad un piano caratteristico.

e curvature finite (cfr. piii oltre n. 2).

Posso dire che gli studi che svolgo in questa Nota stanno

a quelli contenuti nella mia memoria citata nella medesima

relazione in cui stanno la teoria del doppio strato ed il pro-

blema di Dirichlet rispetto alia teoria dello strato semplice ed

al problema derivato di Dirichlet e alle sue generalizzazioni. Nei

n' 2 e 3 richiamero i risultati di (A); nei n' 4-6 dimostrero il

teorema di esistenza.

11 problema qui trattato ammette al piu una soluzione. Si

ottiene questo risultato con metodi classici nei case che la supei'-

o

(') E. E. Levi, SulV equazione del adore. ' Aniiali di Matematica ,,

tomo XIV. serie 3": un largo sunto di questa memoria fu pubblicato nei
' Rendiconti della R. Aceademia dei Lincei , deU'ottobre scorso collo stesso

titolo. Citero questa memoria colla lettera (A) e ad essa mi riferiro conti-

nuamente. Questa nota era gi j. i-edatta quando il sig. Holmgren ha annun-

ciato di avere una soluzione dello stesso problema pel caso di una sola varia-

bile nella nota: Sur VEquation de I'Squation -r^ ^=^—. pubblicata nei 'Comptes
Ox- d>/

Rendus , nei dieembre scorso.



6 EUflENIO ELIA LEVI

ficie laterale sia cilindrica e che la k sia positiva ('). Tuttavia

anche nel caso generale il teorema di unicita e vero ; nel caso

in cui la k sia negativa e la superficie sia cilindi-ica esso fu

gia dimostrato mediante gli sviluppi in serie di funzioni ecce-

zionali (-). lo ne daro in fine al lavoro una dimostrazione per-

fettamente generale (n. 7).

Ridurro il problema alio studio di un' equazione integrale

di Fnedholra che. come le analoghe di (A), ha inolte analogie

con le particolari equazioni studiate dal Volterra. Cio fa si che

non mi occorrera mai di supporre nota la teoria del Fredholm

per la dimostrazione di esistenza: invece la supporro nota per

dimostrare il teorema di unicita.

2. — Tratterb il caso di « = 2 : nessuna diffieolta porte-

rebbe il caso di un maggior numero di dimensioni, tolta qnalche

complicazione nelle notazioni. E sarebbe anche piii semplice

trattare il caso di « ^ 1 : non scelsi questo caso appunto per

evitare quelle particolari condizioni che lo semplificano.

II campo che considererenio sara limitato da un'area (base)i

posta sul piano y = che chiameremo k: e da una superficie

laterale che chiameremo s: s potra essere una superficie cilin-

drica, pill in generale una superficie regolare che amniette

piano tangente e curvature finite: per essa si supporra di pivi

che il piano tangente formi sempre un angolo finite >0>O coi*

piani caratteristici (').

Indicheremo con s(i/) la parte di ^' che si trova al disottc

del piano y= y', con c(i/') la ciirva sezione di s col piano y=y\
con S(y') lo spazio racchiuso da s, dal piano y= e dal pianO'

y^=y' . Sara quindi r(0) il contorno di k (*). Preso un punto Jl/'

di s, con n indicheremo, come diceinmo, la direzione della nor-

male alia curva c passante per il punto M volta verso I'internoi

(') Cfr. KiEMANN-WEnuR, Die Partiellen Diff'erentialgleichanfien, Bd. 2, § 34.

(-) Cfr. Zaremiu. lot-, cit., cap. IX, § 28, pag. 141-142.

(^) Se la superficie .< e cilindrica, quest'ultiiua condizione e soddisfatta,

poiohe il piano tangente e sempre ortogjnale ai piani caratteristici. Lai

prima si riduee a chiedere che il contorno r di /.: uliliia tangente e onrva-

tnra finita.

(') Se la superficie e cilindrica. tutte le curve ciy) sono uguali alia

curva c(0) contorno di /r.
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di S, con V la noriiiale ad ,s nel punto M medesinio, volta pure

verso I'interno di >S': in altri termini sara n la proiezione di v sul

piano caratteristico per M ().

Indicheremo con u y un si-stuma di coordinate curvilinoe,

forniato colic linoe //
= cost e Ic loro traiettorie ortogonali ('),

clie valga a detcrniinare i punti di s.

Infine se M^ (xiX-ii/), M' "^ {x\x'.y//') sono duo punti dello

spazio, p sara la loro distanza, r la distanza delle loro proie-

zioni sopra un qualunque piano caratteristico. Se M od M' sono

su *, diremo «, »'; v, v' le direzioni ?«, vad essi relative.

Dalle ipotesi fatte su s segue che, se M ed M' sono su s:

1° (•*) In virtii del fatto che s ha curvature finite e possi-

bile trovare un nuraero X tale che, detto (w) I'angolo delle

due normali in M ed M', si alibia

(1) |vv'| < A^p e quindi anche Iwh'' < A^P.

Inoltre se A'' e sufficientemente grande sara ancora. indi-

cando con |pv| I'angolo della congiungente MM'

(2)
'

I - (P^)
I

< iVp.

2° (*) se A^ e sufficientemente grande e se (rn), (r?(') sono

gli angoli delle direzioni n ed w' colla congiungente le proje-

zioui di M ed M' su un medesimo piano caratteristico. saranno

soddisfatte le condizioni

:

|cos{r«)| < ,e„-0'-+,en0 .

(3)

|co3(,V)!<^r4--^
' sen W senO

\!/-'J

(') Se la superficie .< e cilimliica, u c v coincidono. — Pt'r queste i|>o-

tesi circa la superficie .s cfr. (A) n. 26.

m Cfr. (A) n. 27.

(^) Cfr. (A) n. 26.

Cj Se la superficie s e cilindrica, le {3j si semplificano, in quanto si

puo sopprimeie I'liltimo termine e porre sen ^= 1.
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„,.,.,. II /
^^1

I

' cos(rvJ
I

, |cos(>-v)l
Basta intatti osservare che I cos(r «) = —^^ < k— ;

cos(vn)|~ ^e"®

indi calcolaie cos(rv) ilal triedro che ha per spigoli p, v. /• iiie-

diante la formula

cos(rv)= cos(pv)cos(/-p) + sen(pv)sen(rp)cosp

dove p indica 1' angolo diedro il cui spigolo e in p : per

essere j cosp] <1, icos (pv)] <iyrp [formula (2)], |Cos(rp)| = ^,

! sen{rp) j

='"'~^' segue allora | cos(^)
|
< Nr + ^"'^'; onde la

prima delle (3). Ed in modo analogo si ha la seconda (').

3. — Poniamo

( 1

)

/««3 (xiX0 ; Xi'x^';/)= e '12/'- »i -^^,—
-y

(,;2 = (,,,-^l')2J-(^,-Xo')^; y<y').

Ci occorre rieordare alcuni teoremi dimostrati in (A) re-

lativi a questa funzion* ed ai suoi integrali. (^uesta funzione

e regolare in ogni punto del semispazio in cui y < y', si an-

nuUa per y ^= y' , tranne nel punto (xiXoy) = {xij-2'y') dove

e singolare. Se si fissano i valori di U'lX^y] [o di iciXi'y') |
e

si fa allontanare all' infinito il punto [xiX^'y') [o {xiXiy)] la

funzione h-^g,[xiXiy\ x^'xJy') tende a zero di ordine maggiore

di una qualunque potenza di -, — R indicando la distanza di

(xi'x./y') [o di [xiXoij)] da un punto arbitrario; ad es. dall'origine.

Se con 2!(i/') si indica un qualunque campo posto tutto al

disotto del piano y^y' il quale non si estenda all'infinito nel

senso delle y negative — resti ad es.: nel semispazio delle y
positive — la funzione Aag e integrabiie assolutamente in ^{//')

tosto che si abbia

a -I- 1 > 4 4- a— 2P > (I;

t") Cfr. (A) 11. 28.
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se si pone -t + a — 2^ ^ b, e con r\ si indica il inassiuio valore

(ii //'— // in 5; (//'), Siira.

(1)
llji],n

'''^t-CiA',!/ ; 'i^'ttl') \

dxydx^dij < L\i\\ -i

L,! indicando una costante Hnita dipendentc solo da a e P(').

Indielii x una superlicie quale quella studiata nel n. prece-

dente; ed 111/ ie coordinate curvilinee sulla superficie medesima

sopi-a descritte: sia J<jdu'~ -\- Gdif I'elemento lineare di .s rifei-ito

ad H 8 I/. Sia {x^x^i/) -^ («</) un punto variabiie in «((/'). L'intf-

<iridi'

(-) |/^j^,/««,3(t^iJ"2.'/; Xi'xi'y') yp {uii)it:dudy

dove yv{uy) lappresenta una funzione finita e continua del punto

di 'i(if'), e una funzlunc finita e confin.na di (Xi'x2'y') in tidto lo

xjiiizio tosto che

a + 1 > ;3 + a — 23 > ;

e se si pone "> + ci — 2(3;=?) e si fa 1' ipotesi che su *(//') sia

senipre y' — y < r\ e \^("y)\ < T si avra

(8j // 'h.,i(x,x.,ir, x,'x.:ii']vf{ui))\\Edudii<'VL,ix\ ^

ve

Lxi indicando una quautitii dipendente da a e p soltanto. Se

I

poi ni(Hy) soddisfa alia condizione

"
|Hj(«//)|<H',|/y-0/-n)J-

m sarii

'
(4) // \lus{x,x,,r.x,\r,'!/)Mu!/)\]'Edudy<^,L'^,-P^

Ljj indicando una costante dipendente da a. e P soltanto — e

dalla superficie ^^ nia non dalla funzione ^) — e f essendo la

nota funzione Euleriaiia (-). Si noti che, indicando con dr il dif-

ferenziale deH'arco della cnrva c{y) negli integrali delle for-

(') (A) n. 22 s])eoiiilmente formula (12).

(-J Cfr. (A) n. 27, formule (16) e tl6)'"»'.
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mule (2) (3) e (4) al posto di yEdudtj si piii) scrivere dcdij.

Cosi faremo ordinariamente in seguito.

Infine si indichi come prima con n la direzione positiva

della normale alia r{ij) in {xiX.,ii)\ e con (xi"4'V") = («'"// ') '""

dichiamo uu punto fisso di s e con (r"'«) I'angolo della n coUa

congiungente la projezione {xiX^) di {xiXiij) colla piojezione (a;l",rl'')

di (a;,'Ws"i/") volta verso quest'ultima. L'integrale

(5) //
,,,

hio{xiX2i/; a;'i"4'y")cos(r'''?j)M^(«//)«^cc?//

ha ancora senso, poiclie per le (4) del n. 3 si ha

(6)
I
hi.ixix^y; x',"4'y")cos(»^«)

|
< ^£g 1hi{x^x,y; 4"4'y") +

e quindi basta applicare la proposizione sopra ricordata relativa

all'integrale (3).

Quando in (5) al posto di (j-l''x.i'y") si ponga un punto ar-

bitrario {.r^xJy') delio spazio, si otterra ancora un valore per

l'integrale (5), poiche I'integrando e sempre finite: onde risulta

che la funzione rappresentata da (5) esiste ed e finita in tittto

lo spazio. Pero e da notarsi che essa non e continua in tutto lo

spazio, ma ha una discontinuita sulia superficie s: ivi essa sod-

disfa alia relazione

(7) iim
Ij

Jii.,{xiX.,i/;Xi'x.^'i/')cos{ni)x\i {uji}dcd!i ^

= + 4rT,p(«"y") -^
Jl^^^^

hli[x^Xoy,x['y^'Y')cos(>^"'Jl)^l{ny)dcd!/.

Nella iorinula precedente valgono insieme i segni superior!

o gli rnferiori : ed ho indicato con Iim il limite

preso nell'ipotesi che il punto {xi'xjy') tenda al punto (a;'i".T^"// '

)

restando dalla parte di s da cui e rivolta la direzione positiva

della normale, con Iim il limite preso nell'ipotesi

(j:iV''I=I«i"'J2'".''"')-0

contraria(').

('.) (A) n. 28, formula (19). .Si noti che in confronto di (|Ui?lla formula,

si ha qui un cambiamento di segno pnivtMiii-utf dal fatto che si e inver-

tita la direzione positiva di r ed r'".
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4. Richiainate tali proposizioiii, ossorviamo anzifcutt" clui

il prolilenia si pub seinplificai'(! siippoiienfio clie Ic fiiii/.ioni

A' i''
-','/)) /"iC'i-^L') clie (.-ompaiotio tielle (1) c (2) del n. 1 siaiia

entraiiiho nullc Invero nclla citata inoiiioria (') ho diiiiosti'atci.

(! del rcsto facilmente si deduce dai priiiii lisultati euuiiciati al

n. •">, i-he la fuiizione

^i(.f,'j-///)= , II I ,
li,,i{x^:r.2ir. Xi.r.,'i/') f{.r,iX2y)dxidx2(Ji/

soddisfa alia (IJ del n. 1 in tutto il campo <S tosto ehe fix^.r.Ai)

snddisfaccia le condizioni ranimenfcat.e ai n. 1, oiide se^^ e la fvui-

ziuue cercata, la funzione £= 2; — ^i soddisfera alia A.^I— .^^^^"

e di cssa. come di z. si conosceranno i valori su A-, i valori di

r- k2 su *•: Glide la ricerea di z si riduce a quella di una tuu-

zioiie I ehe soddisfa a condizioni al contoino siniili a quelle

cui soddisfa ^ ed aU'equazione

A.,I _ f = (..

Onde intanto risulta ehe si pub supporre nella (1) del n. 1 /'='>.

Similniente se F{xiX.2) e una funzione finita e coiitiniia in

tiittd il piano, la funzione ~i{xixJij') definita da

Z2[xi'x«'il']:= I I F{xiX2)hoi{XiXo(); Xi'x2'!/')dx^du.,

rappresenta una soluzione dell' equazione precedente ehe sul

piano if ^^) si riduce a /''(xiXg) ed e regolare in tutto il senii-

spazio delle
//

positive: onde bastera supporre ehe Fix^x.^ si

riduca su k a fiix-i^x^) per trarre, in modo analogo a quanto si

fece sopra, la conchisione ehe si pub supporre nella (2) del n. 1

t\[r,x.) = i\ (=•).

Ci limiteremo quiiidi alia ricerea di una funzione soluzione

ill S' (lellequazione

(I) A.J— /' =(p.

('J (A) n. 22 e ss.; e n. 30.

(-; Cfr. (A) n. 30.
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nulla su k, la quale soddisfa su s alia condizione

(II) ^^
- - K(uy)ziii!f} = cp(«//)

,

K{Hi/),q){uy) essendo funzioni finite e continue del punto (uy) di s (').

Procureremo di porre la funzione cercata nella forma

(III) z{xi'Xi'y')=— -^ jj^^^_hni{xiXoi/\ x^'x^'y')\v{iiy)dcdy,

dove si pone [xiXiy] = {uy) e ^{uy) e una funzione finita e con-

tinua del punto di s. da determinarsi convenientemente.

La funzione (III) e soluzione di fl) in tutti i punti dello

spazio i quali non appartengono ad s: poiche e ben note, e si

verifica del resto assai facilmente, che qiiando i due punti {xiXc,y)

{x\x'iy') sono distinti la funzione lh^i{xiXiy\ x\x2y') soddisfa

rispetto alle variabili {x'^x'^y') all'equazione (I). D'altra parte

per i teoremi enunciati nel n. 3 essa rappresenta una funzione

finita e continua in tutto lo spazio : e poiche per y' = il campo

s(v') si riduce a zero, essa si annulla in tntti i punti interni di I- ('^).

Non rimane quindi che da esprimere che essa soddisfa su .s alia

equazione (II): mostreremo ora che partendo dai risultati del n. :H

si puo determinare v^(;uy) per modo che questa condizione risuiti

soddisfatta.

5. — Indichiamo percio, come prima, con (.r,"a;2y")^(M''y'') un

punto di s, con w'" la direzione n relativa ad esso: calcoliamo

la derivata della funzione (III) rapporto alia direzione w'" nel

punto (xi'x^'y'), e facciamo poi tendere (.riV^V') ^ W'-Ss'V')-

La direzione //'" e parallela al piano y^O: in altri termini
//

e indipendente dalla variabile corrente lungo ?»'": avremo quindi

f,^jhi(xix,y:xi'x2'y') = .^
h.ojx.xoy; Xi'x,'y')

^ j,,
=

= — hi2{xiX2y; x^'x^'y'} cos (/•»')

(') Se \c fi{xiXa),<p(xiX.!!/) davaiio determinazioni concoidi per i punti del

contorno <-(0) di k. anoora si avranno deterrainazioni eoneordi dopo le iinstre

trastbrmazioni del problema: sarii cioe npfx, 0) = 0.

(') Se rpiuQ) = si vedra o.he ^l{nO) = e restera allora provato ehe la

funzione (III) ha le derivate prime regolari anche nell'interno dei punti di r.

Cfr. (A) n. 30: ed anehe n. 28; formula (20).
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come direzioiioi)ositiva(li r iiitoiKliMidosi qiiclla volta verso la pro-

jezione del piiiito (.'i'.''.///').

E quindi

( 1 ) ~'T^ ^ L /

/'

, ./"^('•i-''-^.'/; ^-^'''^'V' ) V («//)cos(/V") dcdy.

E potremo aiicora scrivero

— T-// hiiixtXiti; Xi' x-i t/)\cos {ni"')—cos(rn)\\\) (ut/) dcdi/.
*''.'.'»(»)

•

Facciamo ora tendeve (.r/.r^'//') a (.r',".4"//"); avremo daila (7)

del n. S, se si suppone ^>{in/) tinita e continua:

lim II hi2{x\X2ii;xiX.iii')coii(ni)\^(uii)dcdit
(;t,'x,'^')=(x,<"j;,<»j'")±04lT .'.'si/,')

dove vale il segno -\- o — a seconda che {xj'x./i/) e interne

ad .S oppure e esterno.

Per trovare quiiidi il valors limite di — . ,,' quando il

punto {x/x^i/'} tende al punto {x-i'x't'i/^'), basta trovare il valore

limite del secondo integrale che compare in (1). Ma questo inte-

grale e continuo in tutto lo spazio.

Per mostrarlo cominciero col far vedere che detto integrale

ha sense quando il punto {xi'xjt/) e precisamente un punto

{x'l^x'l'i/'^') = («'"(/") della superficie s: e rappresenta una funzione

continua del punto della superficie. Mostrero poi che quando

(.r/.fa'//') tende ad (x',Vj"(/"J restando sempre suUa n" I'integrale

tende nniforinemente al valore che esso prende nel punto (x[^'x'}'i/^'):

onde I'enunciata continuita.

Si noti percio che le direzioni r, «'", m giaciono tutte in un

piano parallelo ai piani caratteristici: onde segue

(.3) lcos(r«' ')— cos(r«)l^:-2isen -,r-!— sen—r S2sen—5--
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Onde dalle (1) uel ii. 2 segue

(4) icos(rM' I
— cos (»•«)! 2.Vp ,

p" essendo la distanza di (a;i.Tjy) da {4"a;!.'V').

Se quindi il pimto (.r/xa'//') cade precisamente nel punto

[a-i^^' X2'" I/'") di s osservando che p'" <>•"-{-
1

//"' — y\ si avra

(5) i Ihsix^x^y; x'/'4",'/
' ) !cos(r'^M") — cos(j-^m);

|

E quindi intanto per i risultati del n. 3 esistera I'integrale

(6) 1/ ^_^
lii^XxiXoy; x\'y^Y'} )^os{>'^n'^) — CQs{r^nyMti!/)d^idy

e i-appresentera una fuuzione continua del punto di s. Ed anzi.

se assumiamo come campo di integrazione, invece di s(i/'''). una

parte di esso, compresa tra due piani caratteristici distanti di una

certa quantita piccola a piacere n. I'integrale medesimo sarii.

per la (3) del n. 3 e per la disuguaglianza (.J), infinitesinio di or-
1

dine uguale a quelle di r|-.

Se invece il punto non appartiene alia superficie s, nia e

un punto (a'l'a;,'^) della «'" condotta pel punto {x['^x'iy'), dalla (4)

si avrii

P
'"

P "^ senCp'^i'")
~ ^^

sen(p"W"')"

(Ira noi possianio dividere il campo •s-(y') in due parti

:

I'una a(y") tutta interna ad una striscia compresa fra due piani

caratteristici di altezza arbitrariamente piccola n ed in cui si

abbia seu(p'''M'") > sen y, e la parte residua s(.'/") — <^{y'')- I'l-

vero basta osservare che per quanto si e detto al n. 2 nei punti

di s(/y"') interni alia sfera di raggio .y^edicentroilpunto(.c'i".r2'y'')

si iia p'^w"
I

>
I
pTv " - v''Vi "

j

> — iVp'" > ®.
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Si spczzi allora I'intcgrale da studiarsi ne\h due i)aiti re-

lative a CT('/"') ed a .,(//'') - (J(y"). Quanto alia prima si deduce

da (7) ricordando clie p
' r -\- \i/^'' — //| e richiamando la (3)

del n. :1:

j

/j^,,^,„/'i2(^ia;a«/; Xi\r2';/y,coa(pi^'} 'COs{nl)]^){uy)dcdtJ j<

(8)

<
ll^ij,,,,,

h22{-'-iJ-2.r,.ri'.Wt/>}+huixiX.ii/;x^'x2!/")i v^{mj)\dudy<

I

2^v—0- (-f'22 + /-nn^jn-^

Glide diverra infinitesinia con it. Quanto alia parte residua, os-

servianio die per essa I'integrando e sempre finito e continue,

quindi e ben evidente die, preso un numero e piccolo a piacere,

si potra, una volta fissato r\, fissare un numero b tanto pic-

colo die per y][xi — 4")^ + {-^2' — 4'')'<^ si abbia, qualunque

sia il punto (4"4'V") di s,

//, <„, „, ,
/'io(,ri./-2//;.r,'.r2V")[cos(»Q")— cos(m)Jqj(Hy)rfra!^—

./..'«(!/'")- 0(1/"")

Se ricordiamo ora che, come gia si e osservato sopra, I'in-

tegrale (6) esteso al campo o(y") soddisfa ad una limitazione

analoga alia (8), segue che

lim n ^i2(ri.r^y;.r/,r;2'//'')[cos(rrt''')

—

cosi(rn)\\v{ii>l) dc dji
=

-":=-''
111 .'.'sii/"')

// ,„
/ii2(a'f2;2^;-'';i"a?2'y")|cos(r"'M''') — cos(r'"»)] \if {uy)dcdy,

e die la couvergenza e uniforme. Onde la continuita del secondo

integrale di (1).
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E pertanto di qui e da (2) potremo coiichiudere che, se si

suppone H>{uy) finita e cuiitinua,

lim -r- ,
hio{xiX0;Xi'x2'y')cos{ni^^)\\i{uy)dcdij=

(IV)

6. — Dal la (IV) e dalla (1) del ii. 5 segue die, affinche la

funzione (III) soddisfaccia alia (II), occorre e basta che MJ(«//)

sia una funzione 6nita e continua la quale soddisfaccia all'equa-

zione integral e:

(V) 4i(«"y")-^ /j^^^„,j
Vh^ixiXi!/; 4"4' //'"J cos (r'V") -

— 2K(u!/)h,n{xiX2!r, .rl"4'V") |hj («;/)(te/(/ = qp(«"y").

L'equazione (V) e un'equazione integrale del tipo di Fred-

holm : e, se si puo risolvere, ci dara una funzione, la quale,

sostituita in (III), se finita e continua, risolve il problema. Baste-

rebbe quindi dimostrare che la (V) non ha nullo il deterniinante.

E cio non sarebbe difficile, ove si volesse ammettere che per il

nostro problema sia gia dimostrato il teorema di unicita, ricorrendo

a considerazioni analoghe a quelle ordinariamente usate pei'

dimostrare la risolubilita del problema di Dirichlet: ma siccome

per noi il teorema di unicita non e noto che in casi particolari.

noi non terremo tale via; e dimostreremo direttamente, come

giii feci in (A) (') per una analoga equazione, che in base alle

formule (3) e (4) del n. 3 la serie di Neumann (e di Volterra)

che da la soluzione di questa equazione, converge.

Invero si osservi che la serie di Neumann risolvente la (V)

e data da

(1) vj)(m//) = q)(«//) + (p,(«(/) 4- cp,,(M(/) -j- ... + (?„{uti) +...

dove

(2) (p,(«"y")= ^ /j^.^^,„jl K,{x,x,ij; .'M"4"//i' ) cos (r(V") -

-2K(«"y");(o,(,T,.'r2y;4"4^y")]9,-.(My)rfc-rf//.

CJ N. 30.
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Oni si osservi che, se
| «(«'/) |

<K, posto h,K-\ q}^i P®"^

la (()) del n. H si ha :

;^ /»22(^i.r2.(/; .^'4"?/")+ CAoilcBi^^y; x'i^iY')-

Oiide se si suppone

I

(p(Mi/)
I

< O.

in virtii delle (3) e (4) del n. 3 si avra

|cPi(j«.(/)| <
4Tt

I

fP-..("'.'/)
I
< 4„'

I

<P3(W«/)
I

< 0^
4Tr

sen©

sen©

N

-'-'22 ~r '^'-'01
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Onde, poifhe la ^)illy) data da (1) e tinita e continua, il

teorenut di psistema i pienameiite dimostrato (').

Abbiamo contemporaneamente mostrato che I'equazione (V)

ha sempre il detenninante =4= 0, e che quindi I'equazione omogenea

corrispondente a (V) non ha mai ultra soluzione che lo zero.

7. — Per dimostrare il teorenia di unicita della soluzione

incominciamo col dimostrare il teorema in un caso particolai'e.

Col solito metodo delle integrazioni per parti si ottiene per

una qualunque funzione z soddisfacente a (I) e nulla su h, come

e bon noto, la formola seguente:

'-\iLA.^^''
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Sara evidentemente sempre possibile, qualunque sia la su-

perficic s, trovare delle funzioni finite e continue K{uy) che sod-

disfacciano a ('i); ad es.: se la siiperficie s e cilindrica a ge-

iioratrici parallels all'asse delie // avciidosi <jos(v)/) = bastera

prendere K{iiy)>(). La (1) da allora

Ora gli integrali del secondo menibro della (4) sono tutti

esseuzialmente positivi, nulli solo se la 2^ e identicaniente nulla:

quindi Tunica fiinzione z la quale si annuUi su /• e soddisfaccia

alia (2), dove si suppone che per k(m//) valga la discguaglianza (3),

sarii Jo zero. In altri termini risulta di qui che ht- soluzione del

proUema propostoci h unica quando la fumione K(uy) che com-

pare hi (II) soddisfa alia (3).

Ritorniarno al caso che k(m//) sia qualunque. Se esistessero

due funzioni che soddisfacessero alle (I) e (II), esisterebbe una

funzione z che soddisfa alia (I), si annulJa su k, e .su s e tale che

-^ — Y.{uu)z = 0.

Ed ove una tale funzione z potesse porsi sotto la forma (III)

la funzione ^(uy) corrispondente dovrebbe soddisfare all'equa-

zione integrale omogenea corrispondente a (V); ma per I'os-

servazione finale del nuniero precedente, una tale funzione deve

essere identicamente nulla, e tale deve quindi essere anche la

z{.i\.roy). Onde il teoreraa di unicita riuscira dimostrato tosto

che si possa provare che ogni soluzione dell'equazione (I), nulla

su k, si pub porro sotto la forma (III).

Ora cio risulta immediatamente: basta osservare che presa

una qualunque tale funzione z, se si considera una funzione k'(w(/)

soddisfacente a (3) e si pone

-f — k'(h//)^ = cp'(m//),
on

per il teorema di unicita date sopra, la funzione z[uy) sara pre-

cisamente data dalla (III) dove la MJ(w/y) e deterniinata dalla

equazione

WY')+ ^ //^,^.„,
[K,v,X2y; .t.i"4'y")cos(r'V") -

— 2K'(it'V")/'oi(-ci^22/; .T'i"4'y")] M'Cw//) dcd'j = q)'0<"V'")-
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Onde riesce cosi proeato pienamente anche il teorema di uni-

cita relativo al nostro problema.

8. — Avvicinando i n'sultati di questo lavoro con quelli

ottenuti nella niia memoria citata se ne possono dare molte

seniplici generalizzazioni. Cosi noi potremmo supporre che la su-

perficie s consti di divei-se parti Si s^ ...s„ e che su alcune di

queste s,,, s,, ... .5,^ siano assegnati i valori della funzione z, sulle

altre s, . s, , ... s, , siano asseenate delle relazioni tra i valori

di ^ ed i valori di ," del tipo della (II).
an

Questo problema eorrisponderebbe. quando le s, ed s, sono

cilindriche ed a generatrici parallele all'asse delle y, all'ipotesi

che il corpo fosse limitato da vari contorni, e su alcuni di essi

fossero assegnati i valori delle temperature, e per gli altri invece

fossero assegnati i valori delle temperature dello spazio ambiente

e le condizioni di irraggiamento e conducibilita del contorno

del eorpo.

In tal case basterebbe porre la funzione z sotto la forma

z{xyXiii')= |^)]^i(/,.,„.)^i2(^i^2i'; x-^xltf')cQB{rn)\Vi{uiy)dcid}l +

+ \^, jj, tj,./*"
(-^1^2^ 5

^1^2'y') ^>, {ujy) dc, dy
^,

dove {iity), {Ujy] indicano dei sistemi di variabili coordinate sulla

superficie 5,, s„ dci, dc, gli elementi di arco delle intersezioni

delle Si, S; coi piani caratteristici : e nei vari integrali devesi

intendere (ajj-Ta*/) ^ («,;(/) {xiX2y)^ {u^y); e dove le funzioni

\\)i{u,i/). ^>,{u,y) sono funzioni finite e continue da determinarsi

convenienteniente.

Le condizioni imposte alia z al contorno sono sufficienti

per determinare le funzioni 4^,, ^>, in niodo unico mediante equa-

zioni integrali perfettamente simili allequazione (V): noteremo

solo che percio occorrerix che uon mai una superficie s, venga

inlinitamente prossinia ad una .•>•,.

Ulteriori generalizzazioni si potrebbero dare al caso in cui

il corpo constasse di pezzi ciascuno per se omogeneo, ma di

conducibilita differente da pezzo a pezzo : ma tali generalizza-

zioni noil presentano nuove difficolta e noi ne taceremo.
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1. — Due superficie 8 ed S' diconsi isometrirhe qiiando i

loro punti si possono porre in corrispoudenza biunivoca per modo

die i loro elementi lineari risultino eguali: diconsi (ippUcabili

I'una sull'altra quando, immaginate le superficie come veli per-

fet.tamente flessibiii ed inestendibili, si puo flettere senza rottnra

ne duplicatura I'una di esse per modo che si distenda sul-

l'altra ('). Due superficie applicabili sono isometriche ; maaffinche

si possa asserire che due date superficie *S' ed 6'' isometriche

sono applicabili; occorre mostrare che si puo trovare una suc-

cessione contiuua di superficie isometriche le quali possano

considerarsi come gli stati intermedi della superficie S, che,

deformandosi e flettendosi, dalla sua forma primitiva viene a

distondorsi sulla superficie 8'. lo mi propongo di studiare

quando due superficie isometriche sono applicabili ; e dimo-

strero che:

Due superficie isometriche a curvatura nulla o negativa sono

sempre applicabili I'xmn sull'altra; mentre di due superficie isome-

triche a curvatura positiva si pud sempre distendere una superficie

sull'altra oppure sulla simmetrica di questa; e la corrispoudenza

(') Qiiesta (listinzione fu introdotta dal Voss nei siioi lavori, e pin re-

L'enteinonte riprodotta nell'art. Abhihliuiy untJ AhirickeUing :ireier Fllichm

auf eimtnihr dell' ' Encyclopadie der Matlii'iiiatiHrlien Wisspiisdiaften ,,

lid. Ill, D. 6, a., n. 2, pag. 362-363.
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/H siimnetria f, a due superficie a curratura posUiva non h mm
Kii'apiilkahilitd (').

Trascurero d'ora in poi il caso delle suporficio a curvatiira

nulla che e di inimediata ovidenza. — Pel caso delle superficie

a curvatura positiva mi limitero al caso analitico; nientre trat-

tero il caso piu generalo per le superficie a curvatura negativa.

Mi place pero osservare oho per i noti teoromi snl carattere

analitico delle soluzioni delle equazioni di tipo ellittico di

secondo ordine, I'ipotesi che la superficie a curvatura positiva

sia analitica equivale solo al supporro die i coefficienti A' («('),

F{uv), G {uv) deU'elemonto lineare siano funzioni analitiche di

una coppia conveniente di variabili u e v: poiche, ammesso cio,

ed ammesso die le coordinate x, //, z del punto della superficie,

abbianc), considerate come funzioni di m, v, le derivate dei primi

tre ordini finite e continue, segue di necessita die la superficie

e analitica (-).

Notero ancora die le considerazioni che seguono valgoiio

non solo se la superficie e immersa nello spazio euclideo; ma
anche se si immagina la superficie immersa in uno spazio a

curvatura costante A',,: bastera in tutto quanto segue sostituire

alia curvatura assoluta K dolla superficie la curvatura relativa

K~K;
a-

Cio risulta evidente quando si osservi che mediante questa

sostituzione si passa dalle equazioni di Gauss e di Codazzi

I'elative ad una superficie immersa in uno spazio euclideo alio

analoghe relative ad una superficie immersa in uno spazio di

di curvatura A'o {^): e che d'altra parte il nostro problema equi-

vale a studiare quando avviene che i sistemi di funzioni D, D' , D",

coefficient! della seconda forma fondamentale, che soddisfano alle

equazioni di Gauss e di Codazzi, formano un insieme continue.

(') Tale questions mi fu proposta dal Chiar."'° Prof. Bianchi ; di cib o

dogli utili con.sigli clie mi diedo mi sia oonces,so di ringraziarlo vivamcnte.

(') Cf'r. Bkk.sstei.n S., Sitr la nature (iiiali/tiqiie de.i i^olxtions des vqitations

c(it.v (h'rm'cs partielU:!! du second ordrc. " Math. Ann. , Bd. 59, 1904, pag. 20-83.

Vedi anche dello stosso A.: Siir hi ih'fdriiKitinn des gurfoeen. ' Math. Ann. ,

Bd. 60, pag. 137 (1905).

Cfr. Bianchi, Uziuiii, vol. I. § 21H, jxig. 492, Ibnnida (VII*) ed (Vlll).
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Le superflcie a curvatura positiva (').

2. — Per trattaro il problema nel caso dolle superficie a

curvatura positiva ponseremo ie superficie di dato eietncnto

liuearc iudividuate coH'assegnare la forma di una ioro curva

prcfissata, ad as.: delia v = 0. Riassumerb brevemento i risultati

noti rolativi al problema di determinare una superficie con as-

scgnata doformata di una curva, cercando di porre in riiievo Ic

osservazioni che piii ci interessano, rimandando per il resto alia

trattazione del problema che si trova nolle Lezioni del Bianchi (*).

Scguo completamente le notazioni del Bianchi.

Si supponga la superficie riferita ad un sistcma ortogonale

(((, (') o che il parametro u misuri I'arco sulla linea v =: di cui

vogliamo assegnare la deformata. Chiamerb f questa linea « ^ 0:

o supporro per fissare le idee che la sua curvatura gcodctica p„

sia < U.

La deformata G dolla curva T sia assegnata ad esenipio

niodianto le sue equazioni intrinseche

(1) P = /(»), T=^{u)-

saranno /"(«) c cp (m) funzioni analitichc regolari in un certo

canipo della variabile u. Indichiamo come al solito con a, 3,y;

S, Ti, t\ X, |a, V i coseni di direzione della tangente, della nor-

malo e della binormale di C. Indichi ]' angolo di cui deve

rotare nel verso positive la nornialo alia superficie per portarsi

sulla normale alia curva: dovra esserc

(2) sen (J = - f ;

e questa equazione, per I'ipotesi fatta che p,. < 0, ci da due valori

IT

supplementari di (J, Tunc compreso fra e -x-, I'altro compreso fra

(') Per quauto nel prcsunte numoro e nel successivo si abliia in vista

Ic suiicrficic a curvatura positiva, tuttavia la maggior parte dei ragiona-

nienti, ed in ispccie quoUi del n. 2, valgono pure per le superficie a cur-

vatura negativa.

n Bianchi, Lezioni, vol. I, § lflfl2, pag. 244-249
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^ e IT. Si fissi per o una di queste due soluzioiii di (2) : per

ottenere la superticie bastera integraro I'equazione

(3)
A,,b = {l-A,b)K,

preiidendo per b successivamente le coordinate x {ii c)
, y {ti i),

z {u v) inuognite della superficie ; colla condiziono die per v =
soddisfino rispettivamente alio uguaglianze

(4) .r(«r) = xOO,g= a,0 = f,^ = -P^G(£senff4-\cosff),

dudv dii
yJG (E sen (J -}- ^ cos a)

e alle analoghe per // e per z.

Giova notare clie bastera ottenere integrando (:!) una sola

dello tre funzioni incognite x, ij. z\ le altre si avranno poi per

quadrature.

Questa osservazione ci perniette di afformare col Bianchi

che fin quando e cT=f='— e sempre possibilc risolverc una dclle

equazioni (3) coi dati iniziali (4): anzi si puo senz'altro affer-

mare di piii che, se le funzioni analitiche /"(«), cp (?«) variano,

rimanendo pero inferior! ad un numero finite M e tali che il

loro raggio di convergenza non scenda mai al disotto di un

certo numero r, e che la funzione a soluzione di (2) differisca

sempre da — di piii di un certo numero €, le superficie iS', che

si ottengono nel modo detto sopra corrispondentemente alle

varie determinazioni di f [u] e cp («<), esistono tutte in un certo

canipo comune di valori per u e (;. Ed al variare continue di

f (il) e cp ()/), purche si scelga con continuita la determinazione

di (T (»), varieranno anche con continuita le superficie S che si

ottengono.

Noteremo iufine che per quanto precede la superficie cor-

rispondente ad una determinazione di cr e unica: e che la deter-

minazione precedente da effettivaniente una superficie che soddisfa

alle condizioni del problema.

3. — Premesso cio, incominciamn coll'osservaro che se vma

.superficie e a curvatura positiva non si potra mai passare con
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cDiitinuita da una supm-licio in cui ad iin doterminato punto O

d\ r corrisponda un valoni di (7 compreso i'ra (I o -^ ad una per

cui al punto medesimo corrisponda un valoio di a fra -5- <3 tt.

Ed invero^'se talo passaggio fosse possibile esisterebbo una de-

formata S della superficie, tale che per essa il valore corrispon-

donto di cr in Oe — : allora la curva (J che su S rappresonta V

uvrohbe in il piano osculatoro tangente alia superficie: il clie

i) iinpossibile se la superficie e a curvatura positiva.

Dunque intanto possiamo affermare che le superficie a cur-

vatura positiva di dato clemento lineare si dividono in duo

class! tali che da una superficie di una classe non si puo pas-

sare con continuita alle superficie doll'altra: e sappiamo clie per

I'iconoscere se una superficie appartiene all'una od all'altra classe

basta vedere se, preso un punto su f, il corrispondente va-

lore di a e compreso fra e — fra -^ e n. Applichiamo questo

criterio a due superficie simmetriche rispetto a un punto dello

spazio: se osserviamo che, assuniendo come positivi su curve

simmetriche vers! corrispondentisi, le direzioni positive delle

normali alle superficie in due punti simmetrici sono concordanti,

mentre le direzioni positive delle normali principal! di due curve

simmetriche sono opposte ; concludiamo che d! due superficie

simmetriche I'una appartiene all'una classe e I'altra all'altra (').

Cosicche, per dimostrare il nostro asserto occorre solo mo-

strare che si puo passare con continuita da una ad un' altra

qualunque superficie della medesima classe. Ora cio risulta

dalle osservazioni fatte in fine al n. precedente: poiche, siano

S ed <S' due superficie date, C e C le curve deformate di f su

(') Che del resto due superficie simmetriche ;i curvatura positiva uon

siano applicabili risulta anche dalle considerazioni seguenfi. Prcsa una su-

perficie a curvatura positiva, dicasi faccia positiva della superficie quclla

rivolta verso i centri di curvatura; in altri termini dicasi positiva la faeeia

ooncava della superficie. Si potra allora definire il giro jiositivo sulla su-

l)erficie. Ora e ben chiaro che deformando con continuita la superficie, il

giro positivo rimane sempre positive, mentre si scambia col negativo por

una simmetria. Onde I'asserita impossibilitii di applicare una superficie

sulla simmetrica.
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S e S', cT (h), rf' (k) i valori di a relativi a 6' e C e si supponga

0<ff<ao<'r) (^ S ^ S^o <'^ Noi potroiiio cvidentemente

costruire una successione di curve analitiche C'l riferite fra di loro

per uguaglianza di arclii die permetta di passarc con continuita

da C a C per modo cho il valore pi della prima curvatura in

un punto qualunque di Cj sia sempre compreso fra i valori

e p' della prima curvatura nei punti corrispondenti di C e (''.

Per tali curve si avra die I'angolo 0^ (il quale e detinito da (2))

soddisfa esso pure alia limitazione < c^i < cTq < --; e quindi

le superficie .^i , isometriche con S ed S', su cui Ci e la defor-

mata di P, esistono tutte in un certo campo di valori per « c r,

e danno una successione di superficie die ci permettono di pas-

sare con continuita da S ad S'.

Le superficie a curvatura negativa.

4. — Nel caso dullo superficie a curvatura negativa val-

gono i ragionanienti fatti sopra circa alia determinazione della

superficie con assegnata deformata di una curva (^): ma non e

pill legittima la distinzione in due classi delle superficie deformate

di una data; poiclie e bensi vero clie il nietodo precedente non

ci permette piii di determinare la superficie quando in qualche

punto di C sia a = — (e cioe la curva assegnata debba essere

tangente ad una asintotica della superficie), ma non possiamo

pill assicurare che tale superficie non esista.

Riprenderemo percio la questione dal principio, fondandoci

ora sulla determinazione della superficie mediantc due sue asin-

totiche, quale e stata trattata dal Bianchi in una nota portante

lo stesso titolo della presente niia, e pubblicata negli Atti di

questa Accademia (-). Otterremo cosi anche il vantaggio di libc-

(') Teneiulo conto ilei n.siiltati ilcUa mia Nota Sal problema di Caurliy

per le cqimzioni a carattcristiche reali e distintc (Kcmliconti della li. Acl^u-

demia dci Lincei, 2 raarzo 1908), questa deterniinaziono h in qucsto caso

indipendente dall'ipotesi deH'analiticita.

( ) Cfr. Bianchi, Sulla deformazione delle super/icie /lessibili ed incsten-

dibili. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, 1904-1905, vol. XL.
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rarci dell'ipotesi della natura aiialitica dolla superficie die ab-

biaiiio clovulo i'are tin qui.

Dato I'eloiifCnto linoarc di una suporficio a curvatuia iie-

gativa

(5) (/s-' = E dii^ -f 2 F c?H dv -\- G dv^
,

dicoiisi asiiiiolkhi: viriuali duiroleiiicnto linearo quui sisteiiii di

liiiee (a p) clie per una conveniente tra le superficie isomotriche

di elemento lineare (5) sono linee asintoticlio. Dato un sistoma

di asintoticlio virtuali (a p) la superficie die le ammette quali

asintoticlie effottive e dcterminata a nieno di movinioiiti e di

simmetrie, poiche so 1' elemento lineare (5) riferito alio (a P)

prendo la forma

(6) ds'^ = ^1 da'^ -^2F,da dfi -f (7i (ip^

,

la seconda forma f'ondamentale della superficie e data da

(7) ±]SEK^rfarfP,
p

dove p e determinate dalla

(8) ^=-i-
Fissato un punto e le due asintoticlie a e p useenti da

esse, per riconoscore se due superficie die ammettano il doppio

sistenia di caratteristiche (a P) sono uguali o simmetriche, basta

vedcre se nelle due superficie la linea a (oppure la linea P) ha

la stessa torsione oppure torsione opposta: in altri termini, se

procedendo lungo la linea a (o lungo la linea 8) si veggono i

piani tangenti alle due superficie rotare nello stesso verso oppure

in verso opposto ('). II teorema di Enneper ci assicura che il

critorio e indipendente dal consideraro le due linee a oppure le

due linee (B.

Se le linee (a 8) sono asintoticlie virtuali per I'elemento

(') In questa seconda forma il criterio vale ancho quando I'asintotica

a (o P) e una geodetica di (5), e quindi e una retta.
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lineare (5), le u, v, considerate come funzioni di u e p, soddi-

sfano alle equazioni {di Darboiix)

(9)^

dadg

dadf?

dlogp

s';

w

I 2 Ua dp +

du bn

1 d log p

2~d^

I b log P _\121
2 dv In

I du dv

bu b" _|

.
aa dp "I

\ 22 ^ dr dr

M2i

+

dM bv
I
Jk ()y

^ dP ' dp da +
dlogp _ ( 22

^
bv bv

da^p

Ed inversamente, se si ha una coppia di funzioni imlipcn-

denti u{a?), t"(ap), soliizioni di (9), il doppio sistema di liiiea

(a p) e per I'elcmento lineare (5) un sistema di asintoticlie

virtuali.

Come ha osservato il prof. Bianchi, al sistema (9) si pub

applicare il metodo delle successive approssimazioni del Picard.

Precisando: si supponga che quando ii e v variano in un certo

campo A, ad es., quando |u|<«, |y!<« lo funzioni E, F, G
e le loro derivate dei primi quattro ordini rimangono continue

e inferiori in valore assoluto ad M: e ^ia M^ il massimo valore

dei secondi membri di (9) quando (mc) e in A e ^, ,- , r-, To

restano in valore assoluto inferiori a b. Si prendano due curve

r e fj arbitrario, ma non tangenti, useenti dal punto « = r =
come curve a = e p = 0: e per iissare le idee, misurino a e 3

gli archi di F e f a partire da «« = y = : siano esse

(lOi
(D u(a,0) = fia) »(a, 0) = <p(a)

(T,) m(0,P) = /-i(B) « (0, P) = qp, (B)

E si supponga che le derivate prime di f(a), cp(tt), /"j (3),

cpi (8) esistano e siano inferiori a 6 in valore assoluto finche

\a\<9,\?\<!/-

Se si indica con p il minore dei numeri g, -^ , — , il metodo

dello approssimazioni successive ci permette di affermare che

csiste una coppia di funzioni «(aPi, r(aP) le quali nel campo

definite da |a| < p,
| p |

< p danno punti (uv) appartenenti a A,
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iinimettDiio dorivate^riinc tiiiilo o coiiiimic cd inl'ciiori in mo-

dulo a b, aimnottono lo duo dorivato ini«te audio esso continue

cd infcriori in valore assoluto a M^ , soddisfano a (9) ed hanno

i valori iniziali (10).

Ed il metodo dello approssimazioni successive ci permette {')

inoitrc di afferiiiaio cho la soluzione n(a^), t'fap) trovala h

la sola soluziono di (!tj la quale soddisfaccia alio condizioni ini-

ziali (10). Inline si osservi cho so Q e Tangolo dello curve f e

r, nol punto a ^= p ^ si avrii

iM_i/"(o) 'P'(o)

S(ap) |/-,(0) <p'i(0)

son e =!=• 0,

e ijuindi in un canipo conveniente Ic duo funzioni u r sono ef-

fotlivamento indipendenti o ci doterminano un doppio sistoma

di asintoticlio cui appartengono le curve iniziali f o f,: e ('ho

questo-sisteina e unico. Possiamo dunquo dire: assegnatc due

curve arbitrario a tangenti distinte, esisto sempre ed o deter-

niinata a mono di un movimonto o di una simmetria una su-

perlicio deforniata dolla data cho ainmotte quelle curve conic

asintotiche (-): ed anzi .si ha di piii cho la superficie e deter-

ininata a nieno di un moviniento so si assegna in un punto

arbitrario di una di questo asintotiche il segno della torsione.

5. — La proposizione precedente ci suggerisce immediata-

niente la via die seguirenio nel diinostrare il nostro teorema:

prese duo superficie isometriche S ed 6" si considerino le coppio

di asintotiche F e fj , f e f'l di S ed .S" uscenti da due punti

corrispondenti e si determini una successione di coppie di curve

r e fi non mai tangenti e tali cho pcrniettano di passare con

continuita dalla coppia f, fj alia coppia f, f'l : la successione

dello superficie S corrispondenti pormettera di passare con con-

tinuita da S ad S' oppure alia sua simmctrica.

f) Scguendo un rasionamento analofjo a quello con rui si dimostra

runicita delle soliizioni dello equazioni a derivate ordinai-io. Cfr. Goubsat,

Coiirs d'Atialyse, vol. II, pag. 872.

(^) Qaesta ossorvazione ci permette di enunciare i teoremi li] C) della

nota del Bianchi togliendo I'ipotesi di essere nel case analitico.
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Pen") I'ultima parte del ragionamento del n. precedents ci

dice soltanto che t4^, e diverse da zero iii un conveniente

campo di variabilita per u, v o per a, P; perche le conclusioni che

vogliamo trarre siano legittime occorre diinostrare che esiste

un campo in cui tiitte le S esistono: occorre cioe trovaro un

campo nelle variabili tiv, in cui certamente sia sempre r-.-^ = 0.

Supponiamo percio che le funzioni f (a), qp (a), /", ( 8 ), cpj ( (?)

abbiano derivate seconde finite e che il numero b definite al

n. 4 sia anche maggiore di tutte queste derivate. In questa ipo-

tesi ricordando che gia si suppose che le derivate quarto di

E, F, G esistano e siano minori di M, esisteranno pure nel campo

I
a

I
< p, I

p
I

< p tutte le derivate seconde di m, v, c saranno

inferiori ad un numero N dipendente solo da l> e da M.

Quindi si potra ancora trovare un numero ]\\ dipendente

solo da 6 e da J/ e maggiore numericamente delle funzioni

a (dUio) \ fl / d{uf)\ . ,. . \j!i{uv)\\
I

r- iT-oT , r -^-o\ ; cmmai se supponiamo t--z-. . =
I

sen 9| > in, fissato un numero arbitrario e < Mi potremo trovare

un numero Pi < p tanto piccolo che per |al< pj, |p|< p, I'o-

scillazione di ^-^ > la quale e <2iS^p, , sia minore di u — e.
(a?) ' ^ — '^

e quindi tale cho in tutto questo campo risulti
i -rj^

I

^ ^ '"

valore assoluto. pi dipende solo da €, pi, h, M.

Si noti infine che il campo |a|<Pi, |p|<Pi ha per im-

magine in (« v) \n\ campo Z variabile a seconda delle curve

iniziali (lOj, ma contenente sempre neH'interno il campo in cui

<f. 1'
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E possiamo dire di pili che noi passeromo da *S' proprio

iillix superficio S' so T o f lianno torsiono di ugual segno, alia

siiii siiiiiiKitrica ne\ caso opposto. Ma la donominazione dello

ciiivo r' r'l (' aifatto ai-l)itraria, o le dim curve f e F'l lianno

torsioiii iisuaii vd opposto; quindi noi potremo sempro chiamare

r' la curva clie lia su .S" toi'siono dello sfccsso sc^gno di P ; od

allora il procodimento precodcntc ci porniottci di distendoro -S'

|)ropri() snlla superficie S'.

Si puo notare clio, mentre quando ci si contenti di defor-

maro *S' in .S" o nclla simmotrica di .S" si puo ottonorn lo scopo

Miaiitenendo rigida prima una asintotica o poi I'aitra, cio non

si puo faro seuiprc nel case in cui si voglia applicarc proprio

N su S'.

6. — Darb qui un esompio molto seniplice di doformazione

di una superficio a curvatura negativa nella simmotrica. Si im-

inagini una superficio pseudosforica *S' clio in un punto A abbia

conio asintotiche due rette fra lore ortogonali.

Una tale superficie e congrua coUa superficie simmetrica

rispetto al piano tangente in A : essa si porta snlla simmetrica

t'acondola rotare di un angolo retto attorno alia normale coniune

in A: poro la corrispondenza tra i punti di (S e della superficie

simmetrica che e determinata da qnesta congruenza non e la

medesima corrispondenza che quella determinata dalla simme-

tria. Ma una semplicissima modificaziont del procodimento pre-

cedonte ci permette di generare una sucoessione di deformate

che porti la superficie "S" sulla simmetrica realizzando la corri-

spondenza fra punti data dalla simmetria. Bastera considerare

invero la successione di superficie che si ottengono da S facendo

prima rotare S nello spazio attorno alia normale in A di un

angolo a e poi facendo strisciare su se stessa la superficie cos~i

ottenuta di un angolo — a attorno al punto A. E chiaro che

la superficie che si ottiene per tal modo ponendo a = -^ e pre-

cisamonte una superficie identica colla superficie simmetrica.
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Matematica. — Std problema di Cauchij per le equazioni a

caratlensUche real/ e dislinte. Nota del dott. Euoenio Elia Levi,

presentata dal Socio U. Dim.

1. Sia un'equazione alio derivate parziali di ordiue n in due variabili

indipendenti

(1) V{XySp,,p,^...Vn,Pn-n-Pon)=-() [v.K= ^^^ ,j ;

si dice che in un campo J dell' Sm in ciii sono coordinate x,y ,s ,pio ,...
,
pon

,

essa e a caratteristiche reali e dislinte, quando le radici a,
, «2 , ... , a,,

dell'eqnazione

(2) P„„ «" + P„_n «"-' H f-Po«=0 (Pi»=Pi,(^y^,...,Pon) = ^)
\ ''Pin/

sono in J tiitte reali e distinte. Ricordiamo che, data una superficie « = z{x)j),

ad essa si pu5 fare corrispondere una superficie ^ dell' S™ , col porre

pi^ :=—-.
—

J,
; e data sopra la superficie una curva, ad essa si pu6 far cor-

rispondere nell' S^ una curva, attribuendo a jOik i valori corrispondenti per la

superficie. Le superficie e le curve di Sm cosi ottenute non sono geuerali

;

le chiameremo superficie A e curve r (').

II problema di Cauchy, enunciate precisanaente, e allora il seguente:

dy
data una curva P di Sm soddisfacente (1) e lale che, posto y- =— a, in

nessun punto di essa sia soddisfatta la (2), trovare una superficie A sod-

disfacente ad {\) e che passi per la curva F. lo mi propongo di dimostrare

che, pur restando dal punto di vista delle funzioni di variabile reale, se in

un intorno J di F I'equazione (1) ha caratteristiche reali e distinte, il

problema di Cauchy e risolubile ed ammette una sola solusione (').

ed y si possano prendere come variabili indipendenti su essa e che sia pa =/—5—j^; perchi;

(') Perchfe una superficie di S,„ sia una superficie A occorre e basta che x

una curva di Sm sia una curva r occorre e basta che sia d2= p,od.v -\-poidy, dpa^=

Pi+ik d.v -\- pik-i-i dy {i-\-k^n — 1), i differenziali essendo presi rapporto al parametro

che individua i punti della curva.

(') Si puf) dire che sin qui il problema non e mai stato studiato dal punto di vista

duUf funzioni di variabile realo altro che nel -caso in cui I'equazione sia lineare nelle

derivate di ordine massimo, a coe/fi'cienti funzioni di x ed y soltanto : possiamo dire nel

casD delle caratteristiche fisse. Aiiclie per le equazioni di secondo ordine nulla si conosco

all'infuori di questo caso appunto, che fu studiato dal Picard nella celebre Memoria del

Journal de Mathematiques, 1890. Magijiori indicazioni bibliosrrafiehe si trovano nelle mie

Note che saranno tosto citate.
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Mi fonder5 siil teorema analogo che ho dimostrato per le equazioni

lineari in due Note pubblicate nei Rendiconti dell'Istituto Lombardo (')•

2. Premettiamo un'osseiTazione generale. Si pu5 con una trasformazione

delle coordinate x y e. della funzione incognita s fare in modo che la curva

iniziale F sia determinata dalle equazioni

(3) X = S=Pio=lh\ = =PnO=Pn-n = ••=Pon= 0:

iu altri termini, che siano assegnati i valori iniziali per ;; e le sue derivate

nei punti di iin tratto dell'asse delle y, e che questi siano tiitti nulli (^).

II campo J si potra allora immaginare limitato dalle disuguaglianze

(4) [\x\,\y\:\<d, ,l\s\,\pin\']<d, (i-\-k^n);

e si pufi supporre, per comodita, c?, •< 1.

L'ipotesi che F non soddisfaccia mai (2) si traduce allora ncll'altra

che P„o(02/0 ... 0) ^= 0, od anche che tutte le radici a^ a^ ... a„ di (2) siano

finite : potremo supporre quindi che lo stesso avvenga in tutto il campo J

.

Noi supporremo che in J si abbia sempre Pi <| P,io|<C ?2 ^ e che del pari

si abbia |aj|<;M. Infine l'ipotesi che I'equazione sia a caratteristiche di-

stinte ci dice che in J le quantity, ,

;
non diverranno mai supe-

\«i — «j|

riori ad una conveniente quantita /t

.

Ci6 posto, e facile vedere che, innalzando convenientemente I'ordine

dell'equazione, si pu6 sempre ridurre I'equazione medesima ad una partico-

lare forma, lineare nelle derivate di ordine massimo, con coefiBcienti funzioni

di 07 , y , s e di un certo numero di derivate di ordine inferiore ('). Si scelgano

invero n-\-\ numeri arbitrari or„+i , o:„+2 , ... , ajn+i > sottoposti alle sole con-

dizioni di essere inferiori in modulo al numero M e tali che iu tutto J si abbia

1 1 .
ancora \ r << (i , .

, <, /i

.

I

ttj ««+;•
I I

«»j+h — Cn+h
I

Se noi deriviamo (totalmente) il primo membro di (1) secondo la di-

rezione di coefiiciente angolare-a,j+i , considerando la ;; quale funzione di x

ed y, otteniamo per ;; un'equazione lineare di ordine n -\- 1:

,_, "no Pn-i-io ~j~ (rn_ii CCn+\ i »i^»)^'ni ~\~ '"
'T' ("on '''•i-i-l "in—ij^ui

— a„+i Po„;Jon+i — /"(^F^iofoi -Ptio -Pon) = 0;

ed e ben noto che il problema di Cauchy per I'equazione (1) e coi dati

iniziali (3) e equivalente al problema di Cauchy per I'equazione (5), quando

(') E. B. Levi, Sul problema di Cauchy per le equazioni lineari in due variabih

a caratteristiche reali, Rendiconti dell'Istituto Lombardo, Nota I (§ l-lll), Nota II

(§ IV-VI) (1907-190S); citert queste due Note con (L,) ed (Ls)

.

(•) Cfr. per maggiori particolari (Li), § I, e (Lj), § VL
('] Analoga trasformazione 6 iisata in (Li) § V.
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per dati iniziali si wssumano ancora le (3) e si detorminino i valori iniziali

delle derivate di ordine ri -\- 1 per modo che siano compatibili colle (3)

inedosiino o coUa (5).

SiiU'eqiiazione (;">) si pii6 prooudero come .siiU'equazione (1), derivando

totalmeiito secondo la dire/.ioiiii di eoelliciente aiif(olare>«„+j , e poi sewndo

quoUe corrisponik'iiti ad «„+;, ... n;2„, , : otterrcmo cosi im'L'qiia/.iono di ordino

2/2 -(-1, in cui le derivate di ordine 2/i -|- 1 compaiono liuearmeute con

coelKcieuti funzioni di x ,y ,s e delle derivate di ; di ordine <. n soltanto,

e tale di piii die le radici deU'equazione delle caratteristiche siano le me-

desime a, , aj , ... , a„ della (1) e le costanti «„+, , a,i+o , ... , as,,^, . E si

noti ciie senza alTatto modidcare la forma deU'equazione, noi potremo poi

supporre che i valori iniziali suH'asse delle y per la ^ e le sue derivate

tiuo all'ordine 2« -\- 1 siano precisamente ancora lo zero, poich6 basta perci6

sostituire alia j la funzione i-\-u, u essendo una funzione che soddisfa

alle medesime condizioni iniziali cui dovrebbe soddisfare la z.

Uisulta chiaro ciie afBnche si possa procedere ai calcoli precedenti oc-

corre che la funzione F che compare nel primo membro di (1) ammetta le

derivate dei primi «
-f" 1 ordini rapporto a tutte le variabili da cui essa

dipende esplicitamente. A'oi ammetteremo di pin che la funzione F avi-

mella in J tutte le derivate fino all'ordine n -\- 2 rispetto alle variabili

a; , y , z , ...
, pun', ne seguir^ che nell'equazione di ordine 2n-]-\, dedotta

da (1) come sopra si disse. la parte del primo membro che e indipendento

dalle derivate di ordine 2« -j- 1 ammette le derivate parziali prime rispetto

a tutte le le variabili da cui dipende esplicitamente. Invece i coefficienti

delle derivate di ordine 2n -f- 1 essendo combinazioni lineari a coefficienti

costanti di P„o , Pn-u i •• , Pan ammetteranno tutte le derivate parziali dei

primi « -j- 2 ordini. Lo stesso varra per le radici a^ wj ••• «». deU'equazione

delle caratteristiche. Siccome P„o e in / sempre > ^i in modulo, potremo

anche dividere per P„o : il coefficiente di pin+io ^ allora 1' unit&,.

3. Riponiamo n al luogo di 2« -]- 1, ed enunciamo di nuovo chiaramente

tutte le ipotesi che per quanto precede si possono inteudere soddisfatte.

Ci limiteremo dunque a studiare equazioni del tipo

:

(6) Pho + Pn-uPn-M + 'PoHPon = f{'VyZp,<,Poi ...JO„_,o ...jO.v-i)

dove Pn-= P,k(.'<,-y3',;Ji„jOo, ...?),o?^--ii --/'o') con v tale che 2v + l <?2.

E supponiamo che I'equazione

(7) «' + P„_n «"-'
H HPon =

abbia r radici Uia^ ... a^ funzioni di x ,y ,s ,pio ...poi e le residue rfv+i

,

of-i+j , ... , a„ costanti. II campo J di Sm saril dato dalle disuguaglianze

(8) [kMy|]<^,<i, [|5|,|jB,-,|]<rf.,(j + /t<«-i),
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nessuna limitazione imponendo alle derivate di ordine n . Chiameremo d il

campo [|^|,|j'|]<rfi, proiezione di J siil piano xy. Supporremo che in J

la / abbia le derivate parziali prime rispetto a tutte le variabili da c\\\

dipeiide esplicitamente e che queste siano tutte inferior] ad M ; iie se^njc

che, se consideriamo la funzione che si ottieue derivando la f totalmeiite

rapporto ad x ed y, otterremo fuuzioui di x ,y ,s e delle derivate di z di

ordine <. « , lineari nelle derivate di ordine n , con coefficienti inferiori

ad M in ^: onde, se si suppone z soddisfacente alle (8) ed alle

(9) {.\l>m\ , |jOn-u| bon|] < «!3 ,

di indicando un nuraero che per comoditjl supporremo > 1, esister^ un nu-

mero ff funzione di M soltanto, tale che le derivate totali (— ) i I t^ I
sod-

\l>xj \~byj

disfanno alle

supporremo w maggiore anche di -^^-^

I aX
e di in d.

In&ne chiameremo (P il massimo valore assoluto in J di f{xy2 ... p„n-i) e

V(^yO - 0)

Quanto alle a noi ammetteremo che «) , aj , ... , a, abbiaiio le de-

rivate parziali dei primi v ordini rispetto alle variabili che in esse com-

paiono : accrescendo ove occorra M , supporremo che in J queste derivate

siano tutte <^ M : ed ancora supporremo <^ M in modulo le funzioni che

si ottengono calcolando le derivate totali dei primi v ordini delle a^ wj ... a,

quando la z sia una funzione di a; e di y soddisfacente alle (8); si noti

che queste derivate totali per quanto precede dipendono da x
, y ,s e dalle

derivate di z di ordine <.2v ^.n — 1. Infine accrescendo ove occorra il nu-

niero M supporremo che esso superi in modulo le residue costanti ay+i — ««

e le Pimixys ...pc^) e le loro derivate parziali prime. Chiameremo infine n

il massimo di .

Ui — aj

Premesse queste ipotesi, per risolvere il problema di Cauchy per I'oqua-

'/.ione (6) procederemo per approssimazioni successive. Determiueromo le Si

dalle equazioni

/^'l.no + Po.n-n;'!,.;-.! H \-Po,<,nPuo» = f{xyO ... 0) = f*{xy)

\i5j,no + Pl,n-li;)l,«-n + • + Pl,on;'!,on = fi^y^l - /^l,o-.-l) = A(-^'y)

(11)

I P(,no + P.-l,..-llK,-ii H h Pi-i,o„Pi,i>u = fixyZi^i - Pi-uo»-l) ^ fi-i{^y)
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dove ?t,im^'Pim{-^!/Q -0) ,^i,im^Pim{xy3ip,,M, - pi,u;)- Diuiostreremo che

per le ipotesi fatte lo ^, successive ammettono tutte le derivate dei primi

n ordini, e convergono ad una funzioiie » la quale soddisfa alle coiidi/ioiii

ini/iali, amniette le derivate dei primi u — 1 ordini e soddisfa a (6). Na-

tiinilniente quesfultiina aftermazione devesi intendere uel senso che, costrutte

le !*(,„ (11 die e possiltile poiclie j aninioite le dei'ivate dei primi u — l^ v

ordini). osiste ancora quella particolare dorivata a''"'""' di z che si ha consi-

derando il prime membro di (6) come uu unico simbolo operatorio, e che

questo ha il valore del secondo membro. Quando (G) provenga da una equa-

zione di ordine inferiore ad n per la via indicata al n. 2, si potra dire che

la s soddisfa all'equazione priraitiva.

Vale la pena di notare come il sistema (11) che determina le succes-

sive approssimazioni non si trova nelle condizioni in cui comunemente si

applica il metodo del Picard, poiche le varie equazioni ditferiscono per il

mutare del termine noto non solo, ma anclie perche mutano i coefficienti

delle derivate di ordine massimo. In queslo si deve cercare la ragione delle

differenze che compariranno nel dedurre la convergenza delle funzioni s, ad

un limite in confronto col metodo che ordinariamente si tiene (').

4. Distingueremo la dimostrazione in due parti: 1° dimostrazioue del-

I'esisteuza delle soluzioni delle successive equazioni (11); 2° dimostrazione

della convergenza ad un limite.

Si osservi die le (11) sono tutte lineari : e che ogni volta che sia di-

mostrato che in un certo campo rf' di valori di xy esiste la funzione *;,_i

ed ha le derivate dei primi n ordini, e sia essa che le sue derivate di or-

dine <.w— 1 soddisfanno alle (8), la i^"""' equazione delle (11) si pu6

costruire, ed e tale che ad essa si pu6 applicare il teorema del § V di (L?)

facendovi ^ = 1 , M = M , ^fej = e ft = /t . Infatti dalle ipotesi fatte

su 5i_i segue che le prime v radici ai-,,, , a,_i,2 , ... , a^-i.^ dell'equazione

delle caratteristiche corrispondente alia ?"'""' equazione (11), le quali sono

le sole che uon siauo delle costanti, ammetteranno tutte le derivate dei primi

V ordini e che queste saranno tutte inferiori ad M : basti ricordare che

queste dipendono solo dalle derivate di ordine <. 2i' ^< ?z — 1 di .?,_,

.

Inoltre la funzione fi.\{xy) ammetter^ le derivate prime; onde intauto risulta

evidente che si pu6 fare g = \ ,M. = M.
, f.i = n (^). Infine, siccome nelle

equazioni (11) mai non compaiono termini di ordine n — 1, avremo ^fe, = 0.

{') Si uoti in particolare ad es. che per potere determinare la convergenza delle Zi

e delle loro derivate di ordine n — 1 oceorre dimostrare Vesislenza delle derivate di

ordine n delle Zi e trovare per esse una coiiveniente limitasione.

{') Si noti come qui abbia efficacia la grande economia delle ipotesi da me intro-

dotta nel teorema citato. Ove non fosse dimostrato in quel liiogo che perche la soluzione

di un'equazione lincare di ordine n ammetta le derivate di ordine n-{- g — 1 6 suffi-

ciente che: 1" tutte le « ammettano le derivate dei primi gf ordini; 2° che le a si

possano ordinare in modo che «i ammetta le derivate di ordine .^iilr, V innalzare
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Se noi quindi supponiamo che il campo d' iu cui si e ammessa I'esi-

stenza della j,_, sia un lorabo avente la diagonale sull'asse delle y ed i

lati paralloli alle rette di coefficiente angolare -|- M e — M, r2'-'""' eqiia-

zioue (11) detenniiierii, in virtii del toorema citato, nel campo J' inudesiino

una solnzione 2, che si annulhi snll'asse delle //, od nminette tiitte le de-

rivate di ordine n. E, se si potra acceitaie, medianie le limitazioni asse-

gnate a Si dal teorema medesimo, che la Si soddisfaccia ancora alle (8) come

la j,_, , si poti-Si anche costruire la (?' -|- l)'^"'""' di queste equazioni e da

questa deteiminare Zi+i , e cosi procedere. Ma conviene uotare che i numeri

x„
,
<'' che compaiono in quel teorema essendo funzioni di ?? , M , i?l(£>,

, /t

soltanto non vavieranno atfatto al passare da una oquazione alia successiva

per quanto varii la forma dell'eqnazione medesima.

Andiamo dnnqiie a trovare un campo in cui tutte le 2, successive sod-

disfacciano a queste condizioni.

Intanto dalla prima delle (11) risulta senz'altro, applicando il teorema

citato col porre F = F, = ^ , < = ^ = 0, che nel campo rf, , costituito dal

massimo rombo contenuto in 6 il quale ha una diagonale sull'asse delle y

ed i lati paralleli alle rette di coefficiente angolare -J- M e — M, essa de-

termina una funzione «i tale che

(12) - - [bl,«-lo| , |;Jl,n_.l| , •.
, |i»)i,o>>-l|]<Xn<P|^!,

i
Upuuo] , !;'i,.^ii| , - , l;'i,o..i]<'<S,"^[i + kl]-

Prendiamo in <?, un campo rf' che sia ancora un rombo coUa diagonale

sull'asse delle y e coi lati paralleli alle rette di coefficiente angolare -f- M
e — M, e tale che in esso si abbia

(13) x„(I>\.x\<dt,

e quindi a fortiori >c„<P\xf <idi{l <-i ^. n). Allora ^, soddisfa per (12) a

tutte le propriety richieste sopra, e quindi la seconda delle (11) determina in

S' las.,. Ma per (10) e (12) si ha, osservando che |«K rfi <[ 1 , 1 -J- |jr|<< 2,

(U) \Ma:y)\<0, r|^|,|^n<2(rx!;'<J).-
\_\ iX\

\
dy

\ _\

Quindi applicando il nostro teorema alia seconda delle (11) col farvi F= (P,

P, = 2ffx^f'cP , 1 = t^ = o otterremo che -72 soddisfa alle limitazioni

(..>.
)

-[bs.n-lol, |/'!,«-2l| l/'2,0«-l|]<'«»'Pk|,

I
<2xiJ'.2o'x',J'.«>,

poiche si pu6 sempre supporre 2o'xJ,''>l.

I'ordine delVequazione come si fece al n. 2 non. avrehbe avulo alcuna efficacia, 11011

avremmo pntuto affatto proceclero iicl inodo che qui tciiiiimo.
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E per (13) si avra allora clie jj soddisl'a ancoia alle condizioni notate

sopra perch6 ai possa applicaie il nostro toorema. E la terza delle (11) de-

terminerJl ^3 ancora in rf'; e, tosto die si osservi die per (13) (15) c (10)

si ha

(16) IA(*7)I<<P'
'iJC

I ''i' l_l

.si otterranno le limitazioni per 23 facendo nel nostro teorema F = (P

,

p, = (2o'xS,")^ ,t = ti==0. E COS! procedendo, otterremo die in generale

in 6' esistono tutte le j; successive e soddisfanno alle limitazioni seguenti:

/ \M < >Cn^ kl" , [ij",-,,o| , iKol |] < ^H<P 1^1"-' ...

1
••• Li/*'.n-lol 1 i^i,»i-2l| 1

•••
> |?'i,o«-l IJ "^ "n** |<^1 1

(17) {

[|K»oI , \Pi,r^n\ , ...
, \pi,on\']< x?J [(2crx<„")'-' l^i+ 1] (P <

[
<2xW(2(rx<;')'-'«I>.

Onde risiilta esaurita la prima parte della nostra dimostrazioiie.

5. Per mostrare la convergenza delle 5, si osservi che dalle (11), posto

Ci = ";+! — "i 1
SI na

?ri,no + Pi,«-u 7ri,,i_i, -j- • + Pi,o» ^i,o« = Vi(-^y)

^2,«o
I

PsiH-u ^2,n-ii ~r " ~r -PziOM ^2,on ^ M'tK^y)

(18)

^!,)10
I

"i,n-ll ^i,n-l 1 ~r ' '

\ "i,<sn '^i,mi = Wiv^y)

1
'V'*'^t-

dove si pose ;T,-a=^^^ e

( 19) *pi{xy) = /".(xy) — fi-iixy) + 2 /''•,(m(Pj-l,(ni — P.-.im) .

Incominciando dalla prima delle (18) e ricordando che e fAxij) —
— /„(^y)ss/(,rp,;?i,io ...;Ji,on-i)— /('^^O... 0), e che le derivate parziali di /
sono inferiori ad M , si trae intanto dalle (12), tenendo conto che \x\<idi<^\

(20) \f,{xy) — Uxy)\<m,U>c„0\x\

mi^=-— — essendo il numero delle variabili 2 ,pit, ••Ihn-i- Ed ^^'^'

logaraente

(V + 2) (r + 1)\
(21) |Po,im — Pi,im|<OTjMx„a»|^|»-' Ll. o
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Quindi, ricordando 1' ultima delle (12), si avrk

\tl)^{xy)\<Mx„(P{m^~\- nm,4'<t>(l +\x\)\x'r-'-')\x\;

od anche piu brevemente,

(22) \ip,{xy)\<A(I>\x\,

dove si e chiamato A un numero tale che

(23) A >(»», 4- 2« m^ x<,"3)) Mx„ .

Segue dalla prima delle (18) applicando il solito teorema relative alle

equazioni lineari di (Lj) § V, col farvi F = A<D
, f = 1 che in rf' e

(24)

If,|< ^ x„ A<1> 1^1"-
,
[|7r,,,„|

, |7r,,o, |] < 2 '<.. A<P \xf ...

... U^hn-io\ . - . ki,o«-i !] < -^ A<P Ixf ;

mentre, pure sapendo che le derivate n"'""" di ^1=^2 — «i esistono poiche

esistono le derivate w"^'""' di ^j e di ^i , non possiamo conchiudere nulla

relativamente ad esse dall'equazione (18), perche non abbiamo provato che

ipiixy) abbia le derivate prime.

Da (24) si trae ancora

\f,(xy) - f\{xy)\ < m, M^^ \x\' , IP,.,™ - ^.m\< m M -^ 1^1"--'

.

E quindi per le (15) si avra

TW X (DA

l</'«{«y)l< ;
^''"' + 2»?. nxiJ'O' . 2(rx<,"l^|— ) 1^1^

.

E da questa se si suppone che il campo S' soddisfaccia oltre che a (13)

anche alia nuova limitazione

(25) 2(rx^"|.r|<l,

si deduce

(26) \xp,{xy)\<^<I>\x\'.

Ed oramai baster^ continuare a ripetere questo stesso procedimento,

sempre tenendo conto delle limitazioni (17) ed osservando la condizione (25).

E si dedurra, in geuerale che per le funzioni Ti successivamente determinate

dalle (18), valgouo le

if,| < X,. A'<I)—^ 1^|''-S [|7r.,,oi ,
|7r.„,|] < x„A'<P—

^

(27)
( -r )

( -r )

-[\^i,,i-lo\ |'ri,o«_i|]<XnA'a)
(/+!)!
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E da queste relazioni segue senz'altro che nel campo 6' cho soddisfa alle

limitazioni (18) e (25) le funzioni «i = s, -}" ^i ^i e le loro derivate di oi-

dine ^n— 1 convergono uniformemente ad una funzione s ed alle derivate di

essa dei primi n— 1 ordini, e questa funzione x soddisfer^ alle limitazioni (8).

Segue allora, ricordando sempre che la f{x7/s ... pi,n-\) ammette, quando 2

soddisfa ad (8), derivate parziali inferiori in modulo ad M, che le funzioni

fi(xy) , ft{xy) ... convergono uniformemente alia funzione f{xyz , ... ,pa„-\);

e quindi ancora, in virtd delle medesime equazioni (11), che anche la

successione dei primi membri jb,,„u + ^ P.,(m Kim delle (11) convergono

uniformemente ad un limite. Ma noi sappiamo che anche le P,,(,„ conver-

gono uniformemente alle funzioni ?im{xy3 , ... ,piy,), quindi converge unifor-

memente anche la successione di funzioni Pi,im-\-'^^imPi,im e converge a

f{xyzpM ...pon-i); e quindi, pur non potendo affermare I'esistenza delle deri-

vate di ordine n di s, si pu6 affermare che ha senso per s il primo merabro

di (4) interpretato come un unico simbolo derivatorio di ordine n: e che in

tale accezione la z soddisfa all'equazione (4) medesima.

6. Se si ritorna alia forma primitiva dell'equazione proposta, all'equa-

zione (1), noi possiamo dire che nolle ipotesi fatte al n. 2 la s esiste ed

ammette le derivate dei primi 2« ordini. Se si volesse che s avesse le de-

rivate di ordine 2n-\-h, basterebbe procedere ancora oltre col metodo detto

al n. 2 e da (1) passare ad una equazione di ordine 2n-\- h-\-\.

7. Tralascio oramai di insistere sul teorema di unicitk corrispondente

al teoiema di esistenza sopra dimostrato. La dimostrazione per approssima-

zioni successive data sopra vale con procedimenti noti anche per dimostrare

il teorema di unicitS, (').

Od anche si potrebbe dedurre il teorema di uniciti dal teorema ana-

logo relative alle equazioni linear! dato in (L,) ed (L2) seguendo il metodo

esposto dall'Hadamard nella Nota I delle Lefons sur la propagation des

ondes (-).

(') Cfr. ad es. Goursat, Cours d' Analyse, tomo II, pag. 372.

(') Hadamard, Lefons sur la propagation des ondes etc., pp. 352 e sg.
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Offerto dalVAutore,

ESTRATTO
DAGLI ANNALI Dl MATEMATICA PURA ED APPUCATA.





Studii sui punti singolari essenziali delle

funzioni analitiche di due o piu variabili

complesse.

{IM EuoKNio Ki.iA Lkvi, (I (Iciiova.)

I

§ I-

1. IJia f(x I/} una funzione mnnodroma (*) analificn di iliip vai'ialiili com-

plesse X ^ X, -}- i .r,, !l = !l, n- 1 1/2- '^i <li<'*' ''li'' /(''//) <' rcfiolnrc ncl piiiilo

(;, r,) se neirintonio di qiicslo panto e svihippaliile in seric di polciizc di

X — c„ y — -fl; si dice ciie in (;, y,) Ii;i iiii pniifo aiiigolare iioii eHucnziale. se

e possibile trovare una serie di potenze p„ [x — c, ij — r,) tale die ii prodotto

p„(x — c, y — -fl) f{xy) sia reLjohire nel punto (;, r,); e cioe (piando la /"(j-
//)

i) I iX' - ^ If '( \

si puo ]iorre nella forma fix 11) =^~ 1^~^ '- dove />, (x — c. 11 — r,) in-
p„(x — c. y — %)

dica essa pure una serie di potenze di x — ;, // — r,. O^iii ;dlro pinilo s,ir;"i

per la funzione un punto .^iiidolarc rs.sfuzidle (*'*).

Xel presente lavoro mi pi-opou^o di iiioslriire clie le \iiri('li"i foniiiilc d;ii

punii sinL;'olari essenziali. soddisl';iniio a coiidi/.ioni assjii I'eslrilliNc; c. il chc

e lo slesso, die i campi in cni una funzione puo essere mei'omorfa (***) sono

di natura jiarticolare. Cosi \erra mostriito die e erronea Taffermazione del

Wkikksthass die, analogamenle a cpianlo a\ vieiie [)er le funzioni di una sola

I*) Soverite per la validiUi di (|u;uito si'gue si potra aiiche i-oiisidpraic 1111 laiiin iii"-

nodriimo di una funzione polidronia.

(**) Cosi sono punti singolari essenziali ani-iie (|ui'lli di iiii i-/un]ii) (lannian) ciii iioii

si possa giungere per prolunganiento analitico.

(***) E cioe in cui la funzione pun non avcre punti regolaii c |iiinli sin^^dlari rion es-

senziali: secondo Weiehsthass si direldie: in cui uiitt fiinzioiie jmb avrre Cdinixirfdniriih) ili

una funzione rmiouale.

1
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E. E. Levi: Stitdil tmi piiiili niiujuhiri c^dcuziali

variabile, assegiiato ad arbitrio uii campo coiitiimo a 4 diniensioiii lu-llo

spazio ill cui sono nippreseutate le varialiili coniplesse x i/, esiste sempre una

funzione nieroniorfa in esso. die iia singolarita essenziali in ogni piinto del

contorno di (jnesto (*).

La naliira degli insienii di jiunli singolari di una funzione analitica e

gia stata sludiata dall'HARTOos (**) nei suoi liei lavori partendo sia dalia for-

mula di Cauchv sia dagli sviluppi in serie di potenze: pero rHAirroGS non

riesce a scindere nelle sue considerazioni i punti singolari essenziali dai non

essenziali, cosicche i suoi risultati nulla ci dicono sui punti singolari essen-

ziali liniiti di punti singolari non essenziali; e liniitano la natura dei cainpi

in cui la funzione puo essere regolare, e non di quelli in cui puo essere

nieioinorfa.

Le deduzioni di questo lavoro lianno comune fondamenlo nel seinplicis-

siino teoreiiia del § I (n. 4 e 5) secondo il concetto esposto nel n. 6. Nel § 11

niostro conic da questo solo principio e nel canipo piu ainpio era ricordato

si possano facilmente dedurre tiitti i principali risultati ciie I'Hartogs ottenne

per varic vie. Nel § III deteiinino alcmie proprieta differenziali delle ipersii-

pcrficic che possono costituire la frontiera di iin campo in cui una funzione

analitica di due varialiili comiilcsse e meroniorfa.

Tutti i risultati di (piesto lavoro si esteiidono senza difficolta essenziali

alle fnnzioni di piu varialiili.

± ITu'cfpiazione '^{x ij) ^0, dove
'f

e una funzione analitica di x ed y,

(lelcrmiiia nello spazio a 4 dimensioni. in cui si rappresentano i punti (x, //),

una varieta a due dimensioiii di natura particolare: indichero queste 'varietii

(*) \\ KiKHSTRASS, UntersuchiiiiiiPii lihcr dio i r-fuch iiKviDtUscheii Fuiufiinicii con r Vcrdii-

(lerlirlteii. Crelles .Journal, 89, Wcrke II, paf>-. B:!-I.33: WinI aus iliMii (ii'liii-ti- von r coiu-

|)le.\en Vi'raiiderlicheii ir, », . . . tiy aiif itj<eiHl eiiic Wt'i.sc ein ^ r-fach ausgedehiitcs Continiuiin

ausgeschieden, so lassen sicli stcts cindfiitifje Fimclioncn \(iii ir, , . . . tir bestiniiiien. wclihc

sich an alien Stcllen iin Iniicrn dicsos Contiiuiiiins, alicr an kciniT Stelle st'incr UegrtMi-

ziiiif? wie rationale Funetionen verhalten.

(**) FiUTZ Hartog.s: — I." /.nr Tlicon'c ilcr fiiialytincheii Funetionen niclircrer iinnliJuni-

yifjer Veniiulerlichen. "fc. Matli. .\nnalen, Bd. fi^, pag. l-SS. - 2." Einiijo Folumui'jcn (tiis

(Icr CaHchif'schen hUciiralformet hci FanktUmcn nielirerer Verdnderliihen. I\liiiirlieiier .Sitzunfzs-

heriehte, Bd. .36 (190fi). — 3." Veber die aus den singnldren Stellen ciner anahjtischcn Fiin-

kliou mnhreier Vemniterlichen bestehenden Gnbiefe. Acta Mathcnialiea. \'(il. .32 (lilO'.t). pa^r. .')7-7'.l.

— Vedi anclie il rapporto ria.ss.inlivo delPHAHToas nei .lalu-eslici-. dcr Denlsiher Math. Ve-

reinitruntr. Hi (till)?), pajr. 223 e ss. Ueber neuere Unter.surlnnini-n <iuf dfin (lebicfe ilci

hjtischeii Funkliunen nielirerer Vertinderlirlien.

11)111-



ili'llc /iinziuiil (nialiliclic <li due o juif i:<iri<ibili cunijAeisne.

vo\ iiomc (li Vidfk'fit () siiiiar/icie cantUerisllche (*): in |)articoliii(' iiii'i'(|iiii-

zioiK^ lin('ai<i tia .r cil // iii|)|)ieseiita iin piano ca ratterisfko.

Lin |)niil(Mli una sii|iiMlici(' carallcrislica f (x ij) = i) |tiio csscrc: regolare

o critico SK la siipoflicic piio iicirinlonid di esso esscrc rappresenlala col

(\i\ro .r (o(i //) ill sorie ili |i(ilcii/,t' iiilcrc o iValto di ;// (od x); fiiiiffolare se

e uii puiilo siiij^'olare di o (;r //) liiiiilc di juinti in ciii k fp(fl?^) = ().

Con qiieste definizioni risnlta clic noi iiolicnm parlare di mnltiplicita di

intersezioiic di iin piano caralieristico con una siipcrlicic caraltcrislica in iin

puiito re^^olare o critico pcf (jiiesta: risulta pure clio, data una superticie ca-

ratteristica che in (cr,) abbia uu punlo rei^olare o critico, esiste un intorno n

di (;•/)) sufficientemeiile piccolo ed un nuiiiero in tale che ogni piano carat-

teristico a? = cost, ha in -^ al piu iii punti — contato of>iiiiiio colla sua inol-

teplicita, — comuni con essa, fatta eccezioiic ])er il piano x = l clic piio ajt-

partenere alia superficie medesima.

Applicliiamo queste considcrazioni ai |)iiiiti singolaii non csscnziali di

una funzione f(xy). Se (;, r,) e un talc puulo, e sc ijrecisanicntc ncirintorno

di esso e fixu)^^^^, V-^ -• i soli iiunti sinndlaii di f{.rin clic osi-
p„ (x — z, 1/ — r,

)

'
' '

stouo neirinlorno di (;r,) sono punti singolari non essenziali i quali ajipar-

' tengono alia varieta caratteristica jk,, (j: — ;, (/ — •/i) = (): (;, -n) e su essa un

punto regolare o critico. Ne segue

:

Osservazioiie I. Se (;r,) e un punto regolare o singolare non essenziale

di f {m y) si puo trovare un intoino r, di esso ed un niiiiicio in, tale che ogni

piano .r = cost. al>bia in i al piu m punti singolari di fi-fi/) tntti iioii essen-

ziali, fatta evcnliialinente eccezioiic pci- il piano x = ; die puo far |)arte del la

varieta caratteristica di punti singolari non essenziali cui ap|iartieiie (;/,).

Infatti se (;t,) e regolare non esistono punti singolari nel suo intorno: si

puo fare j« = 0. Se (£r,) e singolare iion essenziale e (piesta un" iinmediata

consegueiiza del fatio die i punti singolari di /'(.///) neirintoriio di (;yi) co-

stituiscono una varieta caratteristica per cui (cr,) e regolare o ci'itico.

L'osservazione precedente vale pure (piando si conti ogni punto (;''/)

singolare non essenziale per fixif) come iiiiiltijilo secondo il iiuiiicro che

(*) Segucnilo la liTiiiiiiohinia propnsla dal ijV.vi-Civnw : Siille fiiiizioii/ aiKiliti'-lie di due o

in'ii rririabili coxiplessc. Rend, delta 1{. Accadciiiia del Lincei. (lilf).')), vol. XIV. sem. 'i. pajr. 4M-0.

Tali varieta sono iiivero le varieta caraUerisliclie ris)iello al proljjeiua di Cauchy per il nolo

sistema di equazioni cui devmio soddislare la ]iarte reale e<l il eoefliciente di'irimiuafiinai-io

di una funzione di due variahili.



E. E. Levi: SttuUl siii piiidi sinyohtri essenzUiU

rappresenla I'ordine del polo die /"(;'//) lia in // = /,'(*). [nveio tale orrliiie

e senipre inferiore airordine infiuitesiniale di ;>„(•'• — ;. //
--

''0 in '' = $,

.'/ = '''

Osservazioiie II. Se un piano 0-=; iion h tullo di pniiti sin<i(iiaii non

essenziali per f(xy), ina su esso esistoiin intiniti punti siiigolaii iion essen-

ziali di fixi/). ogni puuto (;•«) limite di (juesti punti singolari non esseiiziali

e un punto singolare esseaziale di f(xij). Infatti tale punto per I'osservazione

precedente non puo essere iie regolare. iie singolare non essenziale.

H. Aggiungiaiiio un lenniia sullo svihippo di Laurent.

Lemma. Sia fix//) una fniizioiic. reyolarc nei. punti in cui

Essa si svilnppera in serie di Lavheut rapporfo ad ij con coefpcienil fmi-

zioni anaUtiche di x per \x\-^^ :

f{x!l) = ^il.A-r)!r. (1)
— oo

C'ondizione necessaria e sufficiente affinche qnesta fnnzione sia nieroniorfa

nel cainpo x -^S, \ij\^kt e die esista un nnmero finito l^-l di fnnzioni

— analitiche — di x:A„{x), Ji(x),..., A,(x) tali die sia identicaniente per

^1„ ix) g„_, (.») ^ .1, (.«) (;„_,+, (a?) H \- A, (x) y.. (x) = 0. (5)

I'er niaggior cliiari'/./.a prt'incllianHi I'osserxazione die. sc (Idle I'un/.ioni

A„, A 1, esistono Ic (|uali soddislano alle {"2), e.sse potraniio (erianicnit'

ritenersi t'unzioni regolaii analilielie di .r |)er \x\-^(i. InCatti osservianio die

le f/„ (.») sono Innzioni analitidie regolari per 1*1^'"^: e (|nindi, s(> le (-) sono

eijuazioni i-onipatihili ndle .l,(a;), esse si possono risoLcre con funzioni ana-

litidie di X regolari per x\:^^.

C.\o posto. la condi/.ione e snllicienle. Int'alli la fnn/.ionc

i>{xy) = f{x/i).[.\„{x]y'+A,[x)i/'-'-^ : .l,(.r)l

sara come la fixy) una fnnzioni' regolaie pci' [ir|^S, ft, ^ ' //
' ^ A., . Ma

(*) K nolo die i suli |iimli in cui l,i I'liii/ionc /'(5\i/) dclhi \ ,ii-i,iliiU' /^ |uio .ivi'i-c un |)iil(

.Sdiio i piiiiti (5' I/) ill I'lii /(•''//) li''i una siiif.'ol;u-ila ikim csscn/.i.ilc : non \ jccvers;i.



(Idle fnuzloiii ((iKili/irlif (li (hir o fiiii rayidhili ((niijilefi.se. 5

per (I) (• (-1) cssa si s\ ilii|i)ii'i;"i !ii (|ii(\sto caiiijio iicllii loriiia

CO

(I

cioi' per sole poteiize positive di ?/: oiidc sc^iic ciic essa e ii'f^ohiii' ;;iia-

lilica per
j
u? I ^ S, Ij/l-^k,. Quindi si avra ciic

fix>,)=— ^^^
'

^'' ^' A„ ix) y' + A
,
(x) I,'-'

-\ \~A, (x)

come quozieiiLe di due luiizioui aiialilidic rcj^olaii ncl caiuiKi .rj^^S, \i/\:^h,,

sara iiieroiiiorra nel caiiipo iiiedesiiiio.

La coudizione e necessaria. Iiit'atti poiclu"' /'(,< y) e icoolai'e per .r -^^j

/i, ^
I
// 1
^ /ij, iiessuii piano x = x,. con

[

tc„
j

^ S e una \aricta ili pnnii sin-

golari non essenziali di f(xij): oude per I'osservazione II <l('l n. 2 su esso

esisle nel cercliio \y\^k., un naiuero finito di |)unli sinLiolari non essenziali.

Sia vj(.,„ il innnero di tali ininti sul j)iaiio x = .r„, oyiiuno contato colla nuil-

tiplicita clie lia il polo di /'(.r„ //) in esso : /j;,^ avra per
j
Xa

\

^ <) un inassirao I.

Infalli' ove ([ueslo non esistesse, vi sarebbe \\\\ |iunto {l-n) con
i

;
]

:^ S e

\-rl\^-k„ tale die si troverebbero piani x=x^ die dentro ad un intorno ar-

bitrariamente piccolo di esso, avrebbero un niuiiero di punti singolari non

essenziali snperiore ad ogni nuniero lissato grande a piacere: e do contrad-

dice per rosservazione I del n. "il aU'ipotesi die ; r, sia un jtinito regolare

non essenziale.

Condudendo su ogni piano «=«„ (con
|

a-j,
j

^ S) f{x\,y) lia al piu /

poll, distiiiti o coincidenti, entio il cercbio
j y [

:^ /i,, e ([uindi entro il cerdiio

jyt^ft,; onde potreino costrurre nn'equazione

^-1„ (.<•) y' + A, (x) y'-' H \- A, (x) = (3)

tale cbe per ogni valore di x i poli di f{xy) siano tra le radici di essa, cia-

scuno contato colla sua iiiolteplicita. La funzione

f(x y) [A„ (r) y' + A, {x)y'-'-] h A, (x)]

sara ([iiindi su ogni piano ir = cost, una funzione ddia \ariabile // regolai'e

entro il cercbio \y\^h\ onde il suo svibippo |ier polenze di y deve nian-

care di potenze negative. E do ricbiede die It' A,{x) cosi costruite soddi-

st'acciano identicanieiite aUe equazioni (2).
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Corolla rio. Tl nnmero I die compare nel precedenie enuHCiato k nil lunile

siiperiore per il nnmero del pnidi siiigolari non essenziall di f{xy) apparte-

nenti ad un piano x = x„ con \x„\<i 5.

4. Premesso qiieslo leiiiiua possiaiiio (liinoslnire il seguenie

Teorema. Skj f{xy) Hua fnnzione anaiUica di x ed y die nel pnnlo (0 0)

abhia una siiigolarilu esi^eiiziiile, meiitre nel pnuti di un cerlo iiitorno \y\^k
delVorigine apparlenenti al piano a? = sia meromorfa. I)ato un nnmero s

piccolo a piacere, e sempre possibile irovare un inimero S tale die in ogni

piano x = Xo con
] £Co |

^ 5 esida sempre almeno un pnido singolare essenziale

per f(x y) per cii/i e \y \^t (*).

Intanto possiamo supporre die iiei piiiili del piano .r = la fiiiizione

sia generaliiienle regolare: poiclie altiinienti i piiiiti geiierici del i)iano * ^
sarebbero lutti puiiti singolari iioii e!?senziali, e quiiidi esisterebbe un nu-

niero n tale die x"f{xij) avrebbe ancora come f{xy) il pnnto (0 0) come

punlo singolare essenziale, e sareblie meromorfa, ma generalmente regolare

per X = 0, y =|= 0.

Cio posto le iiostre ipotesi dicono die f(xy) ]nw avere dei punli sin-

golari non essenziali nei pnnti {0 y) con y =|= 0, nia I'unico piinto limite die

essi possono avere e. per Tosservazione II del n. % il punlo (0 0). Onde lis-

sato £, potrenio trovare nel j)ia]io {0 y) una corona circolare di centro I'o-

rigine liniitata d;ii cerdii di raggio /,, e /.,.,(/.•,> /.-.), intei-na ad ambedue i

cercbi \y\^ , l//|^s, tale che in qualunque pnnto di essa e del sno con-

torno f{xy) sia regolare: onde per il teorema di Laurent nel campo iiiede-

simo si polra sviluppaie in serie di potenze positive e negative di y

:

00

f{xy) = 2i0.,{^)y"—00

dove Ic //„(.r) sono fiuizioni aiialitidie di x per \x\^l. E poidie il punio (00)

e un ])unlo singolare essenziale, ))er il lemma precedente \q g„(x) non sod-

disfanno alcnn sistema dei tipo ("i) per \x\^d.
Nc viene die per \Xo\i^(i la f(xy) lia snl piiiiio x =^ x„ entro il cercliio

\y\-^Jii — e qnindi a fortiori entro il cerdiio \y\^t — almeno un punto

singolare essenziale. Invero, ove cio non foss(\ la f(xy) sarclibe meromoria

(*) Pel caso die /(«(/) sia reffolnrc iici piiiili . (1, ()<|i/|^A-, qiicslo liHireiiia ( stalo

(limostralo ilaH'HAHTixis, I. c. 2.": e jioi con una iliniosli-a/icnie del ti|i(i ili (|n.>lla nsal;i nel

t>"^l<i in I. c. :!.".



(lelle fniiziuiii (inalUidie <li tine o piu variubUi coiupk6\se.

in tiilti i piiiili del piano x = x„, \ji\^k, ^^ \i avrei)i)0 mi iiimicrd liiiilo ill

puali siiigolari iioii (ss<'ii'/,iali, poiclir allriiiiCMiti |)('i' rnsscivazioiie 11 del ii. "l

esso sareblie lullo di piinli sin^olaii iioii esseiiziali il die h coiitrai-io ali'i|)o-

tosi die per x=x^, A:, ^
| // 1 ^ /;,,, f {x jj) sia regolare. (Jiiiiidi (sisterchix'

un canipo \Xa — *
|

^ S', |//|^/e, in cni la fniizione /"(,/ y) avrebbe soin nn

luiniero iiiiito di piinti siniioiari nun csscnziaii su oj^ni piano £c = co.sl.: e

(juiiuli si sviluppcrcdilK' in una sciic di Lauhent:

00

It' y',. (-i") esseiulo I'unzioni reyolari analiliclic di .r per \x — x,^\-^V: e peril

leiiinia del n. precedente csisterebiie un nniiiero I tale che le g'„(x) soddi-

sraiino iper ;; <C'M ad un sisteina del tipo {"1). Ma poiclie i ca iiijii \x — x^,] ^ S',

/c, ^
I

v/
1 ^ /v.; , e

I

.r
I
^ X, /i, ^|v/|^fti hanno un caiiipo a (pialti-o diiiieii-

sioni comune, i due svihippi (4) e (5) ('oiucidouo: e cio e assin-do poiclie le

fj„{x) di '(4) non possono soddisfare aleun sistcnia del tipo C^).

CoroUario. T/iiisieiiic del pimli siiKjoUtri essetiziuli di iiiifi fnitziune (iiia-

lifica (Ii (lite variahili coiiiiilesse i' pci-fello (*). Infatti es.so' e cliinso: e per il

teoreiua preceileiite non coiitiene almn piiiilo isolalo.

5. II teorenia iireeedenle si pno iininediatainente estendere ([uaiido al

piinto (0 0) si sostituisca un punto (;•/)) geiierico, alia fainiglia dei piani ca-

ratleristici a; ^ cost., una fainiglia di varieia carallerisliclie regolare neiriii-

loriio del puiito (;, /,). (am (luest'iiltiiiia espressione vogliamo iiidicare una

I'aniiLilia di supertieie caralteristiclie regolari ueiriutorno di (:/,) dipendenti

aiialitieamente da un paraiiietro a per niodo che per ogni punto deiriatoriio

passi una ed una sola suiierlicie della t'ainiglia. Perclie i"e<piazione o (.f, ij, a)

rappreseiiti una tale faniiglia occorre (piindi e basta: 1." elie per a = «„ sia

9 (;, -fi, ao) = 0; 2." che per ogni punto {x i/} deli'iiitorno di (;-/i) passi una ed

una sola supertieie della fainiglia, in altri terniiui die I'equazione <ii{x,y, a) ^0

si possa risolvere rai)|ioilo ad a, e cioe die sia \k^\ l^'i '>" flie (;r,)

ed ogui punto deirintorno sia regolare per la sujierficie passante per esso,

(*) Era iioto che un punto singolare non [luo essere isolato, e quiiuli clio I'iiisienie dei

])unti singolari e perfetto. 11 corollario ci dici^ die esso rimane perfetto se nc sopprimiamo

I'iusieme dei imnti singolari non essenziali.
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e cioe die una almeno delle vanahili .r oppure y si possa espiiiiiere i)er

una serie di potenze intere di y od .' risj)otliv,iin('iitr: devo esscr (piindi

Cio posto, a diniostrare la nostra affermazione, si scriva Tecjuazione della

t'amiiilia regolare di sni)erficie nella forma <\i {x if) = x, il c-lie per i^." e possibile:

e '^ia ad es. : |;r^| -=1^ 0. Si t'accia la tiasfonnazioiie di varial)iii £r'= 'i(.T//) — a^,

\dxhs^)

II' ^ II rr Doiche e 1^1 ^1=0. e (iiiesla una trasfoi niazione reyolare nel

punto (ir,). Una fnnzione /"(.»//) ciie aliliia in (;, r,) una sin!j,olarita essenziale

e che sia mcronioifa uei punti della siiperHiMe i(,r^) = cz„ diversi da (;, r,),

divieue una fnnzione F{x' i/') avente una singolaiila essenziale in (0, 0) e

nieroniorfa negli altri punti di x' = 0. Essa avni (juindi neirinlorno di x' =
,/ = un punto singolare essenziale almeno su ogni piano .»' = cost.; e cioe

la f(x I)) avra un pnnto singolare essenziale almeno nell'intorno di (:, r.) su

ogni superiicie ij/(a;//)^a. Concliiuderemo dunque col seguenle

Tkorema. Se (;•/;) c itn punto singolare essenziale per la funzione aitalitica,

mo)ioclroma fixy). e si ha una faniialia rcgolare analiUca di snperficie ca-

raiteristiche nell'intorno di Uyj) tale die in qiicsto intorno snlln snperficie pas-

sanle per (;"''j), la fixij) c nieroniorfa tranne die nel pnnto (;v,), sopra ogni

snperficie della faniiglia esistc neW intorno di (;r,) ini pnnto singolare essen-

ziale almeno di [(xij).

(). Sara (piesto il teorema I'ondamenlale jter le considerazioni clie se-

guono. Poiclie ogni \<illa (•h(\ dato nn insienu^ di pnnli. si pno prendere nna

I'aMiJLilia analilica, di snperiicie caralleiisliclie regolare in nn punlo (;y,) del-

riiisieme, tale die nna di esse contenga il solo pnnto i;/,) ilellinsieme, ma
inlinite ne esistono die non ne contengono alcuno, potremo condiiudere die

riusieme dato non pno essere I'insieme dei punti singolari essenziali di una

funzione analilica.

Ci vei-ra sovente utile la seguente osservazione : Se (o{xij) = {) e una sn-

perficie caralteristicn regolare in (;v;), la faniiglia che se ne otliene assogget-

tandola a tnite le traslazioni che portaiio (;, r,) nei varii pnnti di nn piano

ca ratteristico ]>er (;, vi) non tangentv a 'flxyyl^O, e regolare in (:'"/;).

Infatti .se X

—

'c, — piY — ^i) = e un lal piano, la lamiglia e dala da

>^(x \ !>'/. If \
sl) = (): e si ha:



delle fmizioui aiialitiche di due <> piii variahili comples.se. 9

1." per a=(). o(;-/i)=0;

lion ( liuinfiitc a o (./*/) = () sjira ('('ilamoiite (5-^1 H-0.
V"^ s'-Al,'/.'')

;!." i)()ichr 'p (a- (/)=() e rogolare in (:, r,). t- jr-^|
|

opt) lire e

S II.

7. 6'trt E nn insieme perfdlo di puiifi, im punto arhllnnio /f.s.so drilo

spazio, r(0 F) la diskoiza di dal punto (jcncrico P di E. Se esi.ste mi piiido

P' di K tnle chc r{0 P') sin il luaasimo dei valori rlic r{() P) prcnde nell iu-

fonio di P', noil pud esistere una funzione analUica nionodroniK la quale abbia

rinsie.ne E come in.sieiiie di punti singolari essenziuli.

Si suppoiiga per somplicita clie <) sia roriiiiiie, chc Ic cooidinalc di P'

siaiio (i, Ti) e clie ad es. sia ;-|-0.

• Osserviaino aazitutto clie e seinpre possibile costiuiic una siiperficie ca-

latlcristica data da uircquazioiie

a? = ;+ rM.'/ — r,) -!-6 (// — r,)2 _ c{,j—.-cy i ... d)

passaute per P\ ic,yolai-c in (lueslo ))uiito e talc chc i suoi puiili iicU'iiitDiiio

di P' diversi da P' aljijiaiio da uaa distanza maggiove (non iiiai iiguale)

di r(0 /'): basta percio disporre convenientemente dei valori di a e b. Invero,

posto «= rt, 4- / fflo , 6 = &, + « 6.J , le equazioiii reali coiitciuitc in (i) soiio

ir, — ?, = «, (//, —•/),) — a., (>j., — •/!,) + 6, (//, — r,,)- — \

— &, C'/a
— -fl..)' + 52 b, (ij, —•/),) (/y,

— /).;) ;i ^

X., — l, = a., (//, —•/!,)+ a., ((/., — r,.,) + b., ill,
— r,,)- —

— b, [jj,
- v;,)^ + 2 6, (//,

- vi,) (//,
- y;:) + • • •

1 1

Ouiiidi posto 'i(//, v/,) =-^-(i«;+ ic.; + y/? + //.;) = ^r' (0 7') dove x^, x._
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soiio dale dalle {% sara :

At'tiiifiii' (luiique la a e qiiindi la distauza da dei piiiili di (1) al)l)ia

nil iiiiiiiiuo ertetlivo iiel puuto (;, 'i) basteia clie : 1." le «, a, siaiio deteniii-

iiate per inodo clie

;,, rf, — £; a.o + 'fia ^
(^)

il die e seiiipre possihile ])(iiclie il deleiiiiiuanto di (|u<'yio ecpiazioiu liiieari

e ugiialc a —
| £ I' =r '• l"'f ii>»>lesi ; i2.° inoltre &, e h.. siaiio lali die

<>>
(?';)

=4i?iM6r-{i + i«r)

(919) >o.

(•^)

«.)

Ma ([iiaiilo a (•")) hastera pi'eiidei'c
|

?>
1 <C

—

W\^ \

|"'i'<'Iie lisulli soddi-

sfatta; ed alioi-a la (O) sara soddislatla di iieccssila iioi
" "

)

avraiiiH) (•crtaineiite il iiiedesiiiio se.u'no, (\ pi'cc.isaiiHMilc lo slesso segno della

loro soiiiiiia, die |iei' le (;!) e

i + |«r'>o.

Clio poslo, sii|)poiiiaiii() dalo uii insieiiie K (|uale e statu dclto iicireiuiu-

ciato. Coslriiiaino come si e t'atio ora una su|)errieie caratteristica .S' passante

|)i'r /'', reji-olarc in /'', tale die tiitti i simi {niiili ndfiiiluiiKi di /'' aiiliiaiio



(Irllc fini'iolu (I iKililiclic (li (I lie jiiii vnridhili complesfie. 11

(l;i iiiiii (lishiiizii inai^^^iorc di r(() J'') cd assoggettiamo (S a liillr \v Irasla-

zioiii clic poiiiiiio /'' ill nil |(iiiil(i del piano caralleristico passanle per OF'.

Qiieslo piano uoii piio csscri- il piano tangente in (cr,) a S; ini'alti le (4)

espriiiiono preeisaineiile die il piano earaUeiistico langenle a S giace neil'l-

perpiano ;, (X, — ;,) + ;., (A'.> —• ;.,) + r,, ( Y, — o,)'+ '/la (i'2 — 'is) = 0, noniiale

alia iclla die congiunge eon P', la quale e invece contennla nel piano

earatteristieo OP'. Qaindi jiel n. G la laiiiiglia di svipei'ficie earalterislidie cosi

eostriiita e regolare nel jHinio P'. E delle superfleie di (jnesta faiiiiglia, la

sn|ieriide iS ha neirintonio di P' il solo punto P' eonuiiie con E; mentre

le iiiliiiile siiperlirie ,S" die si liaiino per una traslazioiie sntlieienlenienle

piccdla hiiigo la retta OP' nel verso da a P', iioii liainui iidrinlonio di

P' alcnii piiiilo eoiinnie eon E (*). Se ora fosse jE rinsieine dei pniiti singo-

lari essenziali di una I'unzione f {.r ij) nieromorfa e nionodroina, la. super-

fleie jS' non avrebbe neU'intorno di P' die il solo punto P' singolare ess(Mi-

ziale per f{.ry), e le supeilicie <S" 11011 avrehbero punti singolari essenziali

per /(.«'//): ora questo eondaddice al teoreina del n. •">: (juindi e assnrda

I'esislenza di f{xi)).

Corollaru. I. L'insicme dei puuli singokiri di inin fimzione f(Tij) non

pud contenem una parte perfclla i.solala fidfa al fiiiito. Poidie evidenleinente

in una tale parte esistereblie uii punto ipiale il jumto P' del teoreina pre-

cedente.

In particolare si puo dare a questo eorollario la forma seguente :

IL Se una fiinzione /'(.*" v/) e nieromorfa in tiiiti i punti di una iper-

snperficie chinsa, e meromorfa all' inferno di essa (**). Onde segue ad esempio

die una fiinzione monodroma, merontorfa di due variahiJi non puo avere

spazii lacunari tutti al finito. E questo un primo teoreuia clie contraddice

aU'affermazione del Weiersthass ridiiamata al n. 1: ne vedremo tosto altri

anclie pin interessanti nei nn. seguenti e nel § III.

8. Dal precedente teoreina e pero agevole trarre consegnenze nn po'

pin nascoste die i precedenti coroUarii.

Consideriaino nei piatii ij = cost, il cercliio \x\^r, nei piani x = cost.

(*) Poiche per tale traslazioiie il |)uiit() P' si allontaiiera da e lo stesso accadra dei

punti di nil iiitorno di P'.

(**) Per le fanzioiii olonioi'.'e in tiiiti i pimti di una ipersuperticie idiiiisa vedi Hartogs,

1. c. Miinch. Sitz. Ber.
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nn campo B,, die supponiamo tiitio Intcrno al cerchio
|
.y |

!=s r, , echiamianio

C, il .s»o contorno. Supponiamo che una funzione fixy) sia mcroniorfd :

a) in tutu i pnnti (0, y) dove y e in B, o sn C,

,

1)) in tutti i piinti (x y) dove «/, e su C, e \x\<ir;

(Mora potrenio affermnre die la funzione f{xy) e nieroiiiorfu in tatti i pnnti

{x y) dove \x\<Zr ed y e in B, .

Se il teorenia iion fosse vero, esistereljlje un punlo singolare essenziale

(;r,) per ciii |c|<r ed r, e in B,: poniamo \c\ = p.

Fat'ciaiiio allorn la trasfonnazione A' = — dove /« = -=L== • La fun-

ziniic f{xy) diveira una funzione F(Xy); e sicconie la funzione f{xy) e

nieroniorfa nei punti (0, y) quando y e in B, o su C, . e quindi pure esiste

un nmnero a tale che f{xy) e meroinorfa in tulli i i)unti {.c y) per cui y e

in By o sn C, e \x\^<7, anclie la F{Xy) e meromorfa in lulti i jiunti {X,y)

per cui I A' I ^ — e ii e in i?, o su f, ; e poiche la funzione f{xy) e niero-

niorfa in tulti i punii (x y] ]>er cni
|
.r |< r ed v/ e su C, , la F {X y) e pnre

Il TO
nieroniorfa in tutii i punli {X y) per cui

|
A

|

>> — = '
'^ — e y su G, ; ed

,
])er I'ipotesi falta su f{xy), mi pnntoinline F(Xy) avra nel pnnto

singolare essenziale intenio al campo ^^i>-4^ = y '\n B,
V-r — p

Considerianio riusienie /i", dei punti singolai'i essenziali di F{Xy) all'in-

lerno o sul couiorno del campo -V|> =; , y in B, o su T', : sai'a

questo un insieme iierrdlo Inlto al (inito, e di ]mu, poiclie la fmizione

r, pF(Xy) e meromorfa per y su C, ed
|
A'

| >
\'r"- - P'

se esistono ]iunti di

Et sul conioi-no del campo essi apparleni^duo necessariamente alia varieta

?'

I

X| = -' ^ y
'\\\ /.',

. I)"altra parte se diciamo /.' il massimo dclla distanza
V

'•" —
P'"'

nil punto di E, sai'a cei-la-(11 un punlo di E, daH'ori^ine. poiclie \^-> r,
j e

=: Ne segue clic nn punlo /'' di E, 11

r, p

menle R] -\
k' + !•/)

?

r r,

V'*'"—?"

(piale disli dall'origine di R e certamenle inlerno ai canqio -V|>
/?"

P"



delle fiiHzhnii aitfililichc di diir o piii varliihill coinideHnc. i:{

y ill />', () sii (\ pcrclir III sfcra
|
A' |-

-j-
| y |^ = ii' iiiconlni la varieta

A'| = r, ?

sl^
=- III piiiih per cm •'

| ^ |

R' 5—'-—
.; ^ r, e iiuiiidi cerlo

r" — p- '

aU'eslonio del camj)o /.', .

'Provaiidosi T' alT iiilcnio -- e noii sul cuiilonio — del caiiipo

, lie sefi'ue clie neiriiitonio di /'' noii si IrovanoA'|>
,

!'"°
, . V ill />',

V'"' — P"

allri puidi siii^olari esseuziali di F (X y) olti-(>,a (piclli di /•,',; oiiile il piiiito

F' si tiovera nelie coiidizioiii del ieorema del ii. pieccdeiile : 11 die e assurdo.

Quiiidi aiiche [(ri/) iioii puo certamenle avere uii piiiilo siiigolare essenziale

all'iiiteiiio del campo \x\<^r, ij in B^ c. v. d.

9. Iiivece di considerare siii piani y = cost, il cerchio \x\ = r, si potra

evidenlemonte considerare un cainpo 1> clie si possa lappiesentare confor-

meniente sn nil ceicliio di raggio r: poiclio se x' = 'l(jc) e la I'nnzione ana-

litica (lella variabile x die da qnesta rappresenlazione conforiiie, la trasfor-

mazioue x' = i{x), y = y sara regolare per x interno a B ed y (]naliiii(|ue,

onde muta la fniizione f{x y) in nna fimzione F (x y) die sara meromoifa

all'inlenu) del campo [|a;'|<;'', y in />'], allora ed allora soltanto die la

fniizione f(xy) e meromorfa per x interno al campo B ed y interno al

campo B, . Oiidc i)o[reiiio condiindere :

Se B rappreseida un campo qnalunqne net piani y = cost. die si possa

rapprese)ifare conforiiipinoife su un cerchio ed x = a e un pnnto di esso, se

i?, rappresenta nn campo interno al cercJiio
| /y |
^ r, e (', ne indica il con-

torno, se infine f{xy) e una funzione meromorfa

a) in tutti i puuti (ay) dove y e in. B, o sn C,

,

b) in tutti i punti (x y) dove x e in Bey su C\,

allora potreino affermare die la funzione f(xy) e ineromorfa in tutti i punti

{x y) per cut x c in B ed y in B, o sn (\ (*).

10. Sia f(xy) nna funzione meromorfa sul i)iaiio x=0 (juando y e

interno ad uii cerlo campo 7?, tutto al linito o sul contorno d di esso; sopra

ogiii piano v/ = //„, y„ essendo un punto di B^ o C, , esistera un massiaio

{*) Pel easo che la f{ry) sia oloinort'a vedi Hartoos, 1. c. 2.°
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cerchio di centro x = entro ciii fUij) e inerninoi-t';i. Diciaiiio 7?„„ il raggio

di tale cerchio (*) : sara i?„„ la ininima distanza dal piano x = dei punti

singolari essenziali di fU'i/) a|)paileiu'nti al piano [i
= i)„. O.sserviaiiio subito

per la R„ la seguente propiiela :

La fimzione R„ e semicontinua Inferlorniente; ossia, assegtialo im nn-

mero z, e sempre posslbile trovare un mimero^ tale che per \y — yu\<i<^ sia

Infatti ore cio non fosse esisterehbero intiniti vaiori y,, y.,..., y..-.- tali

che lim y, = y„ e /?„,< 2?y„ — £. I inmti singolari essenziali {j\ t/,) con
] *, |

= li,

i=oo

che si trovano nei jjiaiii y = y, avrehbero allora un panto liniile (.r„«/o) con

|iBo!— -R„o— '» ^ qnesto sarebbe necessariamente un punto siiigolare essen-

ziale, il che e assurdo poiche per ipotesi entro al cerchio
|

^x- 1 < K,,^ sul piano

ij^y^ non esistono puiiti singolari essenziali.

Ma dal teorema del n. 8 segue una proprieta ancora piii notevole:

Se p„ c una funzione reale di y, ed y^, de/iiiita in B^, che sul contorno C,

soddlsfn aUa liniilazione < p„ ^ R„ ed all' inferno di iJ, all' ecpiazione

A"„ log/),, = (**), in tntti i punti di £, sara pure

1\ ^ K • C')

Inl'atti su 6',, poiche e i)<ip„^Ry, log/),, e sempre fiiiito: ripotesi che

in B{ sia A",_>logp„^0 i)orta che logp,, sia sempre fiiiita e regolare: (juindi

sara sempre p„>.0 anclie all'interno di i?,.

Indichiamo con q„ la fnnzione coniugata tii log/),, — hssandone aibitra-

riamente la coslante additiva — ; le funzioni

?(//) = log /)„ + *g„

'], {y) = ev*.'/) = j)„ e^'i"

sono funzioni regolari aiialiliclic di // in Br, e sara
1 1|- (y) |

== />„ >• 0.

(*) L'HAiri'oiis cliiMiiin iinalonMiiUMiti' /i".,-, l;i iiiiiiiiii.-i (list;ni/.a di iiii |iiiiil() siii|j(il;ire os-

senziaN- o no del piano x ~ x„ dal jiiano i/ = 0. Cfr. I. c, M(tUi. Ann. K lucdianlc conside-

razioni siigli svilu|)[)i in serie diiiiostra per qiiesta funzione proprieta aiKiloglie a (iiielle ehe

segiiono nel teste. Cfr. specialmeiite i §§ .5, (i. 8. 10.

(*•) Poniamo (lui c nei seKuilo A' - J^ -I- -„''—
, A" = ,f-~ + }'

.
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Kacfiiimn iill(ii;i la trastnfmax.ioiio

-V -
,

'
y = y. (8)

E (liicsta una li-asfMnnazidiiP rcydlarc iiivciiiliilc in liilli i imnli jxt cui //

I' intprno a />, o su (',; e se, come soii'iio (lall"i|)<il('si die sii C, sia R^^p^
la f{.rii) e iiiei-omorfa

a) iiei punti (0 y) per cui ij c in />', o su C\
,

b) uoi |)nnli {x i;) quando ij b su C, e |;«'|<7>„;

la riin/.i(in(> /"'(A'^') Irasforinala di /'(.r//) [xt la (8) e inoronKii-fa

a') nei punii (O Y) per cui Y e iu /?, o su C,,

6') nei puuli (X Y) per cui T e su C, e |X|<C 1.

Segue (lal leorenia del n. S die F{XY) e meroinurra in tulli i punti

(A' y) jier cui V r in /;, o su C',, e
|
A'

| <; 1 ; ossia clie f(xy) e nieroinorfa

in lutti i punIi per cni // e in />, o su C, , e
|

J^"
I
<

|
y (^) I

= /'./ Q'liridi saiii

cert(» 7i'„ ^7>„: c v. d.

Dai due teoienii dinioslrati per Yi,, seguouo, rai^ioiiaudo come la THaktogs

uella Memoria citata del Malh. Ann. al § S (n. 1, Zusatz, pag. 47 e 48; e

n. .'5). i seguenli coi-ollarii :

1." Mantennte le notazioni del feorenia precedente, sc ancJte in un, sol

piiido ij„ iidenio a B, e i?,^. =jj„^ sam allora ovnnqite in B,

^." Se B„ (tmiHi'lle le dericute dei priiiii due ordiiii iai)j)orto ad //, e if.,,

essa soddisfa alia disuguaylianza

A", log R„ ^ 0.

II teoi'ema |)recedeule ed il suo piimo coiollario sono — iusieme col

teorema fondamentale del § 1 — i teorenii su cui fouda THARTOCis lutti i

ragionamenti die svolge nella Memoria citata degli Jdrt Matlieniatica: seaza

ripelerli (piiudi noi potremo coiichiudere coi seguenti enunciati die si otten-

gono da (juelli dt'irHARTOos mulando le parole « funzione regolare » e «punto

singolare » nelle parole « fnir/.ione mert)uiorfa » e « pun to singolare essen-

ziale. »

I. Se X = () y = e an pnido sinnohii-e esaenziale per una funzione ana-
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lUica f(xi/) monodroma {*) di x ed ij; e se Vmsieme del punU aiiujolari es-

senziaU di f(xi/) in nn cerfo intorno
|

a? ) < p, I ;7K ?' deU'origine e com co-

stilnito die in ogiii piano ,c = .*•„ dl esso ci sia al pii( itii iniulo simjoUirc es-

sensiale mentre nei residui la funzione e meromorfa, eside allora su ogni piano

a; = ; dove ; appartiene ad nn conveniente intorno dello zero nn punlo sin-

golare essenziale (I, cp (;)), e la funzione o (c) e una funzione analitica regolare

di I (1. c, pag. 70).

II. Se nolle stcsse condizioni del teoreina precedenie sn ogni piano

a? = ;=]=() eiiistono propria r puiiti singolari es.'^enzlali di fixi/) r,,
,

-/i,,..., -/i,,

le loro funzioni sinunetriche elementari noho fnnzioni regolnri anaUticJie di ?,;

od in altri termini le /•!,(;) soiio fnnzioni annliticlie di ; le quali per ; =
lianno al piii nn pnnto di dinnnazio)ie (I. C, |)ag'. 7G).

Noil tralascerenio di uolaro die la projiricta (.liincstmla per la funzione

R„ b in certa qual guisa caratterLstica per essa: precisaniente die se e asse-

gnata una fnnzione U^ reale. finlta, avente derivate prime e seconde findte e

continne e soddlsfacente alia condizlone A"._, t;, = in nn. canipo T, e sempre

possihile trorare una funzione f{xy) per oui la funzione R,, sia in T uguale

ad e'V. Infalli in qneste ipotesi I'Hartogs costruisce (**) una funzione o(xij)

die lia in ogni piano y ^ jj,, sopra il cerdiio di raggio e'V e ceiitro I'origine

nn punto singolare essenziale o no, ed e regolare aHinterno del cerchio:

bastera aiiora considerare la Funzione fixi/) = e'K'v/), perclie la nuova funzione

ottenuta pure restando regolare alTiiderno di (piei ceri'lii aldiia snl contorno

di essi una siiigolarita essenziale.

§ Ul.

11. Sia p(x,, X.,, iji, //j)^" inia ipcrsnpeiTicie .S' dello spa/.io a 4 di-

iiiensioni: vogliamo esaminare (piando essa possa esseii' rioiiti(>ia del eaiii|to

di esisten/.a di una fnnzione analilica mcronioifa : in allri lerniini Noyliaino

(*) Evidniiteinonte si |)ii6 audio .supporro f(jcii) nn raino inonodronH) nririntonio del

|)unl(j (00) di una funzione ])olidronia. L'Hartocjs lialta anche 11 caso in ciii f[.i-ij) abhia un

punto critico in (00), non sarcblK' dinicile aiudio a noi niggiungere con i|iialrlic roniidoniento

la slessa cstcnsionf.

(••) L. c, Muth. Ann., S K'-
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Vf'dci'c fjiiaiido la S (• talc clie osisto una riiii/.ioiic aiialilica iiicroinoira in

una (Idle re^ioni II cIh' lianiKi S per rinnticra per cui tuHi i punii di S
siano siuLi'dlari ('sscnziali. (ianihiando al piu il sc^ud di '^ possiaino sup|K)ri'e

clic la rcLiiduc II sia qui'lia in cui r

cp(;r,*,/y, .//,)> 0.

Applichei'cino ancora il Icoi-cnia del § I. (lonsidcrianio un pinilo I''~{lr,}

di iV, supponianin di pdlcr cosli-iiii-e luia supcrlicie carallci-islica :i clic passi

pel- /', cd i\ i sia rcgolare e tocclii ripersupeilicie ^S', ed iufiiie iiou al)l»ia iiol-

Pinlorud (li /* alli-i pimti conuuii con S. Kssa cadra neirintoiuo di /' tiitta

in inia dcllc (\iii' ici^i'Hii in cui .S' di\'id(' lo s|)azi(): at'linclie ndla iiii^ionc

cp>() possa esistei-p una run/ionc f {»' if) chc aniinclla N cdnic iVoniici-a, c

iioces.sai'io clie ogtii tale snperficie caratterinlica cada iiclla rerjioue o<C0.

Infalti assog-gettiamo ^ alle traslazioni che portano P uei puuli del

[)ian() caiatterislico die c.ontieue la uniniale a S per P; ixticlie cpiesto jiiano

noil ("' tangenU' a i. la lainiglia di supciiicie cosi geiierala e una I'aniiglia

regolare in /'. Inolire le superticie corrispondenii ad una liaslazione sul-

licienteiiieute piccola diietta secoiuio la noriiiale a S in F volta verso la rc-

gioue ill cui cade i: iion haniio ueirialoruo del pimto P piinti comuui

con S {*). Se (]iiin(li :i giacesse nella regione <p>0, la f(-ry) sarebbo inero-

iiiort'a in lutli i pindi di ^i deiriuloiiio di P, fiiori die in P, e meromorfa

in tiitti i |)iiiili deirintoi-uo di P di (picste superficie: e do per il teoi'eina I

e assurdo.

1± Cerchianio diuujue di coslruire una snj»eiTicie caratteristica i; clie

goda lispetto a ;S' \\v\ jmnlo (;r,) delle propiieta dette sopra. Stipporremo

che la o abbia le deiivate dei prinii due ordini fiuite e eoulinue. In un

,

, Tt. • .9«p 3? d^ ?(p ^ ,iiunto regolaie di .S iiou si avia --^= 7—!- = ^r-J- = -—?- =0; oiide sara
ox^ ex. dpi ay.,

a', 9 - 1^ oppure s'\ 'o -\- (**).

(*) Tale affermazione e geometricaineiite evideiile: ci si puo ridiirre airintiiizione geo-

metrica iiello spazio a 3 diineiisioiii spgaiido con uii iperpiano variabile attonio alia uonuale

a S ill P.

(**) 111 modo aiKilojio a quaiito si I'ece al n. 1(1 poniaino
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Supporremo, per fissare le ideo, die iiel ])iuit() (;y,) sia A', 'p ().

La superticie 2 sia allora data come nel § II daU'equazione tra le va-

riabili eoiiiplesse

:

;c = ; -^ a ( //
— -o) 4- & ( ,/

—
-/i f -j- c (ij — -/i)' -^ (1)

e cioe dal sistenia di equazioni tra le vaiial)ili reali :

«,—;,= a, (y/, — •/,,) — «.„ (ij., — r,,,) + ft, (//,
— r,,)- —

- &, (^/.
— VI,)' — ^ 6, (//,

— V,,) (^, — 7i„) H

a?, — £, = ff, (//, — r,,) 4- «., (/y,
— r,,) 4- ?>, (//,

— r,,)- —
- ?J. (y. - -r^-S' + 2 ^ (//, - r,,) (,/, -- r„) + • •

•

Calcolaiido il valore di 9 (./^ .Jf'-, y, i/,) nei imiiti di ^ avreiiio duuque, ri

coidando die F e sii S ossia die cp (;, ;. 'ii Vij) = :

{'^)

o(*', a?, </, y,) = (//,
— r,,)

— (//.,
— r„)

£7 9 ,
f? ,2?

dx, ox. d i/t

do d'a ,3?
v-^ «, — o— «:; + —
ou"., ex, C IJi

a"
I

x„

d.K, OX.,

-4--

G:i)

(.'/.
—

'^u) (//.
—

-^ij +

i tcnniiii lr;il;isciali csscndo di ordiiie iiiaL;iii(iie del seeoiido nelie (juaiitita

CO do c '^ 'do

'/i
—

')., 11. ~r,.,. Xdia (;>) si deve iiiteiiilere die le 7^-^ < ^^ ^ tH^ ' ^H"
dx, dx.. d i/t d y<,

siaiin calcolalc iicl piiiilo (;y,): iiioltre J,, J9,, (', iioii dipciidoiio da h^ e b-,

e prccisaiiicnie e :

rl- CD d' 9

Af, = -

d X- ' d X, d X.,

fd' o d' 'i

d xi ' d X, d y,
'

d x, d y, ' d y\

? o_9| g ? , „_ p..
I (

^" ?
I

^' ? '^

d x\ d xl)
"

'

"' ^ dx,d X, ^"' "'' '^'
\d x,dy,~^dx,dyj"'

I d" o r ? \ _, y ?
\d X, d y, d x^ d yj ' d y, d //,

(* x:. dx,d X., dx\ dxi d y., dx..d y.,

"

' d yl

(^)



(lelle fniizloni cmalUlclie <U due o piii variahUi complesse. 19

dove pern lo dorivnto secoiide dchljoiio iiitriKlcrsi tutlo calcolaU! in iiii |tuiito

irilonnedio del sefiiiienlo ciie uiiisce (c,, I.., r,,, rt.,) eon {.c,, x„, v/,, y.,). AHiiiclie

la supertieie i data da (2) ai)bia il solo puiilo P eoiiuine con S oceorrera

inlanio clie sia

^ «i + s-^ ff'2 + a"- = 0, -^^ a, — - a., + —i- = 0. ;))
pic, ox^ oift ox., oxi dtf2

I'er ri])olesi clic in (; r,) sia A', -p ' ipiesLe (M|na/.i(ini aniiiicltono scni|)rc

soluzione; e precisamentc si iia

1 \ 8(9 d<f d^ d <^ I

' ^\ cp
I
dx, dy, dx., d y, \

1 |3<p3cp ScpS^f
"

^'1 9 I 3iCi ^//j dx., dy, \

(<5)

Affinelie i: sia dunque una delle superficie richieste occorre clie a, ed a.,

siano dati dalle (G); riconoscianio subito eon cio-die necessarianiente e anciie

soddisfatta la eondizione che 2: ed 5 siano tangenti poiehe le (5) esprimono

preeisamenle che il piano langente a i; giace nelFiperpiano laiigenle a S.

Ma le eondizioni precedenti non bastano ad assicuraie che i: abbia il

solo puiito F comune con S; percio baslera invece determinare 6, e b., pei'

niodo clie la forma ijuadratica costiLuita dai termini di secondo grado di (•"])

sia definita: ed anzi per la supposta conlinuita delle (l('ri\ ate seconde di f,

bastera che sia deiinita quella forma che si ottiene da questa col prendere

per le derivate seconde ilelle 9 che conq^aiono nei coefficienti di quella forma

i valori che esse assumono nel punto (;•/,); — e cosi intenderemo di fare

d'ora in poi -^. Ed allora afTuiche i: giaccia nel eanqio 9<;(* oceorrera che la

forma sia deiinita negativa.

Ora affinelie questa forma sia definita occorre si abbia

&6.--|^6.+5.)Vf|^6.4-|^6. + ^,](|^&, + |^6..-C;)<(M7)
\ox.2 ox, I . \dXt ox., J\ox, ox., )

ed allora essa sarti definita positiva o negativa a secohda che e >0 oppiu'e

<:;0 la sonuna dei coefficienti di (//,

—

r,,)" e (y., — -/i,,)'; ossia secondo die

A, + C, > U oppure A
,
+ C, < 0.

Ma perche J), e h., si possano determinare per modo che (7) sia soddi-

sfatta occorre e hasta clie sia J, + r, = = 0: perche se ^, + C', =,= basta
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do d 'o

delerniinare 6, e Ik coWo coiidizioni die ^^ 6, — ^-^6, +5, = <» c die

^J) -j--^6.> sia coinpreso Fra —.1, e C, perdie risuiti soddisralla la (7),

dx, ' dx, -

nientre se ii, = — C, il ))i-iino inembro di (7), conic somma di due (niadi-ati,

risultera ^0.
Coiidiidiarno duiique die se .4, ^- (\ > si puo leiidere la nostra foi-ma

defiaita positiva, se J, + C, <<>, la si puo rendere delinila negaiiva. E (piindi

inline die affinche non si possa costruire una superlicie i: come quella in-

dicata al n. precedente, oppiiro die essa cada necessaiianiente nella regione

9 <; 0, occorre sia

A,-\-C,^0. (8)

Sostituianio ad ^1,, f, , a,, a., i valori dati da (4) e (G) : la (8) diviene

>I,-f-C',= ^|a',?.A",9^a",o.A',9— 2
"2a',9

— 6}

2cp df 8'^ d'b

dx, djji
' dx., d tji

dodo 9989
dx, d 1/.2 dxo dift

3^ 9 d' f
'

dXjdyi dXidy-i

8' 9 ' 9^ 9

dx,dy-2 dxodijt
0.

('^»)

I

I'oidie si e suiiposlo A'i9-'^0 e qiiindi >><•, la (9) si tradiirra (juiiidi

lid cliiedere die la parte tra parcntesi dd secoiido inenil)i-o di (9) sia ^0.
Ill tale Ibnna la coiidizione (9) viene ad essere sininietrica nelle due coppie

di variabili a;,, x.> od //,, ij.., onde essa riMilta iudipendenle dalla ipotcsi die

sia A', 9=1 piutloslo die A", 9-|^0.

liaccogliendo

:

Affinche una ijiersuper/icie S di equazione 9 (a;, x., tji y.,) = pos.sa essere

frontiera per 'una funzione f(xy) analitica, monodroma, meromorfa in uno

dei cain])i in. ciii essa divide lo spazio {od in pa^rte di esso) e necessario die

la quanlitd

.9= A, 9. A ,9 4- A .,9. A ,9 — 2 K-'- 5~ + Q-^ v-'-^ ^ ' dx.dy.dx. dy..

") dx, dy. dx., dy, \

9 9

'dx,dy, dx.,dy.i

d' 9 d' 9

dx^dy, dXidy,

(10)

conaervi nei piinii di S n» segno delerminalo.



'/('//(' I'll IK ion i II iiiililidn- ili iliir I) jiiii vdridliili iniii pU'.sse,

Sc si liii sviiipre (<! o -== iiiiti finizii/iw /'{ri/) chr (ih!ji(( ,S coiiii' friiiilirra

pill) I'sislvre solo iii-l ({iniiiii in mi r o^d; sc si liii sptnpre, (i'i>::() lum fnii-

^ioiic f {.!'
jl) rlir iihhiii S jirr friiiilirrii jiiiii I'sish'rc sola iirl ruiiijio 'p <; ().

( iiMdILii id. Lr sole ij)ersiiiicr/irii' o rlii' jwssotio vsscrc [roitHurd commie
jH'r line finiziinii /'{>' ij) niiToniorfi' I' inui iicl ciinipo o>-(>. I'lillra iirl rmujio

'.p<;<l sDuii If soliizioiil (IvireijiKizioiii' (lif/creiKidle

d'f-O. (II)

l.">. Sjirchlic (ir;i iissiii iiilcrcssiinlc risjiniKlcic ;ill;i (l(ini;iii(l;i : Le con-

ili:ioni prervili'iili soiio riinilli'rislirlic prr Ir iiinsiiju'r/icir ilir possono essere

I'roiilierci di (puilihi' fiiiizimir (iiiiililini? Cun iiin^'^ioi iiicrisioiic: dula ntia

fini.rinne 't(x, ^r ,_.//, //.,)^() hilr rlir iici pinili ilrlln ipersiiprr/irii' & — () (n ili mi

pi'zzo ili i'ss(i) sin scinpre (&''j-:^^K rsisli' svniprt' mm fmizione f(.i'i/) a nnlilira,

inonoilnnna. nii'roniorfii uci jnnifi del ciniipo o<*' drlV inlinno drilii ij)ersit-

perficie. die ahhin ripersiiper/icie medesinui (o ijnelln pnile di cssa) vonii' fiott-

fieni e ciol' mine rarietii di pmili sinf/olnri essenziali ''

Noil mi V liiisciin ili (hire ;i (|ucsl;i liiiiii.'i ihI;i un;i lisposla csiiiiiicMlt'
;

mi paic liilla\ia die ikui sia |Hi\ii di iiilcrcssc il iikisI ra ic ((iim' nel caso

piirticoliire in citi In fmiziune y (.c, ,'V, //, //,, I snililisfnerin ni'i piiiili in eiii o = (.)

itU'eiiudzione

(i ^ = (II)

e rcdinienle possihile coslrnrre fnnzioiii nieroniorfc sin nel rinnjio 'j- < die

nel rnnipo o>0 die dhhinno /ler fronliem liperfiiiperfrcie S od alnieno nnd

pdrle di essd sn/jieienlenienle limihild : I'isiilla Id clic mi jiaii' icmla iiidlld pro-

baltilf die aiichc alia ddmaiida piu Licnciali' lalta sdpra si dd\ ra iis|)dii(lt're

ari'iM-mativanu'iilc.

Dinioslicri'md pcrcin il scgiiciite lemma clio mi jiaic aiidif inlcii'ssaidc

\)0v sc mcdcsiiiid :

Le ipersnperficie o (x, x, i/, i/,) — (I Inli die iici loro punli Id fmiziune o

soddisfti Veqiidzione (11) s(nio I idle e sole le ipersiijierfirie dello spdzio a qndllro

diinensioni eaniposle con mm seniplice injinilii di sniierficie ciirdUeristiclie.

Ariiiidi(' ri|i('rsii|i('iiici('

'i(A-,j:-, //,.//,)-=() {Ill)

sia f'onipnsla con a:' supcilide caralici islidip e necossaiio o siitticieiile die

si possa tfdvare una funzidiu' y (.'•,.<, ^//, //, I tale r-jie assdciaiido alia d"^) I'e-

4
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qti.'izione

'li (x, x., //, I/.,) ^ o; (I'll

(love z iiiilica 111: |i;u-aiiH*tin ai liilrario. si jiossaiin dalle ( l-J) c (!:!) ricavare

ad es. : le x,. .' in riiiiziniic di //,//. in nindd i-lif lisulliiin Sdddisl'alle Ic

equa/.ictiii

ex, ex.. dx, c X,

AI sisleiiia roinialo dalle (\-l) ('(I'M se lie [Mk") i'\ idcniciiifidc sostiliiire

uiio equivalt'iile in ciii la y risiilli iiidipeiideide da .<, (n da x,]: (nidi' al

posto della (l"J| |i<ilreiii(i sii|ip(jrre di avei-p iiirecjuazinnt' del tip<i

'I
(•'- .'/i .'/.>

^^ =^- '''')

l,e ecniaziiiiii ( I'l-) si ])(issnii(i alioia seri\t'ie

(?,//, d X., ?x., CI/, dx, d If,

dDidx., dx.di), dx.dy..

Mi)

e queste doviamio essoi'e soddisfalle per ,/,, x.,, //,. //._, soddisf'aceidi a (hi).

Le ( ICi) soiH) nil sisleiiia di ('(piazioiii liiieaii alle deiivale paiv.iali per

la 'J {x., II, I/:)- affiiiche essn ainniella una soln/.idne mm cdslante (iccdiic

clio sia coniplelo (*). I''(irmiam(i rallernala delle due ('(pia/.ioni. licurdando

clie neireseunire (pie-lii caleolo (icedire |)ensai(' le \ai'ial)ili .«',. X.,, If,, y..

(*) Pik') cssi'i'e iiliU' l;i I'onsitlci'a/.ionc I'lii' si'iiiic, l;i (|ii.'ilc |ii'riiirllr dj picvnlrrT, (lii-ciiio

cosi, siiilcticaineiitt' clu* il ristillalo di'l calcolii del Icsln ilic csiniinc dir il sislciii.i (Hi) e

roiii|ili'lo, (Icvc riportarci all"('(|ir,-izi()ii(' i& f II. Si aiiiincUa piTrio clic. cdiin' r iliiiiustralo

IH'I II. s(';;ii('iilf. una i|ii'rsn|iiTririi' niiii|Kisla di siipiTlicir caralli'i'isliclic possa sciiipj'c csscrc

IVullliLTa t'oiiiiiiic prr' due t'linzioiii /'(.'•.(/) nicroiiiorrc I'liii.i iifi lailipo ip>ll, I'aUra iitd caiiipo

y-<(l. Ne scjiiiH pid II. I;! idie pi'r •)< -0 dovra ncccssaiiaiiicidi' i'sseri> soddi^ilalla r('(|iiazi()lie

ili secoiiilii (inline tSi « (). Ma d'ailm i-anlo rcspriincrc clic il sisU'iiia (Mi) r. pci' y —0, c'oiu-

|j|cli) |)orla cvidciili'iiieiilf ad im"i'(|iia/,ii)iii' (// sccdiniii (iriliiic rhc f ih:re saililisfiirr iii'i iJinifi

« II. (hifstii iiqiKt'ioiie uiiii pith (iiiimli lUffeyiif tliilVciiUd^iiiiie tf ^ 0.



ilclle jaiiziuiu (innliltdtv (U due u inn ciirinljtU cuiuijlcnae. i^o

Ic^i'iilc (liillii (\1): (il IciTcino rc(|ii;i/,i()ii('

d "J

A.V

3 *'i
' <7 .r, d lu

^ 3 X., d If.) d //, '9 x, d [/, .i-, d //, ' d if.,

? ? ,
/ d' "J d' "J \ d "J

d.r..

f > r "J

' c ij., \d.iP,di/, d x.,d u-,} dx., ^dx/dij. x./d ijj d ;/,

''
diji \dx,dij, dx,dy.i]dx,

V
•

^ - 0.

(I/I

K(l iiHiiichr (|ii('slii ('(iiia/jdiic nIii coiiscliiicii/,;! di (HI) iiccorrrr;'! clii' il

(Iclcniiiiiaiilr (li'i ((ii'l'licii'iili ill (Mi) I' (17) si;i niillo: s\ ilii|)|iaiiil() i calcoli si

(illii'iir clic (Icvr csscrc piTcin - iici |iiiiili di (hi) —

(i,^(l.

liiNcrsMiiii'iilt', sdddist'iillii (|ii('>l;i ciiiM/jdiic, il sislcin;! (!<')) r idiiiiilfto:

e presa una (|iiiiluiii|U(' sua sdliizioiif iinalc |iiiinii iiii'inlMn di (l.>). Ir ( !•>)

segaiio sulla \'ai'ii'la (It*) uii sistciiia sciniilicciiicnlc iidiiiiln di sii|)('i liric ca-

rattcrisliclu'. La siinincti'ia rapiiniio allc \arialiili .'•,.<,, c //,//, ilt'l I'isidlalo

iiidica ("lie qiu'slo i- indiix'iidi'iilc dal["a\ei-(' sii|)|misI() la (li) risoluhilc rap-

|i(ii'l() a ,*, . II Icitiiiia (' ([iiiiidi piciiainnilc diiiMisliahi.

14. Per |)ro\ai(' ni'a ('li(> presn uii pczzo siifficit'idoinciile i)ifC()|() di una

ipersupei'ticie <S' soddist'acfntc a (II) h scnipri' pdssiliilc coslniii'f inia f'nn-

zinne analitica esislenlc ncll'inlornn di N da nna pailr pridissala c ciic lia iS

pel' frnnlii'ra n(ii diinosliciciiii) clit'. ahncno (piandn si snppimc il (anip(Mdir

si considci'a sntlicicnlcnicidc piccdld. si pnd sciiipic iiinnciLii'ri' la srinplici'

inlinila di snpciTieie uarallcrisliciie cuslilin-nli .S in nna duppia inlinila laic

(lie per ()<;ni pinito do! canipo passi una t-\\ inia sola snpiMlicic N caiattc-

ristica. (lostrm'i'cnio pcii inia Innzidnr analilica ( (•) clic si annnlli sopra

iidinilc dcllc siipcrlici<> i-aralli'i'isliclie cosi cnsliiiiti' a\ cidi per insicinr liinili-

tiiUe le siipei'iicic di S: una laic t'unzionc a\ra ex idcnlcnicn'r su N Inlli

piiiili sJMiiolaii osscnziali.

II piinii) punio ("' (|uasi tnidenle. Suppiniiaino vhv I'diiLiinc sia nn pnniii

di .S c rlie ad cssa cdi'iasponda il xaloi'e z = del paianicliu z nrllt' (I-)).

Supponiaiiio come preccdeiiteiiientc clic il sistcinii (li). (I'>) sia ncirinlorno

deiroiigine lisolubile nippnrto x^ eil x.,: avienio

^1 = 'I'. (//. .'/-
'•) •^•. = ''•.; (//i //- ='•>
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'iJ, e '^., essfiido ruii/.ioiii ariiioiiiclif coiiiuiiatf di //,//,. c fuiizioiii derivaliili

di a; almeiio in uii cerlo caiiipo altoruo ai valori ^i =//, = « = t>. Folrenio

aiiclu' scriveie:

.t; = (J)(//z) (IH)

'I' es.seiido fuazioiu' aiialilica dclla vaiiahile coinplessa y e drrivalulr deila

vaiialiile realf z. Avteiiiu iiiollio

I

dx
z I

I d y. ]

~
d •».., \-

a

•^.?

a {? 'j/)

-=,= 0.

g(,r,ir,)

CoiLsideriaiim allora riiisiniit' di su|M'itici(_' caratteristiclie

(19)

dove [i e una variaiiile reale, k b un imiiiero coniplesso = = 0, e, tale die il

' V. ',,„=„
i'ii|iniii'i(i —\J.::^ ,'. anciira ini nuint'iH) foiii|iloss(> (noii rcalc). Le (19) roin-

|)it'nil(iii(i conic caso |iailiciilarc per [i = (l Ic supcrlicic i
|S| : di pju in (ii,Mii

punio dcirinloiiin dcll'orij^inc passa una cd una sola supcrlicic carattcri-

slica ( r.l). Dasta ossciv.irc die Ic ( I'.M cipuN ali^ono ailc

«i. — '', (//. //. '') — l^<
i^ = " 'I', (//, //, y.) — k,^ = {)

V r\\c ucl piudo ,r ^ // = z = (i = si ha die il dep'nniiiaiile ruii/,ioiiale di

ipic.>lc eipiazioiii rappoiio ad z e [j e

f'K
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appiulci-raiiim ad una iiit'dcsiiiia dcllo icjiioni in cui 6' divide lo s|)iizin, iid

OiS. : alia 'f>>l>, li' su|)fill(:ii' per cui [i-<'> appartcrranno all'altra.

Passiami) ora alia cosli'n/.idnc dclla tiui/.ioni' /'(.'//). (lonsidoriaino pt-icio

nil insiemp di punii (a„, [".„) laic clic sia scniptc p,, > (o scinprc fl„<") e

clic rinsiciiic dcrivalo (ii esso sia Tinsienie jxjrr^ff, [i = 0. Basta, peicio pol-

es.: niiini'iarc a! inodo soldo i \aloii cazionali di z niinori di i v pi-cndnic

per y.„ l'(/-csiino puido in talc nuinciazionc, per [i,, ii valoic
it

(lonsideriamo alloi'a il pcodollo inlinilo(*):

liLl—•11 il:; ei'»(jy):^ n |
__ _n„|'^-;''^^:*;-^-^P--UM^-..^,,.,l| ^ _-^-4-^^_-___|eM.«. ,u2,))

(love

k J k'
,

\

^'" *-^ •'"
,1 (x~t> (y, «„))

'^
2 «^ (* - *

(I/, «J)^'
^ •

^

1 /i"

n u" {X ~ 'h(//, zj)"
^

1^211

E facile vedere die il prodotto (i^lM c unirornicmente eonveiycnte in ogni

canipo I' appartenente a (' il (piale uon eonteniia alcini punto di S. Sc ani-

mettianio per ini inunienlo lale eonvergcnza, esso rappresentera evidente-

iiienlc una t'unzionc analitica di x ed //, nulla su tulle le superlicie caralte-

ristiche (19) corrispondenti ai valori «„ e fi„ di y. c [i; e ([uindi, come diceniino.

una t'un/ione die esisle nel canipo [i > ossia o>(). i'(\ ha iiecessaria-

nieuh^ iS' conic Iroiitieia. E cliiaro che si polrchhc cosiiuirc una I'un/.ionc

analoga nel cainpo o < col poire [i„=^ ; e con cio lesla diiiioslialo
"^

'
'

'

It

il iiostro l(!orciiia.

Uccorre quiiidi solo diinostrare la convei'genza unifornie in uii ipiakuKiue

cani|io r del prodollo (^()). Indicliiaiiio pei'cio con d la minima dislanza dei

punli di I' da S. Sara per iiii <pialuii(pie punto (.r„//„)di r, ,c„ — <!>(//„ a„) ^r/:

int'atti .r„ — '!'(,'/(., ^-J rap|)resenta la dislanza del piuito {,x\, //„} dal |)iiiito

in cui il piano u ^ i/., inconlia la supeiTicie j^' ^ (I) (//, «j, la ipiale apparliene

lutla ad S. Fissato allora iin iiumero t piccolo a jiiacere, dividiamo i nuiiicri n

{*) II ragioiiaiiU'iilo die scyui- iioii i' cliu la lipctiziouu sollo loriiia iL^ggenueiiti; tliver.sa

rlel classico ragionameiito del Weikrstrass reiativo alia scomposizione di una fuiizione in-

tera in fattori nriiiiarii.
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ill ilue classi a secoiuia die
lid

^ 1 — s (iiJiuirc clic
k

nd <C 1 — o : la piiiiiii

coiiterra solo nil iiumero liiiilo (li valoii (li ii : |)iM(lir saia ii — -r
\

\
7 '

""'

iiel considerare il piodotto C^O) lascoremo da naile i|uesti valori di n. I'ci- gli

altii valori di n si iia

Ii

II {X— t'iij, a,,)) II d

(|iiiiidi i tallori corrispoiidfiili di 11, in (:2()) uoii si aniiuliprainin iiiai prr {x i/)

ill I": e ptT diiiHislrarp die (30) coiiverji:? uniformeiiieiite ad iiii liniitc <~0

bastera dimosliarc la coiivergeiiza dclla seric dei l()L:arilini dd siiigoli ter-

iniiii. Ora per (-21) tale serie e

, JI/ZZOO

V I y /c'

,^1 H r '« »" "" (.K — '^ (^, a,,)'-„))"")
(->-:»i

.Ma |ier (.'\(/l in r e

1 k'

V" it 4- III.
11."^'" [X — 't' I//, a,,))"^

<

<li,."+' r/"+'Ji

V
u'" rf"

I _k:y _— Z lt"^U"''
'

Glide segue die la serie dei iiioiliili di (33) eoinerge |iii"i rapidaiiiente delia

serie

1

(1-3)= ri'

e i(iinMli i(iii\er<^c iiiiildriiieineiilc in 1".

Oiidc rcsia pienaiiifiile diiiKislialo il iiosiro eiiuiHialn.

lo. Ovc si iiilerpreliiio i risiiltati de^ali sliidii precedeidi come risultati

lelalivi al sistema di e(|iiazioiii alle derivate paiziali ciii sdddisla la parte

reale di una t'nnzione di due \aiialiili edinplesse, si otlen.noiKi indica/.ioni

MOM prive di valore. K nolo die, assegiiare i valori di una tale I'linzidiie

sopia ripersnpertieie contorno di caiiipo. e assegiiare condi/.ioni soviahlioii-
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(liiiili; <|u;ili siaiHi Ic coinli/iniii ciii dcvoiio soddisriii-c [all valori < iiii pro-

lilcma aiunra assai osciiid ikiii oslanlc <>li sforzi ili parocclii sliidiosi. Orliciic,

da i|iianl(i precede lisulla clie delle ediidizidiii piiilaiio imii sold sulla iialiira

della riin7,i(nie asseunata, ma aiii-lie e |)iiiicipaliiienle sii (|iiella deiripei-sii-

pei-licie cdiisideiala ; in ipiaiilo clie. se, |ier es., si siippoiie ipiesla ipeisiiper-

licic aiialiliea. iidii pdlrehlio nssooiiarsi sii essa una finjy.idne nun anaiilica

;i mend die ripersnpeifwie stessa non sdildisfaeeia. lispelld al rampd clie

essa limila. alle cdndizidni del n. It'

Oltohif I90ct.

Kstratio day;li Aiumli lit MateuHftica Tii'o-iJT. Rebeschiki in Tihaii e L.

Toino .W'll tiella Si-iie 111. [laj:. lil e t-e)jtteuti. MiUnu. IHlO.
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Sui postulati della metrica generale projettiva.

Di Beppo Levi a Cagliari.

1. II Klein lia rilevato che tutte le costruzioni della geometria

projettiva possono condursi a operazioni in im campo limitato; felice

ossevvazione da cui egli pote dedurre la prima completa dimostrazione

della iudipendenza della geometria projettiva dal postulate d'Euclide*"!,

e qiiindi la consistenza logica dalle metriche cayleyane. Invero i postulati

da cui dipende una dimostrazione esprimono necessariamente proprieta

di quei soli elementi di cui nella dimostrazione medesima e questione:

solo apparentemente si fa talora uso di postulati piil generali, in quanto,

se cosi si fa per ovvie ragioni di opportunita (non solo pratica, ma
logica)^) e pero evidente che in una determinata dimostrazione si fa

1) Uggi, piu semplicemente, si assumone come primitive quante e quali pro-

posizioni projettive son necessarie per fondare la ordinaria geometria projettiva

(Cfr. anche per la bibliografia: Enriques. Encykl. d. matb. W. Ill A B 1 n. 18) e,

precisamente dalla possibilita di defiuire, suUa base di essa, le luetricbe cayleyane,

si conclude alia iudipendenza loro dal postulate euclideo.

2) Che si tratti realmente di una opportunita logica mo<treranno le con-

siderazioni seguenti.
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uso di quella sola parte di essi postulati che consiste nell' enunciarli

per gli elementi in discorso.

Era per5 una dimostrazione per cosi dire virtualo: restava il pro-

blema di enunciare eftettivaniente postulati i quali permettessero di

realizzare queste dimostrazioni in campo limitato e non presupponessero

alcuna delle tre metriche. Ne seguirono gli studi del Pasch (Neuere

Geometrif) e di altri, del Schur particolarraeiite.*^) II Schur ci ha

dato ultimamt'ute, sempre con questo programma, i suoi interessanti

„Grundlagen der Geometric".^)

Non si puo pero dire che da queste ricerclie il problema logico

sia stato completamente risolto. Si deve infatti osservare che I'espressione

stessa „postulati in una parte limitata di spazio"') e in se una

contraddizione. Infatti lo spazio altro non e — nelle moderne tratta-

zioni logico-geonietriche — che I'aggregato di tutti i punti: e punti

sono enti (primitivi) caratterizzati dalla condizione di so'ddisfare ad

un determiuato sistema di proposizioni (postulati). Onde necessariamente

i postulati si verificano in tutto lo spazio, perche lo spazio e I'aggregato

degli enti „punti" che verificano i postulati — per un determinato

valore delle altre idee primitive. E se, abbracciando nelle nostra con-

siderazioni una parte sufficientemente estesa dello spazio, s'incontra

contraddizione fra i postulati (o fra essi e una determinata ipotesi

supplementare), si deve concludere senz' altro che dette proposizioni

sono contradittorie. II pensare diversamente e lo stesso come chi

affermasse compatibili i postulati d'una teoria perche una eventuale

contraddizione si otterrebbe solo con un ragionamento implicante

I'applicazione mille volte ripetuta dei postulati medesimi.

L'osservazione non e nuova: la geometria di Bolyai e Lobatcewski

precedette di molto quella di Riemann perche con perfetta ragione

questa era esclusa dal fatto che gli ordinari postulati geometrici im-

plicavano la retta aperta e inlinita.

Ogni sistema di postulati in ciii si ammetta che due puntiindividuano

un segmento (cosi il Pasch, il Veronese, il Schur) esdude lo spazio

ellittico, secondo I'ordinaria accezione di geometria a retta chiusa (cfr. n. 8).

2. Prima di riprendere la richiesta del Klein, per vedere di rispon-

dervi soddisfacentemente dal punto di vista logico, mi sia permesso di

dar rilievo alia posizione di questa questione rispetto all' evoluzione

subita dal modo di stabilire i primi elementi geometrici.

1) Cfr. Enriques. Encykl. d. math. W. Ill A B 1 (Prinzipien der GeometrieJ

n. 17 (Postulate in einem Maumstuck).

2) Leipzig uud Berlin, Teubner 1909. Cfr. la prefazione.

3) Cfr. Enriques 1. c. — Schur 1. c. p. IV.
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Nelle antiche trattaziooi geometriche si suppose comii prima la

nozione di spazio: si introdusssero poi le nozioni di super^cie, linea,

punto mediante apparenti deiinizioni (facenti capo alia nozione di

dmensiove, ovvero alio spezzamento dello spazio in parti). L'analisi

logica moderna ha fatto rifiutare questo indirizzo, mostraado appunto

la non consistenza di quelle definizioni (che nella migliore ipotesi

potecansi solo accettare come illustrazioni o chiarimenti). Si e venuti

cosi ad assumere come idea primitiva il punio^), definendo in conse-

guenza lo spazio come Vaggregato dei punti. Ora, I'intuizione kleiniana

si ritrova in contraddizione col nuovo indirizzo e piu vicina al piu

antico : lo spazio degli antichi era bene lo spazio della comune esperienza,

non cosi quello dei moderni che, colla sua definizione logica precisa,

non pud piil adattarsi alia intuizione uu po' vaga. Cosi la sempli-

ficazione logica si e avuta a prezzo di qualche rinuncia psicologica:

lo spazio „aggregato dei punti" e stata la causa che ha maggiormente

contribuito a render vani i tentativi degli autori citati per rispondere

alia richiesta del Klein.

3. Queste considerazioni consigliano di superare la difficolta logica

ora rilevata aggiungeudo, accanto alio „spazio-aggregato dei punti" una

nuova idea primitiva, quella di „porzione finita di spazio": per brevita

la chiameremo regione.

Ed ecco come converra allora coUegare questa idea primitiva alle

altre, che, per semplicita di riferimento, assumeremo, come Pasch, Peano

€ Schur: piunto, scgmento e moto; (supporremo cosi senz'altro enunciate

quelle proposizioni che legano fra loro queste idee primitive, — per

le quali rimando agli autori citati^), — in quanto non urtino nelle

obbiezioni rilevate al u. 1).

Occorre anzitutto mutare leggermente la definizione della retta^):

retta congiungente due punti dati e il piii grande aggregate di punti il

quale: 1° contiene detti due punti; 2° contiene ogni segmento congiungente

due suoi punti; 3° due segmenti qualunque contenuti in esso ed aventi

un punto interno comune hanno comune un segmento.

1) La critica logica ci dice che non esistono idee necessariamente primitive; ma
il punto h aasunto come idea primitiva in tutte'le moderne trattazioni, ne e facile

pensare come si potrebbe evitarlo se non facendo una geometria in cui fosse

diverso I'elemento generatore dello spazio: si avrebbe un cambiamento di nomi,

non di sostanza.

2) Si veda pure rarticolo Prinzipun der Gcometrie dell'Enriquea nella

Encyklop. d. math. W.-Rilevo che i postulati enunciati dal Schur nei recenti

Grundlagcn ])er la nozione „segmento" rappresentano perb un progresso notevole.

3) La definizione della retta come insieme di un segmento e dei suoi pro-

lungamenti (V. Schur Gruiidlagen) e contradditoria alia geometria ellittica.



Sui postulati della metrica generale projottiva. 303

Cio posto, la nozioue regione dovni soddisfare alle proposizioni se-

guenti: Eegione e un aggregate di puuti il quale contiene quattro puiiti

lion coinplanari e coutiene ogni segmento congiungente due suoi punti.

Ogni regione e contenuta in un'altra, la (jualc contiene punti non

apparteuenti ad essa (e cioe contenuta in un'altra diversa da essa). —
Assegnati una regione B ed un moto T esiste sempre \ina regione r

contenuta in li cbe da detto jnoto e trasformata in una regione. I

segmenti di r sono trasformati da T in segmeiiti: (nulla pero si deve

ne si puo affermare sul mode in cui si trasforma per T un segmento

qualunque (cfr. n. 8)). — Assegnata una regione H esiste sempre una

resione r contenuta in essa, tale ehe i ribaltamenti intorno alle con-

giungenti coppie di punti di r trasformano r in regioni tiitte contenute

in E.

Al postulate d'Archimede dovra sostituirsi il seguente: Se due

segmenti appartengono ad una stessa regione e non sono uguali, esiste

sempre un multiple del niinore che, tolto dal maggiore, lascia un resto

minore del segmento minore medesimo.')

4. Ben si comprende il significato dei postulati dianzi enunciati

relativi alia trasformazione d'una regione per effetto di un moto. La

„porzione finita di spazio" della nostra intuizione e per sua natura

indefinita; quando noi aifermiamo le proprieta del moto, noi ci riferiamo

solo a quella parte dello spazio che cade sotto la nostra comune espe-

rienza; e non puo esser diversamente se non vogliamo che dette proprieta

involgano completamente la natura metrica dello spazio^); ma dove

siano i confini di questa parte non possiamo dire, onde e naturale si

debba immaginare una „porzione finita di spazio'' (= regione R) com-

prendente ogni „porzione finita di spazio" di cui possa esser questione

come spazio della nostra comune esperienza (= regione r), senza esserne

mai riempita. Notevole pero che questa necesssita di non varcare

i confini della regione di cui si ragioua conduca a dare al postulate

d'Archimede una forma non piii completamente naturale in rapporte

alFintuiziene.

5. AU'idea di regione assunta nel n°. 3 come primitiva si puo

sostituire una noziene defiuita. Si puo percio procedere cosi: Si dice

1) Non si pub aflfermare che un multiple di un segmento sia un segmento,

86 non si sa a priori ch' esso e contenuto in un segmento date o in una data

regione. Di qui la forma del postulato.

2) Se cioe, restanto al punto di vista dei geometri, a capo il Klein, che

considerauo i postulati geometrici come un prodotto dell'esperieuza, e vogliono

richiamarsi alia limitazione del campo e dei mezzi sperimeutali per riservare ogni

giudizio sulla natura metrica dello spazio.
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tetraedro I'aggregato dei segmenti che uniscono i punti d'uii triangolo

con UQ punto fisso fiiori del piano di questo. Si dice regione ogni

aggregato di punti appartenenti tutti ad uno stesso tetraedro e tale

che: 1° contenga quattro punti non complanari; 2° contenga ogni

segmento congiungente due suoi punti.

A questa definizione devono farsi seguire i postulati relativi a

regione e moto enunciati nel n°. 3 (i quali ora divengono postulati

relativi alls nozioui primitive di segmento e moto) e il postulate d'Architnede

nella forma dianzi enuneiata.

Per tal modo si evita I'introduzione di una nuova idea primitiva;

ma I'acquisto logico si fa a prezzo di una notevole perdita rispetto

all'intuizione, perche si richiede di concepire un tetraedro estemo al

campo dell'esperienza, tetraedro a cui, gia nei postulati, non e possibile

attribuire la proprieta dei tetraedri sperimentali di restar tetraedri

per effetto di uno qualunque dei comuni movimenti.

6. A queste obbiezioni non si presta la risposta che alia domanda

di postulati che non esprimano pivi di quanto e necessario per operare

in campo limitato (e non pregiudichino quindi la natura metrica dello

spazio) ho dato io nella mia memoria „Fondamenti della metrica pro-

jettiva" pubblicata nelle Memorie della R. Accademia delle Scienze di

Torino (Serie 2. T. 54, 1904). Ed in confronto dei sistemi di cui e

questione nei n'. precedenti ho raggiunto in essa anche il vantaggio

dal punto di vista logico-deduttivo di ridurre a due le idee primitive.

Assunte cioe come primitive le idee di punto e di congruenza di due

coppie di punti, ho introdotto anzitutto la nozioiie di coppie di punti

coerenti definendo come tale una coppia di punti di ciascuno dei quali

esista Q simmetrico rispetto alFaltro (distinto dai due dati).*) La no-

zione di regione non si presenta necessaria in nessuna parte del lavoro,

ma e ben chiaro come mediante la nozione di coppie di punti coerenti

si potrebbe darne una definizione conveniente. Supposto cioe definito

il segmento (il che pero non avviene esplicitamente nella memoria

citata, per ragioni cui faro tosto cenno (n. 7)) pud identificarsi la

„regione" con un „aggregato di punti tutti a due a due coerenti e tale

che: 1° contenga ogni segmento determinato da due suoi punti; 2° con-

tenga almeno 4 punti non complanari": queste sono infatti le proprieta

dello spazio dell' esperienza, e I'amuiettere che lo spazio sperimentale

sia immerso in uno spazio ellittico equivale appunto ad ammettere che,

fuori dei confini dell' esperienza, non tutte le coppie di punti siano

coerenti.

1) Naturalmente la nozione di „punti simmetrici rispetto a un dato" e in-

trodotta nella memoria mediante postulati e definizioni convenienti.
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7. Ill quella meiiioria d'altronde io lio esteso ancora le esigenze

che derivano dall' osservazione del Klein e che informano le ricerche

del Paech e del Schur. Osservai cioe che, come gran parte delle

propriota geometriche non dipendono dalle ipotesi circa I'esistenza e il

numero delle parallele a una retta, o dalla infinita lunghezza della

retta, come molte ancora non dipendono dal postulato d'Archimede, e

noto che in molte la nozioue d'ordine e assolutamente accessoria;

basti osservare che la geometria projettiva e molta parte della metrica

si esteudono immediatamente alio spazio di punti complessi. Cionon-

dimeno in tutte le ricerche sui fondameuti la nozione di ordine ha

parte preponderante. ^) Io volli evitarla.

11 problema di enunciare i postulati in tal forma che bastasse

richiederne la validita in una regione finita di spazio aveva imposto

necessariamente di restringere notevolniente i casi in cui si postulavano

intersezioni, e precisamente potevano postularsi quelle sole intersezioni

che cadono nell' interne di segmenti assegnabili a priori. Caduta la

nozione di „ordine" e quindi quella di „segmento", qual limitazione

poteva sostituirsi a questa? Evidentemente occorreva evitare quanto

possibile I'affermazione di intersezioni in punti effettivi, riservando aUe

definizioni il completamento dello spazio con convenienti punti improprii

o ide.ali i quali soli permettessero poi di afFermare le intersezioni che

occorrouo alia ordinaria geometria projettiva. Nella citata mia me-

moria questo scopo e raggiunto in quanto un sol postulato afFerma

I'esistenza di una configurazione di un numero finite di rette d'una

steUa che incontrano tutte un particolar piano.

8. Non e a mia conoscenza che ne prima ne poi sia stato pro-

posto un altro sistema di postulati che possa completamente servire

di fondamento alia metrica generale: non infatti i sistemi del Pasch,

del Schur e analoghi, per le ragioni dianzi addotte, se non si com-

pletano come e detto nei n'. 3 e 5; nemmeno i sistemi in cui si stabi-

liscono i postulati projettivi prima e indipendentemente dai metrici

(Pieri, Vahlen ecc.) perche questi postulati contraddicono senz' altro

alle metriche iperbolica e parabolica.

Voglio per5 ancora notare come, se si escludesse il postulato

d'Archimede e le sue conseguenze, e si modificassero convenientemente

i postulati del moto, cesserebbe la contraddizione rilevata al n°. 1 fra

il sistema dei postulati proposti recentemeute dal Schur {Grundlagen

1) La memoria del Fieri ,,Nuovi principii di geometria projettiva complessa"

si propone tutt'altri scopi, come il titolo dice, ed e d'altronde posteriore alia mia.

Xiordine vi e, naturalmente, estraneo.
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de)- Geometrie) e la geometria ellittica. Mi limitero a considerare la

geometria piana.

Si chiami piano iin einisfero dell' ordinaria metrica in cui sia

soppressa una meta della circonferenza terminatriee e della semicir-

conferenza conservata sia soppresso un estremo, conservato I'altro. In

questo piano si chiamino rette le semicirconferenze massime e non si

facda nessuna ipotesi atta a chiudere il sistema dei jivnti su ciascuna

di queste rette (I'ipotesi che queste rette -semicirconferenze si chiudano

in se si fa invece ordiuariamente e naturalmente quando I'emisfero si

considera come rappresentante della stella di raggi). E chiaro clie sopra

un tal j)/a«o sara verificata la geometria projettiva, e la metrica sara

ellittica: ma cesseranno di verificarsi quelle proposizioui che chiedono

I'omogeneita del piano: in particolare sopra ogni retta esiste un punto

ed uno solo che non puo essere interne a nessun segmento della retta

medesima. Non sara allora piu vero che, a partire da un punto arbi-

trario, su una retta assegnata e in un verso assegnato possa portarsi

un segmento uguale ad un segmento dato; un movimento non tras-

formera cioe necessariamente un segmento in un segmento (potendo

trasformarlo invece nell' insieme aperto e discontinue dei prolungamenti

di un segmento). Cadra quindi il postulato d'Archimede nel suo enun-

ciato ordinario, come si e osservato al n". 3.
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Matematica. — Sulk condizioni sufficienti per il minimo

nel calcolo delle variasioni {Gli integmli sotto forma non parame-

trica). Nota di Euoenio Elia Levi, presentata dal Socio L. Bianchi.

1. Nel preseiite assetto del calcolo delle variazioni, il concetto di campo

di estremali, introdotto dal Weierstrass, ha singolare importanza, come quello

che solo fin qui permette di dimostraie la sufificienza delle condizioni di mi-

nimo. Tanto che, — mentre il Weierstrass dimostrava la necessity delle con-

dizioni di Legendre e di Jacobi, seguendo questi siioi predecessori, mediante

la teoria della variazione seconda, e su quelle fondava poi la dimostrazione

dell'esistenza del campo, — parve alio Kneser, che, non potendosi fare a meno

del concetto di campo, maggiore unit^ per la teoria si potesse raggiungere

soltanto col lasciare da parte la teoria della variazione seconda, e col cer-

care di mostrare sia la necessity che la sufficienza delle condizioni di mi-

nimo basandosi sul concetto di campo; a ci6 egli pervenne col bel te"rema

sugli inviluppi di estremali (Enveloppensatz).

Tale procedimento non e per6 scevro di inconvenient! assai gravi. In-

tanto da una parte per quanto riguarda la dimostrazione della necessita

delle condizioni di minimo, mentre la teoria della variazione seconda si

estende con discreta facility ai casi piu complessi, il procedimento ora ri-

cordato dello Kneser non risulta sempre di facile applicazione ('). D'altra

parte, per quanto riguarda la sufficienza delle condizioni di minimo, non

sempre e possibile e sempre e assai faticoso il mostrare che I'esistenza

del campo segue dalle condizioni di Legendre e di Jacobi; invero tale di-

mostrazione richiede uno studio assai accurate delle sohizioni dell'equazione

di Eulero: tanto che ad es. nel caso degli integrali multipli, i teoremi di

esistenza delle soluzioni delle equazioni ellittiche alle derivate parziali non

sono per ora sufiRcienti a stabilire tale proposizione (se pure e vero che i

progress! fatti recentemente in tale campo di studi possono farci sperare

che in tempo non lontano auche queste difficolt^ possano essere superate);

onde la teoria dei massimi e dei minimi degli integrali multipli presents

qui per ora una grave lacuna.

Ne basta: appena lasciamo il caso del piii semplice problenia del cal-

colo delle variazioni d lo stesso concetto di campo che risulta deficiente

nella dimostrazione della sufficienza delle condizioni di minimo. Cosi nell'or-

dinario problema isoperimetrico gi^ il Weierstrass, si incontrava in una

(') Cfr. le osservazioni del Bolzii a jiag. 634 delle Vorlesungen uber Variatiom-

rechnung. Teubner (1909).
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tale difficoltk. e solo recentemente il Lindeberg (') riuscivaa superaila con

un procedimento assai elegante, ma del tutto iontano da quelli usati nel

resto della teoria. Similmente nei problem! con estremi variabili il campo

yiene ad avere necessariamente punti singolari (*) ; onde convenne alio Hahn

completare lo studio ricorrendo alle spezzate di estremali (^). Ed inline nei

problem! di massimo e di minimo per gli integral! contenenti derivate di

ordine j» >. 2 , il concetto di campo non serve che nell' ipotes! che le curve

variate restino in un intorno di ordine -p — 1 della curva studiata (*), onde

ancora non si conoscono le condizioni suificienti per il minimo forte.

Mi pare quindi che possa non essere privo di qualche interesse. sia

per i risultati effettivi che per I'esposizione sistematica, il mostrare come,

lasciato da parte il concetto di campo. gli antichi metodi di trasformazione

di Legendre e di Jacobi possano servire a provare la sufficienza delle condi-

zioni del minimo forte. A tale uopo e dedicata questa Nota ed alcune altre

che seguiranno; I'osservazione fondamentale e che la funzione & di Weiers-

trass rappresenta la parte della variazione totale dell' integrando che non

diviene infinitesima col tendere a zero della massima distanza della curva

variata dalla curva che si studia : e che quindi i ragionamenti di Legendre

e di Jacobi relativi alia variazione seconda, quando in questa all' insieme

dei termini in cui entrano solo le variazioni delle derivate si sostituisca la

funzione & dovranno esser capaci di darci la dimostrazione del minimo. Qui

mi limiterd a sviluppare questo concetto nei suoi particolari per il piii sem-

plice problema del calcolo delle variazioni, affinche risulti piii evidente la

struttura del ragionamento. Mi riserbo di tornare piu tardi suU'applicazione

di esso a problerai meno semplici, onde mostrare la capacity che questo

metodo ha di risolvere in modo uniforme i prublemi sopra ricordati. in

cui il concetto di campo non pare sufficiente.

2. Comincer6 collo studiare il problema in forma non parametrica : si

avr^ da cercare quando una curva di all' integrale

(1) l={'''f{xyy')dx (.r.<r,)

il minimo valore rispetto alle curve CS di equazione y = y{x) , che stanno

in una certa regione SR. del piano xy, e passano per i due punti Pi^(a;iyi),

(') Lindeberg, Ueber einige Fragen der Variationsrechnung. Math. Ann. (1909),

vol. 67, pag. 346. Tedi pure Lindeberg, Zur Theorie des relativen Extremums etc. Math.

Ann. (1904), toI. 59, pag. :«2; B.>lza, loc. cit , § 94.

(') Tali difficolt.i fiirono segnalate da Bolza (loc. cit., pag. 523), Bliss e Mason (Am.

Transactions (1908), vol. 9. pag. 440), Radon (Wiener Berichte 119, pag. 1294).

(*) Hahn, Ueber Variationsprobleme mit variablen Endpunkten. Monatshefte fur

Math, iind Phys., vol XXII (1911), pag. 127. Tale considerazione scrvi alio Hahn gia in

molti problem!.

(*) Cfr. Hadamard, Lcfons sur If, calcul des variations, vol. I, pji 158-465.

I
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^^^(Xii/t). Ammetter6 con Boka clie f sia di classe C" quando (xy) sia

ill 31 ed ?/ sia finito; dir6 Mp- il massimo delle sue derivate di terz'ordine

fatte rapporto a, y a y' per {xy) in St ed |y'|<C?'- Indicherd con (£ un estre-

male y=^y(x) passante per i piinti P, e Pj: porr6

(1) p=r;A^yy) , Q = /-;;,(^.w) , r-/;'j^w);

e supporr6 che sia |y'| <.(»J. Mi propongo di mostrare anzitutto die: se

nei punti di C£ sono soddisfatte le condisioni segnenti

\° (2) R>0
2° (3) &(xy-yy')><) per < jy' - ^'| < r',

3° il punto coniugato x[ di a;, su (i precede x^ ,

si pud trovare un numero r tale che (i dia ad I il minimo valore rispetto

a tutte le curve CS , per cui e

(4) \y — y\<r , \y'— y'\^r'

e che passano per Pi e Pj.

Occorre perci6 dare alia variazione totals Al die I subisce quando si

passa da G a (5 una particolare espressione. Nel fare le trasformazioni a

ci5 necessaiie, noi supporremo senz'altro iS. di classe C": e note che se ®
dk ad I il minimo rispetto a tali curve, lo dk pure rispetto alle curve di

dasse D' (').

Ci5 posto, si indidii per brevita, con r] Ja funzione y — y; rammen-

tando che &{xy
;
y'y') = f{xyy') — t\xyy) — rlf\,{xyy) ,si ha

AI= Y'\f{xyy')-f(xyy')-\dx =
(5)

= yXs>{xy ;
y'y') + {({xyrj) - f{xyy')) + rjf^Xxyy'Ts dx .

Sviluppando f(xyy') — f{ocyy') mediante la formula di Taylor e ram-

mentando che (5 e un estremale, si ha

(6)

(') Cfr. Bolza, lac. cit„ pp. 85-86. Basterebbe anzi supporre (£ analitica; cfr. Ha-

damard. loc. cit. pp. 51 e sg.
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dove si e posto, indicando y un conveniente valore compreso fra y e y,

(7) ^i(-^«/.w) = ^/^l(a^Fy)-

Sostituendo (6) in (5) otteniamo

AI =
J^;'"

j
&{xy ;

y'y') + \ Vrf + // U'yA^yy) - fyA^yil')'] + f^1
j
dx=

= J^'"| &{xy ;
y'y') + \

(P/,^ + 2w'Q)
|
dx +]^y^^ + '?''?''i.) ^a; ,

dove in modo analogo a ( 7) si e posto, indicando con y un valore compreso

fra y e y,

(9) Uxyyy') = ^ fy,yJ<xn')

3. La (8) si pud ancora trasformare. Si noti che

(10) &{xy ;
y'y')= [^ /;;(a;yy') + A,,/] v"= [| ^ + ^^'z + ^^'/] ',"

dove si e posto

(11) h(xyyy) = ^y f"y..y{aryy) , ^Axyy'y') = — f'y„(xyy') ,

^ ,
y' indicando valori intermedii rispettivamente tra y e y ,

y' e y'.

Sicche sostituendo (10) in (8) avremo

AI =
I

['"'(Pr;' + 2qrjr,' + R,?'") dx +
(12)

Questa formula non ditferisce realmente nell'aspetto da quella che si

otterrebbe sviluppando f{xyy') — f(xyy) mediante la formula di Taylor

arrestata ai termini di 3° ordine : per6 il modo speciale di dedurla confe-

risce alle Is , ^ proprieta che ci permettono di dimostrare il teorema sopra

enunciate.

Introduciamo perci6 le ipotesi del nostro teorema. Le ipotesi 1° e 2°

si possono riassumere in questa che ,, '^,J e sempre >0 per tf=y(a;),
{y —y)

\y'— y'|<.r': ne segue che si possono determinare due numeri 7\ e fi po-
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sitivi e tali che per \y — y(a;)| <.ri ,

|y' — y\^^r' sia

^ ' iy-y'f
^^'

Per (10) avremo dunque per l»?|<.ri , |»;'|<.r',

(U) -^^-\-^2V-\-^*i>(^-

D'altra parte I'ipotesi y ci dice che esiste una soluzione u(x) dell'equa-

zione

(P — Q')M — y-(RM') =

sempie =|= per Xi ^^x ^^Xt' poniaino che si abbia

(15) <C.'mi ^^u ^.irii . !«'[<. j»3.

Si ponga inline

(16) ri{x) = p{x) u{x)

,

sark p[x) , come r]{x), una funzione tiaita e continua, di classe C", nulla

Jiegli estremi Xi e Xi- Si avra quindi (')

(17) r'>^ dx ^ k {'y dx k= 1^^-=^
.

(') Cfr. Hadamard, loc. cit., pp. 334-o35, ii. 272. L'Hadamard deduce questa for-

mula coi metodi del I'alcolo delle variazinni — ma indiptndentemente dal teorema che

qui vuolsi diraostrare. Del resto si puf> facilmente dedurre una limitazione un po' piu

larga, ma ai nostri scopi equivaleiife fondandosi solo sulle formule di Schwarz e Dirich-

let. Si pu6 supporre che sia .Cs s--e, . Per la prima di queste formule essendo f(Xi) = 0,

si ha, per x^-Xi

e<l allora per la formula di Dirichlet e

X2 -Vi _ .Vq ,Xi

'""'"
2 p'{x)dx< i''^ 2 (,r - ,5,) rf.r 'V'(f) rff =

Similmente essendo ;)(.»«) = si ottiene

Tt?^ — r.^^ /^ 7?-

onde sommaiido

"^'^
2

'''"'"
2
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E di qui, osservando che \'pp'\^. ^ \p^ -\-p"'\ '

(18) P'

!

pp'\ dx^l {k f 1) p/" dx .

Gib posto, applicando la iiota trasformazione di Jacobi e cioe sostituendo in

(12) a, 1] ed rj' \ valori tratti da (16). si ha

Al = J [''Ru'p" dx + f
'"\X,rf + X,r^'ri + X,//'^ + A,r/') dx =

AJxi J.Ci

(19) = P' /I R -j- ).,rj + A,^'") «« jB- rf^ -I-

Ma per (14), (15), se i
r;| jS. r,

,
|»?'|-< r'

(20) j^'"Q R + /Is'y + ^*v') «'?" ^-^^ f*"*! i'^^P" dx .

D'altra parte, se raminentiamo che jy !<.?;, e, indicando con r una

quantity ^^ r, per ora indeterminata, supponiamo |»;|<.r, avremo per (7),

(15), (16). (17):

(21) X^tf dx
1 f.Sa 1— Mp; m\r I ^^ t^a; <.— Mpj /tmiIr {'"'p'^dx .

^'Xt

Analogamente per (9). (II), (15), (16), (17), (18)

I C^i 1 T'^a 1 T-^s
A.tv*ridx jS.— Mp'r Itiri \dx=^-'Mp',r \uu'p^-\-uh)p'\dx:^

(22)

UAj»;(m"^« 4- 2);My) cJa; < - Mp; r '
"

j
m"j9' -f 2 uu'pp'\ dx <.

Inline, rammentando che per (16), (15) e \p\<i — e che essendo
')7l\

ly'l <.pl,|y'— y'\:^r', la quantity f' della formula (11) h in modulo iiife-



— 4:Jl —
riore a p' «= q[ -\- r', aTremo

(23) —h^^' (

'''

' " '^' "^ 2jyM'>jo' + riu."p" + 2j?K«'jo/| <ia:^

< ^ Mpr w?3 r
S

^ + 7«,(2 + A) + OT,(1 + A) j r'"""/)" rfa; .

Raccogliendo da (19), (20), (21), (22), (23) deduciamo che se |»?|<.r <.r,

(24) Al > {fim\ - ?-H)
( ^''p"dx

dove

(25)

H = — MpM -m\-\--km\-\- ti/ms m, + 3mj Wj + km\ +

+ ^ ^P""^[^ + '"^(^ + A) + m.(l + /^)]

Baster^ quindi prendere per r un numero inferiore a —j^^ perche ne segua
H

Al^O, c. V. d.
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Matematica. — Sidle condizioni suf/icienti per il minimo nel

calcolo delle variazioni. (Gil integrali sotto forma non parame-

irica). Notall di Eugenio Elia Levi, presentata dal Socio L. Bianchi.

4. Nel teorema dimostrato nella Nota precedente (') si impose allincli-

nazione delle curve variate 6 di soddisfare ad una disuguaglianza della forma

\y'— ^'|<.r'. Ci6 e naturale: perche e ben noto per un'osservazione del Bolza

che solo in questa ipotesi e possibile, per il problema in forma oon parametrica,

ridurre le condizioni di minimo a condizioni relative al solo estremale 6.

quali sono quelle del teorema del n. 2. Quando si voglia trattare il pro-

blema senza imporre una limitazione di tale tipo, generalmente si enuncia

che condizione sufBciente per il minimo e che, oltre alle solite condizioni

di Legendre e di Jacobi, esista im campo attorno all' estremale S tale che,

detta n{x]i) I'inclinazione (^) del campo nel punto {xy), sia ${xy;n{xy)y')'^

per |«/'— n{xy)\^ 0. Volendo noi escludere dai nostri ragionamenti il con-

cetto di campo non potremo naturalmente dimostrare un tale enunciate, nel

quale entra esplicitamente questo concetto medesimo. Dimostreremo invece

il teorema seguente

:

Se ii e tale che, indicando con r, un numero convenientemente pic-

colo, si abbia che:

\° (2) R>0,
20 (Sr ^ixy;y'y')>i) per \y-^{x)\^r, y'^y',

3° il punto x[ coniugalo di x^ su li segue x^,

si pud trovare un r <ri tale che (i dia ad I il valore minimo rispetto

alle curve (S per cui e \y{x) — y{x)\<Cr e die congiungono Pi e Po

.

Prima di dimostrare questo teorema, confrontiamolo coU'ordinario teo-

rema sopra rammentato. Intanto esse non e punto equivalente a questo,

perche per quanto, tissato un campo ed nn numero a convenientemente pic-

colo, sia sempre possibile prendere un intorno tanto piccolo di (S che in

esso sia \n{xy) — y{x)\<li(t, tuttavia quando «/' varia da — oo a -j-oo non

si pu6 dalla condizione S>{xy
; y y')'^ () dedurre la Q>{xy •,n{xy) y')^(i, ne

(') Questi Rendiconti, pag. 425. Nella presonto Nota per maggioro comodita la nu-

merazione dei § e delle formule continua quella della Nota precedente.

(') Cioe, se y = Y(.e) e I'equazione deU'estremale del campo che passa per il punto

xy, si jionga n{j:y) :^\'(x): i tedeschi cliianiano tale funziune Gufallsfunktiou.
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vicevei'sa. Esso espriiue qiiindi una uiiova condizione sufficiente per il ini-

nimo: ed anzi a me pare die il nuovo crilerio che viene pertanto da noi

enunciato. present! qualclie vantaggio pratico, in quanto per applicarlo non

occorre il calcolo della funzione n{xy) per i piinti ciie non appartengano

aU'estremale che si studia (').

Non mancheremo di uolare del resto che evidenteraente siu il eriterio

ordinario, che qunslo aoslro sono cerlo soddisfatti se il problema e rego-

lare, e ciod se e f'yn{xyy') > qualuaque sia y.

5. Per dimostrare questo nuoyo teorema non si pii6 sen/.'altro seguire

il ragionamento che usammo nel n. 3. Perche e vero che le condizioni (2)

(8)*"'' si possono ancora scrivere dicendo che e soddisfatta la (18) qualnnque

sia y': ma ci6 non basta, perche il miiuero Mpr che compare in (2::!) nel

formare la limitazione per X^, pu6 crescere oltre ogni limite col crescere di q:

e con esso crescerjl H.

Per snperare tale diflicoltk tissiamo uu niimero r' arbitrario; e presa

una qualunque curva (i chiamiamo % 1 insieme di punti di [xi Xi) in cui

e \rj'\<ir\ Xi 1' insieme complementare in cui \if\:^L7-'. fi noto che potremo

parlare — almeno quando gli integrali si prendano nel senso di Lebesgue —
di integrali estesi ai campi x e Xi •

Riprendiamo, ci6 posto, la formula (8) e trasformiamola subito col fare

la posizione (16): avremo aggiungendo e togliendo - R»y", coUa solita trasfor-

mazione di Jacobi

:

Al =
(

;''

[n^y ; yy') - 1 R(m>= + 2'y«>')1 dx +
(26)

- " L -J

-I- \'''\X,f i-X,ri'r/)dx.

Spezziamo il prime di questi integrali in due parti, I'uno esteso a x,

e I'altro a Xi '• per quanto riguarda il primo scrireremo procedendo come

al n. 3 8 mantenendo quelle stesse notazioni.

r {xy;ij'y')-lRiu"f-\-2rju'p' dx =
(27)

=J fi R + X^ri -\- A.^'l u}p'^ dx
-f-

J(A3.;+ A,»?') {u''
p' -\-2riu'p')dx

(') Nel caso degli integrali sotto forma parametrica che studierenio nclle pri.ssime

Note troTeremfi una pin perfetta aniformita eoi risultati deH'ordinaria teoria.



468

(28)

Per quanto riguarda invece il secondo scriveremo

f
\^&(xy ; yV ) - ^ R{u'^p' + 2^«y)] dx =

Od infine se poniamo

(29)

^3 = A3 ^4 = A^ E, = - R + ^31] + ^4?;' in z

^3 = ^4 = E,= in Xi

potremo, sostitiiendo (27) (28) in (26), scrivere

Al=
I

''"E^u^p'^dw^

(30) + p [A.ry^ + A,,;V + (^3^? + ^4'?"> (O' + 2»?My) \dx+

+J^_
[£(a;2/

;

y'y') - | V^ +
( 2
"

I ^) (^>' + ^'^^''^'^ ''''

'

Quanto ai primi due integrali si tratteranuo come quelli del n. 3.

Infatti per (29) si avra sempre Ej > —
, mentre per il secondo integrale

ove, come precedenteraente. si supponga |ry|<.r varanno ancora limitazioni

della forma (21), (22), (23), perche A4 e nulla tranne che in x dove e

uguale a A4 e dove appunto e |?y'l<.r', e \i/'\^.q'i-\- r'.

Quindi avremo. analogamente a (24):

(31)

f'" }
E, u'p" + l,r]' + l^ff + (^3'/ + ^^V) i^'Y + 2i?My)i dx >

Per quanto riguarda 1' ultimo integrale di (30) osserveremo che per (13)

e che, se supponiamo R << M ( >l fi), e

l(t- 1
«)"'•>''4-2»;My)

ju. _ R
2 2

^l(M-^)ilm,(2|VH-^)
2 Ml \ ' ' ' ' nil !
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Onde segue

H^y ; yy') - f >?" + ^ (m- R) («>^ + 2r,u'p') >
(32)

dove

Ml 2
^

' m]

sono due costanti positive. Ma ricordiamo clie in Xi e |7;'|>.r', ne segue

che, se

(33) a+1-V+ 2;9j«

I'integrando del secondo integrals di (80) e essenzialmente positive.

Vale quindi ancora una formula analoga a (24)

(34) Al > (^ m\ — fe)j ''p" dx

e quindi se oltre a (33) e pure r <[ -^ e Al -^ c. v. d.

OssERVAZioNE. — Le formule (24) e (84) sono entrambe capaci di di-

mostrare anche qualcosa di piii : e precisamente di dimostrare il teorema di

Osgood: invero se per un conveniente valore x e |ry(c)| = |y(e)— ^(c)|= a

avremo

f"" f\.) dx ^ f^ f{.) d. ^ -i^^ ^ 7-^^^ ^1—^^ '

J,i', ^ ^ Jx, c — Xi {c—Xi)u^ (c— x,)mt

onde segue che Al diviene infinitesima di ordine miuore o uguale al secondo

rispetto al valore che i] prende per un qualunque valore prefissato c di x (')•

(') Cfr. HaJainarci, loc. oit., pag. 479: Osgood, Trans, of the Aiuericaii Math. Society,

tomo III (1901).
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ESTRATTO
DAGLI ANNAU Dl MATEMATICA PUR A ED APPUGATA.





SuUe ipersuperficie dello spazio a 4 dimensioni

che possono essere frontiera del campo di

esistenza di una funzione analitica di due

variabili complesse.

{Di EuGENio Elia Levi, a Genova.)

1. ill una Memoria publjlicata in (lueslo stesso periodico (*j lio diiiio-

strato la proposizione seguente

:

Siano x= x, -\- ix.,,
i/
= ^/i + * 1/2 f^'*6 variabili complesse. Amelia spazio a

4 dimensioni -in cni sono coordinate a?, x.. //, y., sia data, un' ipersuperficie S

o{x,x,i/,y,) = 0; (1)

e si snpponga che la 9 (x, x.. y/, y,) possegga le dcrivate prime e seconde finite

e conti)iue.

Afflnche esista una funzione analitica delle due variabili complesse x ed y
monodroma in uno dei campi in ciii S dicide lo spazio, e necessario che Ve-

spressione

(<!,, = ! Ill V I I'llV
1

1o I

^'^
( I

* i^V^ (l±[ n^ I ^^ ' _
'^^-\\dxj^\dxj \\dyrdyl\^\\dyj^\dyj \)dxi~^dxi\

a, > a <p 8 y g 9 8 y 11
8- y - d'

o

(
.

,,y

^\dx,dy, ' dx. dy..\\d x/d y, dx.,dy.,'\ 1

^, \ 8_9 89 8 <p 8 9 (
I

8' y b' y (

'

'^]dXidy. dx, dy:\\dx, d y.> dx.,dyt\

conservi sulla (1) ((/;, segno determinato.

E precisameide : se su (1) e d y ^ 0, una funzione fix y) che abbia S come

frontiera pub solo esistere nd campo 9>(); mentre se (S. y ^ 0, una tale fun-

zione pub esistere solo nel campo y <C 0.

(*) Sfudii sui piiiitt singolari essenziali delle fuiisioni (U umi piit uarkihili complesse.

Aiiiiali di Matematica, 1909. Toino XVII della S(!rie III, pag. (il c ss. CIV. ^ HI-

1



E. E. Levi: Sulla ipersuperficie frontiera del campo

Cei-cando di invertire questo teorema sono rinscito in quel lavoro a di-

moslrare die: se S e tale che nel siioi punti sia soddisfatta la (i cp = 0, esm

consta di una semplice infinita di s\iperficie caratteristiche — e cioe di su-

perficie a due dimensioni deterniinale da iiu leganie analitico tra le variabili

complesse x ed y —; ed allora, preso nii pezzo sufficietdemente piccolo S di S,

si pud sempre costriiire una funzione analitica nel campo 9 > ed una nel

campo a < regolari eniramhe nei punti che appartengono ad nn intorno suf-

ficientemente piccolo di S che non appartengono ad S. e che ammettono en-

iramhe S come frontiera.

In quanto segue io voglio mostrare, seguendo un uietoilo di poco dif-

ferente, come si possa analogainente dimostrare la proposizione segueiite :

Supposto che nei punti di una ipersuperficie S data da { I) sia sempre

(i?<0, (3)

preso n)i pezzo S sufficientemente piccolo di essa, si pud trovare una funzione

analitica. di x ed ij monodroma regolare nei punti delV intorno di S in cui e

o>0, la quale abbia S come frontiera. Tale proposizione insieme coirultima

ora richiamata servira cosi ad invertire in certa niisura la proposizione fon-

damentale enunciata sopra: precisameiite la proprieta, relativa all'espres-

sione ('2), ivi ricliiesta come necessaria perclie una ipersuperficie sia frontiera

di una funzione di due variabili complesse, sara dimoslrata sufficientc in

quanto proprieta infinitesimale, mentre restera dubbio se essa lo sia pure in

im campo comunque esteso. Qualclie considerazione su questo problenia piii

diflicile aggivmgeremo nel n. 6.

2. Per iissare le idee supporro che nel campo che si considera, I'equa-

zione (1) si possa risolvere rapporto a x,. Potremo allora scrivere I'equa-

zione della ipersuperficie S nelhi forma

a;, — 'H-K.^. y-2) = 0. (4)

Preso uii punlo qualunque x„ij^y., indichero (*) con

a = o, -|- t a,, , 6 = 61 + i 63 (5)

(*) Cfr. per le notazioni che seguono Je analoghe iiolazioni della pag. 77 e ss. della niia

citata Mcmoria. Le (|iiantita .1, /i, G sono le quaiitita J,, J},. C, , delle foinuile (4) pag. 78

(li (|iiel lavoro calcolate per il easo presetite in oiii f assume la lornia .<,— ip, e cambiate

di segno.

Per reiidere piii agevole la leltiira di (|uant() segue, avverto rlie il concetto direttivo e

quello di invertire la coslruzioiie che nel n. 13 ilcll;i iiiia Menioria serve a dedurre il teorema

eiiuncialo in princijiio.



di esistenza di una funzione analiiica di 2 variabili.

le quantita — fuiizidiii di ,k,
, y,, y« — clie si ottengono risolvendo i due

sistenii di equaziorii

e

dove si e posto

3 a?' x^o ifi yi

Supporremo — e lo si potra fare cambiando, ove occona. il seiiso sul-

I'asse delle a?, — che il cainpo in cui si vuole costruire la funzione analitica

sia il campo

x,>ii {x, y, i/,), (9)

con che la condizione [)) si i)otra scrivere, medianle le (8) e ((>),

A +00 (10)

ossia

|4 + |4+2«.,-^^-+2a,^^ + («? + «i)p,>(). (to-)
ay; oyl ox^dy^ dx^dy^ ' dxl

Supporremo piu precisaniente che il primo menibro di (10) o (10''") resti,

nel cainpo che si considera, sempre superiore ad un niunero posilivo d.

Dall'ipotesi che le derivate prime e seconde di if siano finite e continue

nel campo che consideriamo, segue facilmente che tali sono jnire a,, a„, 6,, h...

Dii-emo I un lunnero maggiore del massiino valore assoluto delle derivate prime

e seconde della ij/; diremo m un numero maggiore di 1 e del massimo va-

lore assoluto di a,, a„_, bi, b.,. Cio posto e chiaro che noi potremo restrin-

gere il campo che si considera per modo che, detti a?, cc,. //, //,,, x\x'.,y\y'..

due punti qualunque di esso :
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I." si aljl)iii

d
S essendo un numero •< 1 e <

128 nv r '

2." indicando con A', B', C i valori di A, B, C, qiiando le derivate

seconde di i siano calcolate in x\ x'., y\ y'.^ , e le «, , a., , siano calcolate in

XiX^y.y,, sia

^A-A'K^l^ jB-i?'i<|-, \C-C'\<^; (11)

3." il campo sia coiivesso, e cioe il segmento congiungente due punti

del campo sia tutto di punti interni al campo.

Diremo r questo caini)o, r„ la parte di esso soddisfacente a (9), S il pezzo

di S interno a r.

Occorre dalle ipotesi falle su r trarre una facile conseguenza.

Se S, S., sono due variabili reali entrambe niinori di S si ha sempre

2 d at
I- "'^ '>' + - ^'

'

"- -^ '^-^ '^^ + { (12)
>A|&J? + 2?,,5.S,-6,Sil 1

^"'^'

-+ 2 6, S, L - 6, 5|) + ^'- K + ^'- ^\
dx^dy, d ccj 8 y^

Infatli se sui)poniamo per es.
[
S,,

|
^

|

Sj
|
^ S, ricordando clie S<;1

avremo

4-

h, S? + 2 b, Z, rl - 6, Si
I

< 4 j», S;

,

» J;' . <1 IJ^ (2 a, S, + 2 «, S, -4- 6, 8?+ 2 6, S, S, - 6, S?)+ ^'-- S, +^|^ 6\
2 <7«2 dx.dy, dx^dy.i

dalle quali, per essere S< .^^ ^ . segue (12).



fU esisteiiza di iiiiii fimzione a)uilitir(i di J varidhili.

'>. (lio posto fliiiiiiieiL'iiio piinio razioiialc di -V uii puiilo Ic cui coor-

(linalo X., y/, y., siano razioiiali : I'iiisieine dei punti raziniiali di S e lui insipine

niiiii('ral)ile, deiiso su <§. Fissata in inodo aiinliario una iiiiinerazione dei pnnii

di (jiieslo iiisieme, indicliiamo I'ennosimo puiilo con (;„'fl„)= (;,,„, ^...„, •/),.„, /,.,„).

Ad o^niuiio di qiiesti punti coniietlianin una supoi-fioio faratteristica i:„ data

dall'equazione Ira le variabiii coniplcsse

X—L= - + O;. {if - r,„) ^- h.. (i, — •/,„)» (13)

i\ove C(„h„ indicaiio i valori di a. h ncl punto (;„r,„).

Tale supertioie si ntliene sottoijonendd ad una traslazione di anipifzza

nel verso delle x, positive, e cioe vei'so I'iidenio del campo (".I), luia delle su-

perficie rostruite a pag. 79 del niio citato lavoro Ic quali passauo per il punto

(?„, 'ij, ed inoltre, grazie all'ipotesi {3)o(l()), ueiriutorno di questo puido

giacciono totalmente fuori di (9) e cioe nel campo x,<i<]' (x., ij, ij.,) {*).

Tale insieme di superticie animette come punti di condensazione tidti i

punti di S; basta osservare che i:„ passa per il puido ii„ r,„ , e che

I'insierae di questi punti ha come [)unti di condensazione lutti i punti di S.

Dimostreremo ora di ])iu che queste superficie caratteristiche non hanno al-

I'interno di r punti di condensazione appartenenti al campo r„. Costruiremo

poi luia funzioue analitica la quale si annulli sopra tutte queste superticie

caratteristiche: una tale finizione avra certamente S come t'rontiera.

4. Per dimostrare quanto ora si e enunciato proveremo anzitutto la

proposizione seguente : Se £, r, indica un punto di S, xy un punto di r, esiste

un numero h indipendente da x, i/. E, % e tale die, se la funzioue

11 (x y) = {x — E)~a {y — vi) ~b(y — •/!)=
( 14)

— «, h essendo calcolati nel punto {c,-r\) — soddisfa alia disuguaglianza

!

TV (a? y) I

•< c, (15)

(*) Quando accadesse die la forma .1 5f + 7,^ 5, 5, + C^ fosse senz"altro gia essa stessa

Una forma definita, in luogo delle (13) si potieblieio assuniere piii semplicemente delle su-

perficie plane ponendo &^(): rfr. il u. 6.

0)
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pel punto ,»•// si ha

X, —<l/{x.,ij,y.,)<.1i '^- (16)

Infatti posto :t (««/) = tt, +'/7v„ avrerao da (14) e (15)

X, = C, + TT, + a, (//,
— r,,) — n, {y, — r,,) -f- &, (v/. — r,.)' —

— & (y. — •fi^)' — "^ &. (z/.
- '1.) (y-^ — 'i-^)

jK, = ;, + Tw, + rt, (/y,
— r,,) + «. (y, — r,,) + 6, (y, — •/),)' — '/ (17)

— h (y. - Vi,)' + 2 fc, (//,
- r„) (//, - r„)

Sviliippando la funzlone '^(x-iy.y.) nel punto E., t,,-/i„ mediante la for-

mula di Taylok arreslata ai termini di secondo oidine avremo, ricordando

c-lie ^, = i (?2 ''1 ''2) '•

03, — J/ (x, «/, ^„) =

02|' *>2I' P-f'

dove coll'apice pensiamo indicare clie le deriA'ate debbono essere prese in un

convenieiile panto intermedio tra (xy) e (^r,), e senza I'apice intendiamo die

siano calcolate nel punto (;/)). Sostituiamo a x, — ^,, x^ — ^2 i loro valori

dati da (17) e poniamo per brevita ^,=y, — r,,, S. = ?/j — r,./, avremo allora

tenendo conto di (T)) (6) (7) (S)

:

a?, — il- (xt y, y,) =

Idw, id' A'

— "1 — '•;

V '.1--2 V y, V .v.^ V !ii

A-C
X.. S y, «2 y«



(li enintenzd, ill una funzione analUica di 2 variabili.

[bA'~bJl+U,^,l;]
I b°- f

(7 ./o

a-^f

dx.dy, '"^3
^x.dif, -J

K [)olreim) audio .scriverc, iiidicaiHlo pei- breviUi con J) il coefficiente

di x„

:

Xt— '\i(x,y,!j,)= T7,— i:,D—

-S?
2

+^'— .1 +S,S,[5-£']-.^:
^+

2
+ C'~C

-[6,S«-&,S|+2&,-lSj[|g'(2«,,l+ 2«,S,+ 6J?--6,S|+26,,^,.l)+
(IH)

^.^Ls. + .-^a,
dx.,dyi ' dx.,dyi

Ora per le ipotesi fatte uel n. 2 si avra per (11) die findie [x y) e in r

2 ^ -> 2 '^-^'-^TT^T

-4 + C
, .„ r'\ iil^ i r-' r' -. ^ f^ ^'

(juiiidi dalla formula (12) si iia die la sonuna degli iiltiini (luattro ter-

mini di (18) e iiegativa: onde segue

X, — '^ (X., //i ^,)< 7t. — TT, D. ( 1 9)

Ora D e una (luantita die, quando x, y^ y., e in r, resta sem]n'e in mo-

dulo inferiore a J in

avremo

1 + 8'^+.

y

Quindi posto h = I in 1 -h 8 d^ 1,

«! — ^ («- «/i y-i) <hQ

come avevamo enunciato.

5. Risulta subito dalla proposizione precedente clie fissato uii numero

positive p piccolo a piacere esiste soltanto un numero finito di superiicie 2;„
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le quali abbiano dei piiiiti appartenenti al campo Vp in cui e

a':-'J'(«.^.y-^)>p: (20)

invero per (13) su ^„ e

x„ {x y) = — dove iv„ {x y) = x — I. + a„ (y — r,„) + h„ (y - r,„)% (51)

e quiiidi percbe una tale superflcie abbia punti inlerni a r^ occorre sia

)j<; -'!(*). E con cio risulta senz'altro provato die I'insienie di superticie ^„

P

non ha punti di condensazione in r interni al campo To

.

Per costruire ora una funzione analitica regolare nel campo r^ la quale

si annuUi nei punti delle "S,,, consideriamo, seguendo il noto procedimento di

Weieksthass, il prodotto intinito

nfl ] eP"'-''!'^ m)
„ \ n r.„ {xy)J

(love si e posto

P.. (a' y) = ' +i..J^ +- + -^,;4,^j- («)
II Tz,, ixy) 2 u" -l{xy)

E facile vedere che tale prodotto intinito e convergente uniformemente

ill un (jualiin(|ue campo r^; esso rappresenta f[uiii(ii in r„ una funzione ana-

litica regolare la quale ha -S' per frontiera.

Per dimostrare die il pi'odotto (12) e uaiformemente convergente in ogiii

campo \p fissianio un iiumero arbitrario positivoj-<l, e distinguiamo i nu-

iiieri II in due classi a seconda die ' ^ 1 — s o < I — s- I valori di n
n

p
II

appartenenti alia prima classe sono in nuniero linito, iioi potremo trascurare

i faltori corrispondenti nella dimostrazione di convergenza. Per dimostrare

die il prodotto dei faltori residui e convergente bastera dimostrare la con-

vergenza delta serie dei logaritmi. Ora per (53) tale serie e

,'IH=0C
I 1 \_ V V ' t . (^)4\

^"\„;^( n ^\- m n'"*-'" Tzl+"' (X y)}
^~ '

(*) liiferendoci uila (10) ed osservando clic (|ui { t., (I potrcinino porre /«==!,



di esistenza di iiua fimsioue unaliliva dl 2 variabili.

Ma se {x I/) e in r^, pf^r il n. precedente si iui

quindi saru

V

't„ (« </) ! >

fe"+' ^ fe'" 1 /r"
s w"+' p"+'

E quindi la serie dei moduli di ('24) converge piu rapidainente della serie

E questo dimostra il nostro enunciato.

6. II ragionamento precedente non e sufliciente ad invertire la propo-

sizione iniziale del n. 1 in un campo coniunque esteso per questa ragione

soltanto, che non possiamo asserire die le superficie \ da noi costruite non

abbiano come punti di condensazione punti appartenenti a regioni sufflcien-

temente lontane dal punto (;„-/i„) cui esse corrispondono ed in cui sia o >0.
Ogni qual volta si possa escliulere questo caso si potra completare il ragio-

namento, e cio avverra ben sovente in casi particolari: cosi avverra se I'iper-

superfic.ie e tale che giace serapre tutta da una parte di un ((ualunque suo

iperpiano tangente ed abbia conume con (juesto il solo punto di contatto: tali

sono ad esempio le ipersfere, le ipersuperlicie ellissoidiche, ecc. Cliiamiamo S
I'ipersuperficie: cliiamiamo interna all'ipersuperficie la regione che non con-

tiene punti degli iperpiani tangenti (*). Osserviamo che presa una tale iper-

(*) E interessante mostrare direttameute che una tale ipersuperlicie S soddisfa alle con-

dizioni uecessarie esposte al principio del n. 1. Suppouiamo invero che il campo iuterno ad .S'

sia il campo t>0: il gruppo ilei termini di secondo grado dello sviluppo di
<f

in un suo

punto (|ualunciue deve allora costituire una forma deflnita negaliva. Essa e

&'' d'f
if":+ ;;

—

.
»

dui ' dii':

--^1 ^^-H,<,.

Wg Mj + "i o "^ I "l "4 + ^ O " - "' "

Ora I'espressione ttiy si ottiene precisamente sonimando le due ([uantita che si hanno
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siiperficie S, fissato uii mimero positive s piccolo a piacere, si puo trovare

uii uuiuero S (t) tale che, se n e un iperpiauo parallelo aU'iperpiano tangente

in un punto P di S condotto per un qualunque pun to P' della norniale ad S

in P che disti da P di meno di S{z), i punti di n interni ad S siano tutti

interni ad un'ipersfera di centi-o P' e raggio s (*).

Cio posto si tissi di nuovo sopra S un insieme numerabile di punti denso

sulI'iS: si chiami P„ = (c„fl„) I'K-esimo punto di tale insieme, e come super-

ficie caratteristica ^„ si assuma il piano caratteristico perpendicolare alia

norniale ad S condotto per il punto P'„ di questa nonnale che e interno ad S

e dista da (c •« ) di — • E facile mostrare che non esistono punti limiti di
• " " n

questo insieme di piani caratteristici interni ad S; in altri termini che preso

un campo chiuso a tutto di punti interni ad 5 esiste solo un numero tluito

di piani ^„ che abbiano punti comuni con A. Infatti dicasi y la minima di-

stanza di punti di A da punti di S e si calcoli ^ -^1; i piani caratteristici 2

2 i

per cui n e maggiore del massimo dei due numeri — e —-.—r non hanno

faceado successivamente in detta forma le posizioiii

:

d? d? , df 8f



dl esiMenza di una fiuizlone analitica di 2 vnriahili. 1

1

punti coimini con A. Invero tin tale ^„ apparlione totalinente aH'ipcrpiano

|)arallel() all'iporpiano tangento ad iS' in P„ coiHlotln pfi' il jmiito P'„: ed es-

sendo P. P',= — < <5 \-ir\- i siioi nniiti inUM'iii ad -S soiio liitti intorni all'i-
n \"I

)

persfera di cenlro P'„ c ra^fg-io ^^ c <piindi noii possono distare da S piTi

I Y •

di -f-
' <y: <'KSi sono (pniidi liilli cslcrni a A. c. v. d.

Presi dunque cpiesii piani caratteiistifi l„ come variela di zei'o di una

funzione analitica di x od v/ clio si pno costruire con niotodi analoglii a quelli

del n. 5, quesla sara una funzione analitica regolaro aH'inlerno di S, la quale

lia jS come frontiera.

Kstrallo dagli Annali di Matematica T[PO-lit. Uebeschini di Tl'iiati e C.

*romo XVIII della Serie III, pag. 69 e segueuti. Milano, 1911.
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Sopra un teorema di esistenza per le equazioni

alle derivate parziali del secondo ordiiie.

(/>/ KrcKNio Ei;i,\ Lkvi, h Genova.)

INTUODUZIONE.

1- ijia (latii uircMjnazioiie alle derivate parziali di secondo online in

due varialjili indipendenti

F{xyzpqrst) = 0. (I)

Aceanto al classico teorema di esistenza delle soluzioni di una tale equa-

zione rispondenti ai dati iniziali di Cauchy sopra una eurva assegnata, negli

ultinii decenni si rivolse I'attenzioue ad un gruppo di aualoghi teoremi di

esistenza in cui i dati iniziali sono assegnati su due curve diverse usceidi

da un punto 0. II prinio forse di essi fu quello che occorre nel nietodo di

RiEMANN per I'iutegrazione delle equazioni lineari iperboliche. Tale grupjx)

di teoremi di esistenza lia molta importanza uclla teoria generale dellYnjua-

zioae (i). Cost teoremi di queslo tipo, e precisamente del tipo piu semplice

in cui almeno una delle due curve sia una caratteristica di (1) (*), sono quelli

che servono da una parte, come ho rammentato, nel metodo di Rfemann per

rintegrazione delle equazioni lineaii, ti'altra parte servono — seguendo it

GouKSAT — a dimostrare in niodo rigoroso che una caratteristica semplice

di (1) appartiene ad intinite supertlcie soluzioni (**).

Ma tutti questi studii presentano ancora giandi lacune, sia da! punlo (h

visla delle funzioni aiialitiche, sia da (piello delle funzioni di variahdi reali.

(*) Lo studio di ([uesto easo <> dovulo a Riemann, Darboux, Picard e Goursat. Si iioli

pert") che auche in questo caso particolarc il teorema per le equazioni non lineari e provato

soltanlo nel caso analitico.

(**) Su ()uesta ap|ilicazione vedi ancora pifi oltre al n. 2 e il S "I-

1
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1 risullali piii comi)leti nttenuti tin (|iii possono raccogliersi iiei diu* ciiuii-

ciati seguenti

:

I) L'eqnasione sin lineare iielle derivate seconde con coefficienti funzioni

di X ed y soUanfo (*) ed a ca ratteristiche distmte : lalilie con una convenieide

tra.sforniazione di variahili possa ridursi alia foniin

s = f(xyzpq). (2)

Siano date sul piano x ij due curve y, e y, a tangente variahile con con-

tinuita che ni taglino in nn piinto 0: eside in itn campo a (torno ad iina

ed una sola soluzione di (2) che sn yi e yg si riduca a due funzioni assegnate

{che prendono in lo stesso valore), purche il birapporto delle tangenti a yi

e y, in e degli assi (die soao le caralleiistiche di (^2)) sia in modulo =!= 1 (**).

(*) E cioe a caratteristiche fisse sul pinno xy.

(**) II lavoro priiR'ipalc e qiiello del Goubsat: Sitr un. proMeme relatif a la theorie des

equations, etc. (Aiinales de la Faculte de Toulouse, 1'^ Mem., vol. 5, serle 2.'', 1903, pag. 405-

436, 2" Mem., vol. 6, serie 2.'^, 190i, pag. 117-144). SuUo stesso argomento e tornato il Goursat

receiitemeiite nella Memoria.S'»y!t)i pvoceM alterne (Antiales de la Faoulte de Toulouse, vol. 11,

serie 2.*, 1909). II metodo seguito in quest'ultirao lavoro e in sostanza assai simile a quello

usato dal Fubim nella Nota: Bi nlcimi uuovi problemi al contorno, ecc. (Atti della R. Acca-

demia di Torino, 1905). Gitero ancora, tra i molti altri, i lavori di Hadamard (fie'soZuiJOM d'un

prohUmc aux Ihnifes, etc. (Bulletin de la Societe Malhrniatique de France, 1904, vol. 32); di

Mvi.LEii {Handleei thanfijaben bei partiellen Differentinlgleicliunyen, etc. Math. Annalen, vol. 68,

1910, pag. 75-106): di ^\kso^ {On the linear differential equation of hyperbolic <!/pe. Math. An-

nalen, vol. 65, 1908, pag. 570-575); del Picone {Suite equasioni alle derivate parziali del se-

condo ordine di tipo iperbolico. Rendiconti del Cireolo Matematico di Palermo, vol. 39, 2.° sem.

1910, pag. 349-376, Sopra un problema del valori al contorno nelle equazioni iperboliche alle

derivate parziali del second'ordine e sopra ttna classe di equazioni iiitegrali che a quello si ri-

connettono. Ibid., vol. 31, 1." sem. 1911). In tutti questi lavori il teorema di Goursat viene

esteso ed approf'ondito, sia in quanto si generalizza la natura dei dati iniziali, sia in quanto

si sosUtuiscono alle condizioni esposte per le curve y, e 72 net nostro enunciato altre con-

dizioni che nel caso che 7, e y, abbiano un punto a comune indudono quelle da noi poste,

sia inline in (pianto si dotermina con maggioro cura 11 camijo in cui e possibile diniostrare

I'esislcnza.

Rimandiamo a questi lavori per lali shulii clu' i|ui non ci intercssano.

La sola cosa che ci importa giustilicare e una lieve dilTcrenza die con)|iare tra il nostro

e renunciato del Goursat: il Goursat enuncia il teorema come noi alibiamo I'atlo pin sopra

solo nel caso che si tratli di funzioni analitiche, nel caso ilw si tratii di lunzioni di va

riaiiili reali aggiunge I'ipotcsi die le curve 7, ('70 non sepaiiiio b' raralti'iislidie. La ragione



aUe derivale parziaU del secondo ordlne.

E (la notare che quesl'iiltiina coiKlizioiic c"' pure necessarin ariiinlir il IciMcina

(li csisteiiza sia vem.

II) L'equazionc c le fiiuzioni di cui si trcdta sia no rc{jol<(ri (tiKilUiche.

Si imuHujitti che con i(ii coiirciiieidc cambiamento delle variabili iiidipendenli

e dclld fiinzione incofjuUa le condizioni iniziaU sicDio ridoUe (cuinc, senipre h

possihile so y, e y., iioii soiio ian<;enli iiol puiiLo di inconti-o 0} a chiedere

che la funzione si ainnilli suijli assi, ed ahbia anche derivafe prime e seconde

nuUe nslVoriginc. Sia allom rr<inazioiie ridolfa nella forma (*)

A{xijz p q r l.)r + s + B(xyzpq r t) t = f [x. y z p q). (3)

Esisle nua ed una sola soliizione anaUfica del prohleina j)iirclie

I

A (( ) () 0) P> (0 0) < -,- '
• ( i)

Confrontiamo i due eiuiiiciati precedeiili. 11 camijo fuiizioiialc in cui si

applica il primo e assai piu ainpio del cainpo funzionale in cui si applica

il secondo. Anclie la condizioue iiiiposta in (juesto ultimo enuuciato v di gran

lunga pill restrittiva di quella imposta nel primo: poiche con un cambiamento

di variabili si puo ve<lere che il supporre in modulo ='=--
I il birapporto delle

tangenti a y, e y, e delle direzioni caiaUeristiche neU'elemento iiiiziale equi-

di cio devesi ricercare uel fatto die per il Goursat in questo caso y, e y, soiio due curve die

escono dal ininio 0, o piii preeisamente soiio duo secjiuenti di curvn che lianiio an estrenio co-

muite nel pmito 0: meiitre noi abbiaino ricbiesto fhe 7, e y^ si tagliuo in 0, cioe a dire siano

due senmeuti di ciirva che haiiiio il punto come punto interno camune. Come si vede, questo

secondo niodo di iuteiidere ristabilisce un perfetto parallelisnio tra il caso reale ed il caso

analitico. Per lutte queste osservazioni vedi la seconda delle citate Memorie del Picone.

(*) Perche alia equazione si possa attribuire la forma (3) occorrera che le direzioni ca-

ratteristiche nell' elemoulo iniziale (0000000) nou siano ue coincidenti Ira loro e colla dire-

zione di uuo degli assi, ne formino colle direzioni degli assi un birapporto upruale a — 1.

(**) E questo teorema un caso particolare di un teorenia assai generate del Riquier: Sur

I'existence dans certains systemes dijfereuticls des inte(jrales repondant d des conditions ini-

tiales donnees (Annates de I'licole Normale Sup., 190i). Questo lavoro e riprodotto nel Cap. X

del volume Les systemes d'equations aux derivees partielles (Gauthier Vitlars, 1910), cfr. s[ie-

cialmente 11 n. 169. Altra dimostrazione assai simile in sostauza a quella del Riquier, ma

esposta sotto forma assai nitida ed elegante, diede it Goursat nella Nota Sur un theoreme

d'cxistence (Bulletin de la Socirlr Matht'niati(|ue de France, 190()1.
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vale al supporre, collo iiotazioiii del secoudo (Miiiiicialo. clif iinii sia

A (0 ( 1 0) £ (0 6 0) reale e ^ ^ ***.
(5)

Iiivece reniinciato II) si riferisce ad una classe di equazioni assai piu

anipia die iiou reiiunciato I).

Resia quiiidi aperta anclie dal puiito di vista delle fiinzioni aiialiliclie

la questione di portare lo studio dell'ecjuazioiie generale (1) quale in sostanza

e studiata neireruiiiciato II), alio stesso punlo di coinpiutezza che quello del-

I'equazioiie (2); e cio mi pare di lanlo piu importaate in quanto clie i me-

todi usati per I'equazione (5) nou valgono al^'atto per la (I); e d'altra i)arte

il trattare a fondo il caso deU'eijuazione (1) puo iiidurre qualche speranza

di poter portare anclie qualche maggiore precisione neU'enuuciato generale

del RiQUiEK di cui, come si disse, II) non e die un caso particolare (**).

Dal punto di vista poi delle funzioni di varialjili reali resta da esaminare

se e quando il teorema di esistenza e vero per equazioni di tipo diverse

dalle (2).

I due priini paragrafi di questo lavoro sono dedicati per I'appunto a sta-

bilire che la sola coudizione richiesta per la risolubilita del prohlema, nel

caso che (1) sia a caratteiistiche distinte, e quella die compare neU'enun-

ciato I).

(*) L'intinia ragione per cui il inetodo di Riquier-Gouhsat porta alia coiulizioiiR (4) in-

vece che alia (5), sta nel faUo ctie esso consisle esseiizialmeiite, come pone in luce it

GouRSAT, nello sviluppare la sotuzione cercata di (3) in serie di potenze del paranictro

A ^ yl (0000000) U (0000000). Ammesso quiiuli vero, come mostreremo net presente lavoro, clie

la coudizione di risolutoilita sia la (5), si comprende come il Goursat ed il Riquier non rie-

scano a provare il leorenia che nell'ipotesi (4), poiche il cerchio
I

^
1 < , e reatmente il cer-

cliio di converf^enza delta loi'o serie di potenze,

(**) II teorema del Riquier enuncia che un sistema di ecjuazioni, soddisfacente a certe con-

dizioni motto generali che non e (|ui il caso di descrivere, e sempre integrabile con certi tipi di

condizioni inizlali, purche i dati iniziali soddisfacciano a certe disuguaglianze, Seponiamo mente

al caso particolare di tale teorema da noi esposto nel testo vediamo che un carattere delle

disuguaglianze del Riquikr e di escludere un insiemo di dati iniziali dipendente da tanii pa-

ramelri qufuiti sono quelli da cui dipcnde I'insiemc dei dali per cui il pi-olilema e risolu-

l)ile: talche non si puo dire die in (jenernle esista la soluzioiu>, II sostitnire la <lisugua-

glianza (I) colla condizione (.5) fa si che I'insieme escluso venga a dipendere da \n\ numero

di p.iraineliM niinore di ([ueilo da cui dipende I'insieme accettato. Efaspernre die ([ualeosa

di .iiinlogo possii dirsi del teorema generale del Rioi'iEn.
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i2. Ilo i^ifi acccniiato flie il Oouksat (*) foiida la (liinoslrazioiu; del

I'allo clic una cui-va di clciiicnli di ':2." ordiiic cai-aUf^ristica sciiiplice pfM- I'o-

(liia/.iiinc (I) a|)|iaiii('iic ad iidiiiilc sii|iciiici(' solii/joiii di (1) appiiido sopi'a

il tcorema pi'cccdcidc; ci^'li (osliaiiscc dajipiiina una siipcrlicic sdliizioiic di |||

la (piale conlen<;'a la curva sostt'i^tio dclla cuiva di elciiiciiti caraltcrislica (**),

(mI iiiraltra curva arbitiaiia, c diinosti-a poi die gli eleiuenti di ±" online

dclla superficip liiuf^'o la piinia curva cdincidouo cogli eleiiiculi dclla caral-

tcrislica. Talc dinioslraziiMic il (>(U iisa']' hipm pulexa fare die ncl caso dcllc

ecjuazioni aualiliclie, poiclic il Icoi-ema gencralc di esisteiizu maucava ael caso

non analitico. Nel S "' '<> ;ip|)lico il teorcina diinostrato uei paragrafi pre-

ccdcnti a|)puul() a coinplclare dai puuto di vista dclle t'unzioui di variahili

roali la Icoria dcllc cai'atlcristiclie. Se associaiiio (picslo i-isullato colla pos-

sibilila di risolvei-c il pi-ol»lciiia di (Iaicuv (piando la curva di ciciiicnii ini-

ziale uou sia luia cai-alleristica, da lue diiuosliala allrove (***), pc/Ssianio'^Cosi

couchiudere che anohe dal puido di vida delle funzioiii di variabili rcali tulle

e sole le curve di elementi che possono essere curve di contntto di dne super-

ficie soliizioiii di un'ciiud-ione (1) a carcdieristiche sempUci, soiio le sue cdrul-

terisfiche (****).

3. In lutto (juauto precede noii ho mai [larlalo del caso delle e([uazioui

paraboliclie perelie ncssuu risullato io coiiosco apparleneule a (juesto oi'dine

di idee e relalivo ad esse. Dedico il § IV, che costituira la ])arte secouda di

questo lavoro, a studiare queslo caso. Vi moslro come, alio stesso niodo che

per il probleiua di Cauchv, couveuga distinguere una particolare classe Ira

(jueste equazioni ; classe gia studiata da Goursat e poi da E. von Weber (%),

(*) Goursat, Lemons sur Vintegratiou des equations da second ordre. Vol. I, pag. 18i

e ss. Vol. II, pag. 303 e ss.

(**) Se una caratteristiea e data dalle equazioni x^x{r), y^yir), 3= z(r), p= p(r),

q^q (t), )• = )• (t), .s = .« (t), t ^^ t (t), dico curva sosterjno di essa la curva x = x (t), y = y (t),

(***) Sid prohlema di Cauchy per le equazioni a cnratteristiche reali e distinte. Reiidicoiiti

delta R. Accademia dei Lincei, serie S.'^, vol. XVI, 1." sem. 1908, pag. 330-339.

(****) La donianda cui cosi si risponde era gia stata posta piu volte. V^edi a questo pro-

positi le osservazioni contenute nella Nota I (pag. 34'3-53) del volume di Hadamard: Lemons

sur la propagation des ondes, etc.

(*^) GounsAT, Sur une classe d'equations, etc. Acta MatlK^inatica, vol. 19, pag. ;285-340'.

Le(;ons sur les eq. du second ordre, vol. I, pag. 205 e ss., vol. II, pag. 161 e ss. ; E. vox AVeber,

Sur les equations au.c dcrirees ftartielles du second ordre, etc. Comptes Rendus. vol. 12i (1897,
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i

per cui ie caratleristiclie dipendnno <la 7 costauli arljilrarie. Per le equazioni

di questa classe il })iol)lema e risolubile pufclie nessiina delle due curve sia

tangeute alia direzioue delle caratteristiclie iiel lorn puiitu di iiicoiitio.

Luugo e dd"tlcile mi sarebi)e stato invece resamiuaie conipiutaiiicnte il

problenia per il caso generale delle equazioni paraboliclie. SuU'esenipio del-

I'equazione del calore ho stabilito die il pr()l)leiiia uou ammelte in generale

soluzione dal puuto di vista delle lunzioni di variabili reali : ma nou m'e

riusrito di vedere pieiiameide se nel caso aualiliCo invece il pi-ol)lenia sia

risolubile o no — fatta astrazione naluralmente dal caso che uua delle due

curve toccbi la caratterislica iiell'origine : aliora il pioblema e certamente in

generale irresolubile.

4. I ragionanienli die seguouo valgono (|uan(lo esistono le derivale

degli ordini che via via si richiedera. E pero facile vedere che, se le fniizioni

da cui si parte sono analitiche e le condizioni ad esse relative sono verillcate

in un campo complesso, tulte le deduzioni successive valgono ])ure nel campo

complesso e le funzioni cui si giunge inline sono ancora analitiche. I'ertaiilo

si puo condurie la dimostrazione senza mai dislinguere i due casi. Tale os-

servazione sara nel seguito costantemente sottintesa.

PARTE PRIMA

8 I.

in (|ueslo ])aragi-aro noi ci occuperemo di tre problemi prclimiiiaii su cui

si foiidano i ragionanienli del § H-

1. Frobleriui I. Siano a {x),
'I'

(x), fa (x) funzioni iinitc c conlinue per

•f^^i'^, f' possibile deterininare una funzione ]i{x) tale die

/' (.r) - a (

X

) /M V (.»))= ? {x) '^
( 1

)

piijl, 1215; OoriiSAT, Remarque stir ime Note rccoife de M. Whber, ii)i(l., \y,v^. 1294. Vcdi anclie

per il sigiiilicato die iiella, tcoria generale (telle eciuazioiii liaiiiio le carallerisliche doppie del

tipo di quelle apparteneiili a (piesta classe di ei|iia/ioni la iiiia Memoiia ('uralteristiche mul-

tiple II problema di Cauchv. .Ariiiali di Mateiiiatica, vol. .Wl, dclla s(>rie .'!.", pa^'. l()l-202.
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E facile vodere die, se si su|)|)()iie die per \x\<^x sia

\a{x)<\i (a?) \^q,\x\ con g, < 1 (2)„

. ,
. \'^ix)\^\x\, d),

se iiioltre si su|)|)oiie

\<f{x)\<M\x\' con < ^ I
, ?. (0) = 0, (2),

la soluzione di (I) esiste senipie.

Infjitti si costriiiscano le fiinzioni

7j„ (x) = 9 (ic), //., (x) = a (x) h„ {'I {x}),..., h- (x) = a (x) /;,_, (<j; (x)),...; (0)

esse esistono tutte per
[

a^
[

< z, ^razie a (3),,; ed irioltre soddisfatinn per (5)«

e (2)„ alle disugLiagiianze

I

h, (x)
I

< 1/ 1 « r, I

It, (x) \<q,M\x\',...,
i

/?, («) 1 < ry; M \x\',. ... (4)

00

La serie i; Jh{x) converge tluiKjue unifoiinemente ed assolulainente per

\x\<Z^; essa rappresenta (luiudi una funzione h {x) soluzi(jne di (1)

oo

h{x)= V
]i,^ (X). (5)

(I

E per (4) soddisfera alia disuguaglianza

\^^i^)\<r^\^\'- (6)

2. Unicita della soluzione. Dalla disuguaglianza (6) segue in particolare

die la h{x) cosi trovata soddisfa neH'origine alia condizione di Lipsghitz. E
facile vedere clie, se si siippoue « (0) -

; 1, essa e Tunica soluzione di (1) clie

soddisfaccia alia condizione di Lipsghitz nell'origine. Invero se due tali so-

luzioni esistessero, la loro differenza sarebbe una funzione H(x), per cui esiste

un numero y. tale che
|

H{x) — B (0) < y.
;

a?
|

, e die inoltre e soluzione del-

I'equazione

H (x) - a (x) H {'^ (x)) = 0. (7)

Ma per essere a (0) -|^ 1 da (7) segue, facendovi a; = 0, 77(O)=0: onde

si avra
\H{x)\<y.\x\. (8)

2
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Ma posto

^,{x) = x, '|.Ox;) = J/M, 6,(x) = 'hi^,(x)),..., <|/,(a;) = 'i('J',-i (»)),••., (9)

si ha, insienie con (7),

H{x) =
oiide per (8)

Ma per (;2)„ e

U,a{-h.{x)) Hi'l,,:, (X)),

H (X)
,
< fA J'„+, (£c) n, a (]/, ix)) (10)

a{'h_,(x))'h.[x}i^q, i^l-,., ix)\.

oode (la (10) segue

H (x) < y. :
a- (J.,, (X)) (f„+, (.r)) "n, a (i, («))

f'- <i.

^ y- '/;

«—

a

i„ (x) II, « (J>, (a?;)
i

= y- g, !

« (i,-. (dJ)) "i,, (m)
i

n, f(. (A, (x))

V„_, (a-) II, fM'i, (.«-•))

^ y. y7
i

a;
I

•

Esseiulo y, < 1 segue |i/(a?)i = c. v. d.

11 caso a (0) = 1 e realineute uu caso eccezionale i)oicli(' noii e difficile

vedere die in tale ipolesi esistono realniente soluzioni di (1) le quali assu-

iiioiu) ueH'origine uii vaiore prefissato arbitrario, e soiio quiiidi diverse dalla

soluzione (p) clie aeH'origiiie e nulla.

."]. Sua derivahilita. E da nolare die la condizione t'oiidamentale (2)„

relativa ad a{x) e ^{x), risulta senz'altro soddistalta se si su|)poiie die esista

la derivala di i {*) e die si abbia

\a{x)'h'{x)\^q,<L (!!)„

Se si suppoiie inolire die andie a (x) e o (x) abbia no le ilerivalc e die sia

I

a {x)
\
<. Ill, {[[]„

|?'(a;)!<p(|a;|) (11),

dove f{\x\) e una runzionc posiliva non decrescente di [x", e Facile.yedere

die andie la t'linzinnc li (x) costruita sopra annndlc la derivala prima. Si



nlle derivatc parziaU del .scc(»kIo ofdiim.

osservi iiilalli cIh; dcrivaudo le (o) (! tenciuio coiilo cli (t), (11) si lia

I

/(.'„ («) |< p (
j 03

1
),

I

h\ {x)\<:mM\x\'-{-q,^{\x\),...

1

h\ (*)
1

< i m q\-' M\x\' + q',f{\x\),...;

oo

oiidc segue die la serie ^ /;', (*•) converge tiriildiineini'iile pei- 'x\<^y.; e la

sua soiiima ia|»|ireseiita quiiuli la ilei'ivala di (."j). Si lia anzi precisameiile

1til I

(15)

4. SuUe soluzioui di itn'equazione lineare alle derivate parziaU. Sulla

lisoluzioiie del probleiiia preeedente si fonda la risoluzioiie degli altii die

tosLo andreuio a disculere. Ma prima di pailare di essi vogiiamo raiiiineulare

alcune proprieta delle soluzioni delle equazioni del tipo

|_+ X(^y)|^ = /-(,.y). (13)

E iioto coine tali soluzioui si oltengano. Si supponga '>^(xi/) iinita e cou-

tinua insieme colle sue derivate prime per
|
»

|
+

| y |<; ^i ; si indiclii con

la soiuzione deU'equazione

7/ = e(a;r,)

dy
dx
= \{xy)

(14)

(15)

die per a? = da y = rr, sia •/) = ']/ (a? y) la fuuzione die si ottiene risol-

veudo (14) rapporto a r, e cioe la soiuzione di

ox ^ dy
(16)

die per a; = si riduce a y. La soiuzione generale di (18) e allora data, se

f(xy) e finita e coutinua ed ammelte le derivate prime, da

Hxy) = F(xy) + h{^{xy))
j

r /' 1 ^ ('')

Fixy}= /•(;, 0(;r,))rf;
\

dove /( {.v) indica una qualuiuiue fuuzione derivabile.
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Si supponga clie '^ {x y), f{xy) soddisfacciano alle disuguagliauze:

\f{xy)\<M,[\x\^\y\]'^ (/, ^ 0), (18)„

df
dx

df,

dy
<Jl/',[|a;! + |yj]''. {t\^0){%

l{xy)\^q,<:\,

[ I
dx dy

< »',

Si vede facilmente che nel campo
i

a?
!
+ ]?/!<;«, le funzioni <h{xy),

F(xy) lianno le derivate e soddisfanuo alle disuguaglianze seguenti:

1
\F(xy)\<k,j--^^]\I,[\x\ + \y\]'^+\ (19).

r dF
dx
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Per dedurit" diillc (I'.t) dcllc liiiiita/.ioiii per "((x;/y) coiivfu-ra coiioscd'e

delle limitazioiii jicr h (x); o cio diixMidora dalla iiatiiia dfllc coiidizioni ini-

ziali assegnate alia Ci-"^ [/) <^osi «e si cliiede die per x- = 0, iixy) si ridiica

cioe esiste ^ (xy) ed t-

e per (Ki)

d'j

I

H
8"

<^e>ih>[ ^e'"i''i = A-j

<
dv

< ?2 ^'2
;

(P)

(7)

queste disuguaglianze (^) e (y) sono le (19)rf. Inoltre si lia, posto

xi-r II)- W'ji^, 6 a r,)),n\

che z(a^2/) e la soluzione deU'equazione ?-" + >(«!/) ^— = ^ (»«/) che si an nulla per x= 0:

onde da (16) viene i>
(.»• i/j= — ^ (•»• !/)+ y; ma per (18)c e

I z (•«" y) l< ^2 1

•*'K
I

•'"
I

o"''*^

I + (as !/) I<
I

a; 1 +
I !/

1

che e (19)c. Per trovare (19)« e (19)6 si faccia anzitutto I'osservazione segueiite: per («) si

ha che ^ 1
1 «

I
+ I

^ (x /i) M > I —
r/a . ed anzi che tale derivata e sempre positiva per x> U,

negativapera;<0; sequindi si vuol calcolare I 1 1 .«
| + |

9(-« i)
I

(^'x si puo premiere come va-

riabile [i = \x\ + \$(xri)\, e, si avra I'integrale y i^^ -j—, — r ; per la disiigua-

glianza precedente sara quindi

Jo

fiT dy.

^^j|.l + l«(..>.)l'"'^

If", 1 1

Appllcando tali disuguaglianze si otlerra subito da (17), (18)a :

\F{:xij)\==\\\lf {x,${xr,))(}x\ 1^

(r+l) [-q,

+1

. f'T+l =

^M,
iq^ip(xy)

^M,
<. + ! i-9i, '+-»<">'i;;:;,r'.^iir^['"+"'r
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ad una fiinzioiie assegiiata o (v/) la quale soddisfaccia alle disuguaglianze

\^{y)\<M,\y\S im..

saia

<:, {x y) = F {x y) + <f
i'h (x y)),

e per (19),, (19), si avra

'Uxy)]<k,j-^3I,[\x\ + \y\Y'+^ + M,[\x\ + \y []':. (21).,

E se la o iy) ha la derivata e questa soddisfa ad una limitazioiie del

tipo

\f'(y)\<M\\yf^ (20),

si avra per (19),, (19), e (19),
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zione Ci-i' il) (livieiie iinii rimziniie "C (.r y,) tale clie li;i hi dcriv.-ila raiiporto ;h1 ic

d 'C

(e iioa eveatiialmenle (|iiclla ra|i|i()ii() a -/i) e soddista alia -a— = f(x^ (x-n)).
ox

Naliiralinonle in (jiicsto caso iioii valj^ono piu le ( 18),, e (20)^ e coi-rispondeii-

leinciitc noil valLjoin) piu Ic (

1

'.»),, e (ill),,
,
ma tulle le altre conclusion! riman-

^0110 imiimtate (*).

5. Problema II. (loiisidciiaiiio h; equazioni

d Xax+''<"^'^a/=/''<'^"^'
(23)

Yj sai)poniaiiio die nel campo
|

;>,•
|
+

| /y |
< a, le 'K,{xy), a,, (u? //), f,{xy),

f-,(^y) siaiH) iiiiile e continue colle loro derivate prime: supponiamo preci-

samente die sia :

[|X, (aj//)|, U, (.«•//)!
I
^g,<
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[\ro\{x)\, IfsHlXf. (I«l), (25).

I

a, (x) n., ill) I
< »i, con ml g., < I, (25),

[|a., (x)|, \a\{x}\, \a,ix)\, \a', {x} \]<m,

,

(25),

dove come nel n. o p, (
| a;

|
) iiidica una funzione finita positiva, non decre-

scente di |ic |; ed inoltre m, si suppone, come e legittimo, ^ 1. E supporremo

inoltre

f',(0)a, (0)^=1. (20)

Le (22) sono del tipo di (13) con cid solo die I'ufflcio di x ed y e, nella

seconda di esse, scambiato: noi cliiameremo, sempre tenendo conto di tale

scambio che occorre fare in quanto riguarda la seconda delle (22), 'j-, {x i/),

•li.,{xij), F,(xij), F.ixy) le funzioni die rispetto a queste equazioni hanno

I'ufficio di (j- (ic y) e F{x y) rispetto alia ( L3).

Con cic) le soluzioni cercate di (22) si otterranno cercando due funzioni

/(-, («), h., (x) derivabili e tali clie

a, {x) h, (•!, ix 0)) + h, (x) = (p, (x) - a, {x) F, {x 0) )

h, {x) + a, (x) h, (<j-2 (0 x)) = cp, {x) — a„ (x) F, (0 x), )

e ponendo poi

"C, {x y) = jP, (x y) + h, (J/, {x y))

(, (* y) = F, {X y) + K i'k-^ (« y))-

(27)

(28)

Eliminando dalle (27) una volta /(^ ed una volta /i, ,avremo per /;, ed/i„

le equazioni

h, (X) - a, {X) «, (i, (0 x)) h, (i, (•!, (0 X) 0)) = 93 (x)

(29)
/^,(a.)-«,(.^)a.(-j',(a?0))7i,(f.(0^,(a-0))) = 9,(.r) '

dove

cp, (x) = op, {x) - a, (x)
JF, (0 X) - ?. (•).,, (Ox))+ a. (^, (Oa;)) F, {^, (0 x) 0)

j

<p. (a;) = 9, (x) - a, {X) \f, (x 0) - 9, (i, (a- ())) + a, (-i, (a? 0)) i^, (0 ^, (0 a^))|

(30)

Vj\ e facile vedere die, se alle (29) si possono applicare i risultali dei

n. 1-3. talche esse aiuincttano una soluzionc fonnala da luia coppia di fun-

zioni finite e continue coUe loro derivate prim(>, tale soliizione sara per (26)
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totuliiuMite (lolonninala; ed inollre soddisCeni a (27)(*); onde (58) (lai;"i i-eal-

nieiite la soluziorie del prohloma prnposto, ed aiizi I'liiiica soluzionc di e.sso.

Non rirnaiie duiiqiie clic da esaiuitiarc! la possiltiiita di applic;are alle (ii'Jj

i risultati del n. I-J. Ora inlaiito da (M>), e (23) segue

onde

[l^-.Ca-y)!, \'h('-^'V)\]<\''^\+\y\,

(31)

e a fortiori sara (piiiidi

W'hi^AOx), 0)1, |;J.,(0, hi.rO))\]<\x].

Quests valijiono per (i29) quello die (il),, vale per (I).

Inoltre se cliiaii)ianio coii a^ il iiiinore dei nuiiieri /,, — ^ log (inl q.,) (**),

otterrenio die nel campo

\x\ + \y\<x,, (33)

e per (I9)„

poiche e k., = e"'^"'

d '^, (0 X)

dx \<ihk,'^ v/^

m. (34)

w,
\l q^

(*) Iiifatti se /(, (j') e h^ix) soddisfauiio a ("29), posto

«i (•») ''i (+. (« 0)) + h (Jf) - ?i {>) + «. (x) F^ {X 0) --= H, (x)

\ (x) + a^ {x) 1^ (J-, (0 X)) - y, (r) + a, (r) J-j (0 x) = Jf, (.r),

if, (x) e H^{x) hanno le derivate prime fmite e soddisf'aiino le equazioni

H, (X) - a, (x) a„ (i>, (x 0)) 7/, i^, (0, -p, (x 0)) =
H, (x) - (,2 (.<•) a, (-P, (0 x)) 7/, (^, (J-, (0 x), 0)) = 0.

Ora queste equazioni soiio della stessa forma die le (29) e qiiindi applicando ad esse i

risultati del n. 2 segue che ff, (x) = Jfj (x) = c. d. d.

(**) Si rammenti che per (©V e mlq^<^l e quiiidi log (»(? g^X 0, onde a^ resta uii lui-

mero positivo, come occorre perche si possa scrivere la (33).

3



16 E. E. Levi: Sopra un teorema di csislema per le equazioni

Quindi per le (25). e (34) si avrii

aAx)a,{'^,{^^))jr^(:^A'iA^'^h 0))

d
«,(«^)«.(^.('»o)) 1^.(^.(0, h^^m

(35)

die lengono per le (59) I'ufficio di (11)„ per (1).

Dalle (25),, e (34) segue analogameute:

A
dx

{a, (X) a, (f, (0 a?))) , — (a, {x) a, (i, {x 0)))
d

m.

e queste tengono per (29) I'lifficio di (11),, per (1).

Infine quanto ai secondi iiieml)ri di (29) si osservi clie per (30), (23),,

(25)„, (25),, (31), (32), (19), e

[ I

o, {X)
I, 1

o, {x)
I ]< A'. ^^^Z^Y J/a

I

X |':<+i
(30),,

1

dove coine nel numero ]>recedente si pone ^i = -j >• 1 : queste sono per

le (29) le analoghe delle (2), per (I). Esistera quindi la soluzione di (30) e sod-

disfera alle disiignaglianze

[ 1
h, (X)

I, I

K ix)
I
] < /;? (1 -f- ^3)= j-]-^ M,

I

X 1'.+'.
(37).,

Supponiamo a., <;l; cio e sempre legittimo. Allora si vede subito die

dalle (25)t, (19)^ con (34), (25),, segue die 'fs (*"), <p4 (:^') hanno andie le deri-

vate piiiiie e die queste soddisfanno alle disuguaglianze

[\'^'Jx)\, \'^'Jx)\]<k,M,,\x\'-'+

m, k. A'.; K Y^^ M\\x f^+» + K p, ( I .f
I ) ]

(>50)„

dove /e,, e /i, sono due costanti dipendenii da ^... , ni.,, ))r, soKanlo, e precisa-

inente ricordando die m.^ > 1 si puo porre

A. = 1 + m,^ , A-, ^ iH , (A-. + 1 ) ( 1 + m, k,).
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Qiiesla si pun lilcncrc conic raiialof^a di (II),. per Ic ("il»), (|iiiii(li si de-

duce cite esistoiio li\(x) cd h'.,{x), e die per (12) si ha

[\h'Ax)\, |//,(,r)|]< ttn
^'^'

li\ (I +;»;,)-• + /«, A-.,

lit.,

M.,
I
X |'> +

(:i7)„

+ m, h hi k] ^7-pj- ^f.
I

X !'•=+' + ft, /£,?,(
I

a?
I

Portiamo quests fuuzioiii li iiclle (2(S), avicnio per (21),, e(2l),, die le "C, (x y),

'(,„{xy) soddisfaniio a limitazioiii della forma

[ I r ,
( .r v/ ) I , \lA.xy)\]<K ^TTT ^iA\^\ + \y\\

':,+'
(38),.
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avreino die alia (38),, si puo sostiluiie la

I

2^
Idse

^21
dy

dl.

d X #!]

<k.)^M,[\x\ + \y\ ]'3 +^±-^M'..\\ x\ + \y\ ]'-3+' j •
)

(38)'.

OssEUVAZioNE II. Esseiido come si e notato {m^, A-,, k,, ft,, ki]~:>\, il nu-

mero k^ die supera i iiunieri (39) e (39)' e pure maggiore di 1, di &, + 1,

/t.> rVj ^ til,, tin
I
— ^2 *

Ae segue le (19),, e (19),, si possouo sostituire colle

1
F{xy)\< k,p^ M,[\x\+\y\ ]'+', (19)',.

IK
dx

||'|]<A-,jj/,[|*| + |v/|]'.+ ^-^il/'J|a.| + |y|P+'j. (19)',

E similmente (51),,, (21),, si puo sostituire, ova si supjiouga M.,

t„ = t^-\- 1, colle

1
M,

1
',+1

r di
dx
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forni;i ("JS),,; e solo si dovi-eltlje inlei-pretare I'affermazione c-he 'C, {x ij), "(.^ (x v)

soddislaiiiio all(3 cquaziotii {^1% iiel suiiso gia spicgalo iicH'ossei'vazione Falta

alia line del n. 4.

6. Prohlema 111. (li occorre no! soguito una goncralizzazioiic del i)ro-

bleina II. Si abbia un sistenia di ecjuazioni del tipo

\^ + X,- (xy) g-^ = ^^ c,j (x ij) 'C,j {X ij) + /. {x y)

1^ + X, (* y) 1^ = £. c,j {x y) •(, {X y) + f, (.^ V)

|~ + >^. (* y) 14 = ^''- "^j (^ y) ^.' <* ^
' + f' <* 2/) (* = -^

ox y 1

(40)

dove supponiamo clie nel canipo
|
«

I +
| y |

<< »•, le lj{xy), fj{xy), Cj^{xy)

siano finite e continue colle lore derivate prime: ed anzi die siano soddi-

sfatte le limitazioni seguenti

y.j {xy)\^ q, < 1

r sh
L dx
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I
a, (a?) fT, (ij)\< in., con iik g, < I (43),,

[l«i(«)l, \<i'Ax)\, \aAJC)\,
I
«',(«)

I

]<')«, (43),,

[I ?,(«)!, \l\{.i')\]<m, (i = 3... «). (43).

Per non complicare alcune disuguaglianze clie seguono supporreiiio die

sia Mt ^ M", ^ M\ : tale ipotesi e seinpre legittiaia, poiche bastera, ove iiou

fosse soddisfatta, ingrandire il/", e M\ .

Infiiie supporreino che si abbia la disuguagiianza

o, (0) a, (0) =1= 1. (44)

Per risolvere que.sto problenia procederenio per approssimazioni succes-

sive: deteriniiiereiiio jtercio sueces.sivaniente le soluzioni dei sistenii

fe +^^ = A(^'.)

j

^ + ..^ = /;(.,)

'

(45)„

\

||. + ,.^ = ;-(,,) (; = 3...u) ;

T^ +''-'Ti = f '- '^'-' - f"-' ^' ^^ ^
^^^^'

cho soddisfaniio alle condizioni iniziali

a, (x) "Co (« 0) + 'Co {js 0) = 9. (ck)

^,„(Occ) + rt,(a^)"C,„(Oa;) = 9,(j5) [ (46)o

'C, (0*) = 9, i^-) (i=3... )0

o., (ic) („ [X 0) + ?:„ {x 0) = V,
;,, [x) (,,_, (a; 0) = cp„ {x)

;i

?:„(()^) + a, (a;)"C,(Oa;) =
'C, (()«) = (i = 3... n).

(46).
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I^a (IclcnniiKizione di (luosli varii sisUsiiii di I'liiizioni consta (l(;lla liso-

liizione del piohlema di Cauchy per (|iiaiit() ripuarda le '(„, della risoluzioiie

di uii |)i()i)l('ma del lipo del |H()i)leina [I |)ci- ([iiaulo liguarda la determina-

zionc delle "(,,, '(,.,,: e per le limitazioiii (41), (43), (44) e cliiaro die almeno

per (piaido si riferisce ai coenicieiiU dei primi membri delie (45), (US) a tiitti

questi sistenii si possono applicare le coiisiderazioni dei nuincii precedeiili:

onde occorrera soltanlo mostiare die andie i terniiiii noli dcllc (45), (46)
00

soddisfaniK) alle condizioiii iinposte iiel n. 5, e die le serie V, "(„ sono coii-
ij

vergeiili <; rappresenlaiiu veraineiile le cercate sokizioui di (40), (4:2).

Ci liiniteremo a cousiderare il cainpo

(i-7)
I
«

I + k'/ 1< y-.

dove «.; e il niiiiore dei umiieri I, a;, -^
—- log (m: g.>).

Ill (|iiesto caiiipo per le forinole (;!8)„, (oS),,, {^li)',„ (21)',, (jiag. 17-I,S),

avreiiio subito, rammeiilaiido die Jl/j^il/''^,

d.x dy

U=\...n)

< & ,
I

il/, + i¥
' , [ I

*
I
+ I // 1 ] + 3/ " ' < (4S)„

<h\'iM\^-M',[\x\ + \y\]

Poiieiulo quiiidi

/,•, = m, no III, ()(. — 2)),

avremo, ricordando die in (47) «,> < 1

I

/,, \<k,. A-, M,[\x\ + \y\]<hk, il/,

\^,i\<k,h,M,\x\

(49)

a/",,
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Da quesle disuguagliaiize di luiovo per (38),,, {-iS),,, {^2l)'„, (21)',, avremo

\-CjA<k.ki2f,i\->a\ + \y\]
{j=[... n)

j

(48).

dx
I

fy

(i = 1 . . . n)

Ma accanto a queste, clie valgono per tutti i valori di j, confornie all'os-

servazione II del numero piecedente, se ne possono dedurre altre piu re-

strittive per le "(,, con I S: 3, poiclie tali funzioni non soiio die le F, del n. 4

relative alia i-esima delle (45), e ad esse si possono quindi applicare le for-

mule (19)',,, (19)',, (pag. 18). Si avra quindi, iisufruendo della prima disugua-

glianza nella prima delle (50),, della seconda disiiguaglianza nella terza

delle (50),, e rammentando ohe Mt:^M'\^M\,

r,.i< J KKM4\x\ + \y\y

( j = 3 . . . n)

<Kkl[\x\ + \!j\]^^ M, + 3 M\ + M\
j

<
< 5 A-,, klM\[\x\ + \y\ ].

dx

(48)',

Ricordiamo clie 9,., e composta solo mediante le d con t^3; dedur-

remo dalle (48), e (48)',

:

\fj,\<klklM,[\x\ + \y\]

1

(50),

^,,\<^klk:3I,\x\'

< 10 kl kr M\

?',. \<klkl\x\
j^l

il/, + -^ ^I')j < 6 K kl M\ \x\<

<[OklM^M\\x\.

Partendo tia quesle forinule (50), si deducono agevolmente |)er via ri



(die lieri vale parz'utU del necomlo ordine. n

l/:,v..,| <^ KKM,[\x\-\-\!i\X

I?.,-.-, < j^rj-j^KK^-^IAxr

dx



24 E. E. Levi: Sopra im teorema di esistensa per le equazioni

Invero le (48),, seguoiio dalle (50),, mediante le (88)„ e (38)\ e (21)',,,

(21)"j; dalle (48),, seguono le (50),,+,; e da queste (50)2,_f,,, considerando nella

prima e terza foi'mola la secoiula disuguagliaiiza, seguono di nuovo per (38),,,

(38);, (21)'„, (21)",, le (48),,+,; uientre le (48)',,+, seguono dalla prima disu-

guaglianza della prima e terza formula di (50),,+, mediante le formule (19)'„,

(19)',,. Ed inline, ricordando die le 9,,2„f„ sono formate mediante le sole

"C„2,+, con i>2 dalle (48),,+,, (48)',,+, seguono per le /;•,,„+„ ?j.-2(.+i, formule

pienamente analoghe alle (50),, in cui solo r sia nuitato in r+ 1. Siccome

ora le (50),, coincidono colle (50), per r = 1, segue die le formule (50) (48)

sono vere qualunque sia r.

Le formule (48) bastano evidentemente a dimoslrare la couvergenza uni-

oo

forme ed assoluta delle serie v
'C„ (.i\v) <^' 'lelle s.erie delle loro derivate in

tutto il eampo (47) in cui esse sono state dimostrate valide: le loro somme

Cl.r^) rappresentaiio ({uindi una soluzioue del prolilema proposto. Si hanno

inoilre per queste soluzioni le disuguaglianze

I "C,
(^ //)

j
< A-, ( 1 + k, k,) M, [e^m\^'~+\!i'\ — 1] <
< ft, J/, [ I

a?
1 + 1 y I ]

d'Cj dl,

d X du
<!;,M\ + KM\{\x\ + \y\^

(51)

dove ft,, ft„ ft, sono nnmeri clie, come k^ e ft^, dipenderanno soltmUo dai

niimori r/,, ni,. m... nt.,. ni,. n: si puo. lifordando die
[ |

a?
|
+ | ,;/

1
] < 1, porre

ft, = ^(l + /^«A,)e^Ws ft. : k, (2+ 7 ft,, ft,)

;

ft, = ft ' [7 + 9 ft„ ft, + 4 ft^ ft; + 4 ft;! kQ e"'"""-^ 4- 1 + 2 ft, ft '
.

Seguendi) uii nolo modo di ragionare gli stessi procedimenti die ora ci

hanno permesso di dimoslrare la convergenza delle successive approssima-

zioiii d dimostrerebbero die non esisle altra soluzioue del problema proposto.

OssEHVAZioNE. Auche qui e opportuno notare che, ove si togliessero le

ipotesi (41),,, (43)^, (43), cd andie la, (i-l), [hw (|uant() rignaida le
d.v dy

si potreblie ancora coslruire io funzioni "C,, successive; i)cro jicr esse non sa-

rebbe sicura I'esistenza delle derivate, ma si saprebbe die soddisfanno alle

equazioni (42) nd senso spiegato alia line dd n. 4 e neU'osservazidiit' I [I dd
n. 5. Varrebbe pern la prima di lutlc le disngua,ulianz(' (4S),. le due prime
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(li tiiltc li! (lisii^ii;iL;liair/,(' (")()); oiidi' s('<,niirel)l)(' iincorii die Ic scri<' ^ C, soiio

conver^eiiti iissolutanieiitc ed imifui-iiicmciile in (47) e le loro .soiniiu' sdil-

ilisfaimo alia prima dellc (51) e, seiiiprc nel senso spiogato alia line del n. i-,

alle equazioni (iO) e (4'2).

§ n.

1. Kimnckitu del problenia. Jpoteni. Sia rcciuazione

F{x y z I) q r s f) =0 (I)

e se ne cerrlii la solnzione die sn due curve Yi e v., die si inconlrano in

un piinto si liduca a fun/Joni assegnate, die in prendano lo ste^so va-

lore (*). Tali condizioni detefininano iiisienie con (1) i valori di p, q, r, «, t

in 0: od in altri teiiiiini determinant releiiieiilo di secondo ordine nel panto

delta superficie da costruirsi : e (jiiindi aiidie in particolare le direzioni delle

caratteristidie delta superficie nel punto 0. Supporrenio die tali direzioni

siano distinte. Ci proponiamo di mostrare die se it liirapporto delle direzioni

delle caratteristidie e delle direzioni di y, e y,, in e in modulo = \, il

probleraa di costruire detta superficie e certo lisolutiile in un intorno suf-

ficieiitemente piccolo del punto 0, e die la soluzioiie e unica.

Ammetteremo die nel campo di valori di xyzpqrst die consideriamo

la F(x y z pqr st) abbia le derivate dei primi (piattro ordini finite e continue

;

ammetteremo inoltre die le funzioni die delerminano le curve y, e y, ed i

valori di z su di esse ahliiano le derivate dei ])iinii sei ordini finite e con-

tinue (**). Si vede facilmente col calcolo etfettivo die, mediante i dati iniziali,

la equazione (1). e le equazioni die se ne deducono facendone le derivate totali

dei primi 4 ordini rapporto a x od a y, tenendo conto die il birajiporto delle

tangenti in a y, e ya e delle direzioni caratteristidie e =|= 1 (***), si pos-

(*"l GeometricainiMite: la superficie soluzione che passa per due curve gobbe assegnate le

quali passano per uno stesso puiito.

(**) Le restrizioni imposte da queste condizioni si possono certo ridurre di qualctie cosa,

pero una tale discussione ci porterebbe a troppe lunghezze.

(***) Per eseguire un tale calcolo e sufficiente sapere che detto birapporto non sia radice

seconda, terza, (|uarta o quinta delTunita.
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soiio Irovare i valoii die debbono assumere in le derivate dei priaii G or-

dini della funzione z richiesta.

Cio poslo, con un conveniente cambiameato delle variabili e della fun-

zione incognita possiamo, secondo nietodi noli, fare in modo clie y, e y^ coin-

cidano cogli assi, e che si chieda che la soluzione si annulli sugli assi, che

il suo elemento corrispondente all'origine sia I'eleniento

X = y = z =^ p = q = r ^= s == t = 0;

ed anzi che pure le derivate terze e tjuarte della z siano nulle neH'origine.

Se rappresentianio ancora con x y z le luiove variabili e la nuova inco-

gnita, con (1) I'equazione cui deve soddisfare la z, cio equivarra a supporre

die per
x = y = z =p=q^r = s^t^O (2)

la funzione F e le sue derivate parziali prime e seconde rapporto a x ed y si

annullino. Grazie al fatto die le eqiiazioni di y, e y^ amniettono le derivate

dei primi (5 ordini, pei- F varranno ancora le ipotesi fatte da principio: per

precisarle maggiorniente noi supporremo che nel caiiipo

[kl, l.'/l, 1^1, IpI, |g|, \r\, \s\, \f\]<y. (3)

esistano le derivate dei primi 4 ordini di F e siano linite e continue.

5. Conllmiazione. Indidierenio con /"'"' il valore die una funzione

f{xyzpqrst) prende nell'elemento {%.

Abbiamo supposto die il birapporto delle tangenti alle caratteristiche e

degli assi in (2) sia in modulo -' 1 : scambiando eventualmeiite le due ca-

ratteristiche possiamo supporre die sia << t. Ma tale birapporto e dato dal

rapporto delle due radici l^{xy zpqr s t), l.,{xy zpqr st) dell'equazione

|z.._|f:.+":^o.
(4)or s at ^ '

Supporremo (|uiiidi V^^ <.l. Dico di piu che, facendo al piti un conve-

niente cainliiamcnlo di variabili x ed y, si puo supporre |?t'*|"<I, |?2'"|]>1-

Invero se cosi gia iion fosse basta porre

y.se
I

;<« hh I ^f I H= no, X = ^\ IT \x, 2/' ==
I

-=2
I

se
I
IT

I
> 1

I ??M = 00, x' =
\ If \'x, y' = y.
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Sc (|iiitiili poiiiauio

A, (x II
z p q r s t) = It {x y z p q r s t)

\(xy zpqr st) -=
-r ,

tt \

sarariiio )v, e Xj funzioiii foiiiiate colle derivale prime di F, e (juiiidi linitc c

I'Oiiliiuie colle loro derivale dei pi'iiiii ti'e oidiiii (**) ; eidramlx; int'eriori in

modulo ad 1 nell'elemento (2) e quiiidi pure in uii iiitoino conveiiienle di esso.

Si noli ancora die dalle (5) segue I'identita

dove H{xyspqrst) e una fnnzione liiiita e continua insieme colle derivate

dei primi tre ordini (***).

Conehiudeiido potremo dunque porci nelle seguenti ipotesi

:

L'equazione
F(xyzpqrst) = (1)

(*) Ove fosse l2 = cx>, si poria ^g -^U.

(**) Si osservi che la derivata parziale di X, = ?, rapporto ad una qualunque m delle (|uan-

tita xuspqrst e data, per (4), da — ^^^" ^s
o ii '

'"'''^ '^ denoiiiiiiatore

di questa equazione e c3rto =1=0 iti (2) perche ?, iion e radice doppia, e il nunieratore e li-

mitato perche
| ?i K I : onde segue che le derivate parziali prime soiio certo finite nell'ele-

mento ('2) e quiiidi in un iiitoriio di esso. Analoganiente si ragiona per le derivate secoude

e terze di \ e per le derivate di >.,

.

(***) Devesi porre ff= w j.= 7fF~^~ ^^ *^'*' espressione di 11 risulta

che H e sempre finita e continua insieme colle sue derivate dei primi 3 ordini, fatta eccezione

al piCi per i punti in cui fosse ^ =^) oppure ^, "^"- I" *^li punti pero dall'identita (6)
<7»" t

medesima risulta che deve essere H= -^y od in altri termini che nella precedente espres-

sione devesi scegliere il segno — davanti al radicale: e poiche (4) ha radici seniplici, dove

Op Q p /) ft'

sia ^„— = oppure ^,^^ = sara ^— =1=0 onde ancora H sara flnito: e tali saranno pure
0^' at </

*'

le sue derivate.
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e tale die, se si prende a sufticieiiteiiieiile piccolo, iiel campo

[kl, lz/|. I~'l, \P\^ \<l\^ \>-\, \s\, |<|]^« (3)

sono soddisfatte le condizioni

:

\° F e finita e coiitiiiua insieine coUe sue derivate dei primi 4 ordiiii.

2.° F si annulla insierae colle derivate parziali dei primi due ordini

rapporto a x ed ij neU'eleraeuto (2).

3." Si ha identicaiiieute

dF ^„ dF r
,

dF_ 1 ,- . ,n - I. ic^

dove A, e X., sono fuuzioni linite e continue colle loro derivate dei primi tre

oi-diiii in (3) ed ivi soddisfanno una iimitazione delta forma

[]).,
I, U.|J-ri<l, (7)

e similmente // e tinita e continua insieme colle derivate dei ))rimi tre or-

dini in (3).

In queste condiziom mostrereiiio V esislenza di nna .soliizioiir di {[) indla

sitgli atisi e che amnieUe le. derivate dei primi cinque ordini.

3. Trasformaziom del problema. Considerianio 3 numeri >.., , 1^, 1^ di-

versi dai valori die ;, =>i prende uel campo (3) e in modulo minori di I :

supponiamo anzi, ingrandendo, ove occorra, il numero q, che sia in (3)

[l^.l, l>-l, \\A, |>^,|, lX,|]^fi<l; (8)

e sia III nn nnmero tale die le diiferenze 1^ — Xj, a, — ).,, 1, — X., 1, — X^,

)., — X- , Aj — A,, e A, A., — I, A,, 1., — 1, 1^ X. — 1, A;, X., — 1 non divengano mai

in modulo < j».

Uperiamo su 1) colle operazioni : l-T.^^—'^ ^- a, t^— • ^ h^s^s—' ex d y ox cy ox d y
g'+*' z

poneiido, come e I'uso, »,,. = -;;^—r—

—

-^- Otterremo che insieme con (I) deve
ox oy

essere soddi.sfatta recpiazione

A,.p,„ +.4, /^, + ^2^)3, + J,p,3 + j;p,,-f il,p„, = F, {xy zp,,po, .. .j>„J ('.»)

dove i-', e una fiinzione delle variabili da cui dipendt? finita e conlinua colle

sue derivate parziali prime, findie si resta nel campo (3) e le j»),.:,_,, i*,.,_, sono
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\\\uU); e Ic A„, J,, A.,, A.,, A,, A:, sono i'liiizioiii di x ij z p,„ . . . p,,., solliiiito,

Ic (jiiiili aininottoiio le derivate parKiali (hn primi :> ordiiii o soflflisf'auuo

per ((3) ridciilila

A„ e - A, > + A, X' - A., c; + AA-A,= ^

1 .r . w. r .,,r . ,,r , . ,- . .

(10)= -,,- (^ - ^'i) ("^. ^ — I ) (; - A,) (; - >,,) (; _ \,\.
II '

\

Vj si (lovia cercaic una soluzimic di (9) la (pialc soddisfaccia allc coiidiziotii

z{xO) = {), z{()x) = (), (11)

sia nulla colle sue derivate dei piiiiii lie ordini rieU'origiiie

(lJ,oL=o = (i>„,).r=n = • • = (p„Av=o = 0; (12)

ed inline soddisfaccia [)ure alle uguaglianze elie si olLeugono serivendo ad

esenipio clie le derivate lolali seconde di (1) rapporto ad x ed y/ si annuUano
sull'asse delle y. Queste ultinie coiidizioiii assunierannci la lornia

[Bo p,, + B, p,, + B, p,,],^o = [<>, {xi/zp,o... po.)]._,o \

[B„ p,, + B, p,, + B, p„l , = [e, {X uzp.o . . .- p,,%_^„ > (13)

[Bo iJ,, + B, i),3 + B, jJo,^,„ = [0, {x yzp.o--- Po,)].^o )

dove e,, ©o, &, sono (inantita formate colle derivate prime e seconde di F, die

ammettono ([uiiidi derivale dei primi due ordini finite e continue in (3) e sono
d F

nuUe neU'elemento (2), (12); ed e -6, = ^ , onde e identicameiite per (6):

Bo r - B, ; + B, = ^C^- ^i) (^. ;'-!)• (14)

Inversamente ogni soluzione di ('.)) die soddisfaccia a (llj, (12) e (13)

e una soluzione di (1) die si aiinuUa sugli assi (*).

(*) Invero se s e una soluzioiU' di (9), (II), (12), (13), portato il suo valore in F, si avra

e per (13) e ^-^J^ = ^^^^ = ^^-|^ = 0, ed inoltre iieirorigine ? {xy) e le sue derivate

prime e seconde sono per {\i) luiUe. Segue che e identicameiite f (0 y)= ^^ ^ = ^—?^—^ = ;

ed, essendo .^ + \ -^ („^ + >., . - L - + \ S y Cb ;/)= un'equazione lineare a coef-

ficienti costanti di terzo ordine che non ha I'asse delle y come caratteristica, si deduce che

identicamente e o (x y)= 0.
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4. Studio di HH sidenia ausiUare di eqnazioni. Risolvereino il proljlema

precedente reklivo alle eqnazioni (9), (11), (12), (13) col melodo delle succes-

sive ap|)iossiiiiazioiii.

Percio comincieremo collo studiare il caso in cui le fuiizioni A^ (t = 0. . .5)

B^{h = 0, 1, 2), F,, 0,, Wj, ©3, H souo tutte fuiizioni delle sole variabili iiuii-

pendenti x ed y: le iudiehereaio allora colle coirispondenli lettere miuuscole.

luoltre porremo

S, =p,„, 2., =Pm, ^3=J'>-M ^4=Pi3, Z,=Poi, (l-">)

e prenderemo questo come nuove incofjnite. Con cio ci ridurrenio a studiare

il sislema di eciuazioni

d z, d z.,

d z., _ djj^

dy
"" dx

dz, ^dz,
dif dx

dy dx

die dovrenio integrare colle condizioni iniziali

2, (£cO) = z,{Oy) =
K iy) z, (U y) + b, iy) z., {0 y) + b, {y) z, (0 y) = 0, (y)

b., iy) z, (0 y) + b,(y) z, (0 y) + b, (y) z, (0 y) = 0, {y)

b„ (//) -':, (0 //) + 6, iy) z, (0 y) + 6, {y) z, (0 y) = 0, {y).

Ed iuversamente quando sia deterniinato un sislema di soluzioni di queste

equazioai (IG), (17), per le uitime 4 eqnazioni (IG) esso constera delle deri-

vate quarte di una stessa fnnzione z\ onde, ponendo

C r, i
'.> /•'s x^ /"

z = \ dx,\ dx,\ dxJ z,{x,y)dx, + - \ z,{Oy,)dy,+
Jo Jo Jo Jo '^ J

+ ^| ^i/. I
'~»(^y-.)f/y. + a;| d yA 'd y,\~'z,{()y,)dy,+

J
(18

^ J .0 ^'0 .' .'0 \

{" /'"l r-'z ("3

+ <i .'/. (lyA (I vA !sAOyi)dy,
J n .'0 ./ ^'0

uvremo la soluzione cercata.

(17)

(16)
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Per risolvcro (Ki), (17) lissijimo meyiio Ic ipolcsi irl,iti\o ai coenicieiiti.

In analogia alle (10) e (14) sui)|)or'i'e)i)o cIh; sia

»« {xy) C" - «, {x y) I' 4^ «, ix y) c,' -^- a, {x y) c,' + a, («</); ^ a, {x y) ~ )

~h(h)^'~^' ^'"''^^ i^A^>j)l~^ a~h.) (;-V) (;-V) (*)
\

-^'^^

b„ (y) V - h, iy) I + h, (y) = -~^-^^ (; - a, ((),/)) (>, (0 .,/) ; - 1 ) (20)

dove It(xy), 'X.,{xy) soiio conviMiicnli fiiiizioiii, a,, "a,, >„, coslaiiti. .Siijjpor-

remo clie per

\^\ + \V\<''-,, (='•,< 1), (21)

1." le l,ixy), 1., {x y) al)l)iaii() le derivate {iiiite e continiic dci ])riiiii

due ordiiii e esistaiio uii miniero </, <; 1 ed uii in, tali clic
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4." la funzione h (x i/) abbia le derivate prime e esista iin nuinoro v,

tale clie

[i'*(«y)!,
dh
dx dy\

<v,. (53),

Facciamo un canibianieiito di funzioni iiicognite poneiido :

S, = — ^, "a; I, — (Ji >^. "C2 — </3 A,' "Cs — £'4 A^ "Ci + (J, >! ^5

2^3 = fjl ^' "C. 4- </» ^ "C2 + i/3 >'3 <^3 4- ^4 A4 "C4 + (J:
'A' "C5

24 = — i/> ^, "C, — (J. ^ "C2 — C/3 A3 "(3 — ^4 >^4 "C4 + f/r. 5^5 ^3

^3= I/. 'Cl 4-I//AfC. +</3"C3 +i/4'C. +£f3"C3

coil

9^-

[

v^ Or-
1

(55)

().,^,-l)(x,-}.3)().,->,)CA.-A,) ='^ (i->^a,)(i-xa3)(i-)aj(i—).,}.,)

1 1

(X3-/,)(V..-1)("A3-AJ(1,-X;) ^*~ (A,_A,)(>,>,-l)(^,-X3)(^,-A,)

1

0:.=
{-K—-K,}CK-X—l)(-K:-\)(K—A,)

(56)

Dalle (5.")) e facile ricavare risolvendo le "(,; precisaniente esse risulteranno

coiiibiiia/.ioni liiieaii delle s, con coefticienti foraiati con soiinne e prodotti

delle "/,
: potreiiio scrivere siinbolicaniente tali fornuile cosi

:

•(,=(>, ^- I) (S->3) (2-A.)(.-

C, = {z-l,) {Z~l,) (Z-1,){Z-

'C3 = (z — 1,) (1, z~l)(s— 1,) {z

C, = {z~l,) (l.^z~l)(z-\){z-

•C, = (^-X,) (1.^Z~[){Z--1,)(Z

A,)

>3)

•^4)

(27)

per passaro alle (>s|)ressi()iii etfeltive delle '(, devonsi sviiiipjtaie i prodotti e

poi sostituire a z'' le z,^_,.(r= (J, 1,..., 4).

Uicnrdaiido la (19). risiiltera subito clie le "C cos) deteriiiiiiat(^ soddisfaiiiio,
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;razi(> ;i (HI), ad un sislonia di (Hiuazioni dolla forma

l^ + h{xy)^ = }i {X ij) nxtj) + ij c„ {X y) I,

K a'C

Zy
~^ ^'' ^^ ^^ dx ^ ^' ^*' -^^ f(^y) + Sy Cv {xy) r

.

d X

d X

d X

1^ = ft {X y) f{xy) + i c, (x y) 'C,

oy 1

^^^h{xy)f{xy)+<\o,j{xy)l.j

d^ 5
.^ = ft (xy) f{xy) + Si Cy (x y) C,

oy 1

(28)

dove le c,y soiio fuiizioni formate con prodotti e somiiie dei coeflicieali di

(25), (27) e delle loro derivate jirime; e quindi, grazie alle (22), (23)„, (2G),

tutte inferiori insieme colle loro derivate prime ad un nuniero m., funzione

di g, , j», , m, soUanto :

d X
d c,j

I

dy I

< »h (29)„

E viceversa se si sostituisse in (28) I'effettiva espressione delle c,,, si ve-

drebbe die ogni soluzione di (28) da medianle (26) una soluzione di (l!»i.

Le condizioni iniziali (17) clie si lianno per le 0,. dilnno subito in modo

analogo, grazie alle (2(3) e alia identita (20), le seguenti condizioni iniziali

per le s.

>;(1 — X, A,J( 1 — A,\,)( 1 — A, A,,)

().,-X3)(-A,-X,)(X.— >,)
"C, (*-0)+ C (xO) = v. I(x)^^{x0)

3

(,(0*
;i_^a,)(i—xa,)(i— xa,) lAOX i{x)

J-—

(30)

dove

-C,(Ox)= ^Ax)

C(Oa;)= 9,(03)

UOx)=f,{x}

(p, (ic) = s„ (ic) 0, (x) + s,.„ (>c) 9^ (a?) + s,3 63 («) (31)

e dove ?, (x), a\, (a^) sono funzioni che sono ancora formate con prodotti e
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sonune dei coefficienti (26) delle fonimle (25) e delle funzioni 7r, X,, >^., \, ^^4, ^^^

e qiiindi tutte iiiferiori insieine coUe loro derivate prime ad uu numero di-

pendeiite solo da g,, »(,, m.,, v,; iiigrandendo, ove occorra, il numero ih, che

compare in (29)„ ma indicando con nu^ un numero funzione di (/,, <«,, »/„, v,

soltanto, potrenio scrivere

[\h{x)\, \lAx)\, \hix)\, \l\(x)\, \l\{x)\,
I

r, (as)
1 ] < i». (29).

[!s,,(x);,
i

s',, (ic)
I

] < m,

.

(29),

11 problema cosi posto per le (28), (30) non e che il proljlema III del

paragrafo precedenle; occorre quindi vedere se sono soddisfatle le disugua-

glianze la supposte.

Ora (22) e (29),, (29), tengono cjui il luogo di (41),,, (41),, (41),, (43). di

quel paragrafo.

laoltre da (31), (29),, (23), (24),,, (24),, segue

1
9, (x)

I

< m, jV,
I

a-
1

, I

cp', (x)
\
< m, M'\

uit essendo un numero dipendente solo, come ui^, da (/,, /u,, ;»,, v,: potrerao

supporre JHj ^ 1, w< ^ 2v, , ed allora ponendo ]\L_=mtM^, M'.,^=m^M\,

M".. = 'm,M'\ avrenio ricordando (24),,, (24),:

h{xy)f(x,i)\<^M,

cp, {x) \<iM,\x\

dihf)

dx
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IiiUiiilo evitloiileineute esse souo derivabili fd int'criori colic loio il(;riv;ite iid

uii luiiuero m, funzioue di q,, w,, ni., soUhiiLo:

[ I

r/, {X)
I, I

a, (,r)
|, |

a, {x)
\, \

a', (x)
\ ] < vi,

;
Oii)

questa disuguagliaiiza lia I'linicio di {'{''>),, iiiDlIre e

I

a, (0) a, (0)1 = [>.,' Ill .^0 ^ q: < I (35)

che lienc il liiogo di (44). Inline da (34) segue

I

a, {x) a, il/) \<\a, (0) a, (0) | -f in, [ U"
I
+

I y I i
+ ml \x\-\y\-

Se (luiudi cliiamiamo a, il iniiiore dei due numeri a, (-< I) e —;
-'-n-

'

i"i('«i+l)
otterreino per (35) die uel campo

l*l + Ul<«, , C^Q)

iu cui e certo |i»||yl<C[|a3| + |y|], si ha pure

\a,(x)a,(v)\<U ' (37)

la quale vale evidentemente la (43),..

Ne segue che uel canipo (30) soiio soddisfalte tutte le disiiguagliauze oc-

correnti per potoi' ajjplicare i risultati del § I: e quindi, chiamato a., il ini-

nore dei 3 numeri a,, --^-^y _ —_logg. nel campo

\x\ + \y\<o,, (38)

esiste una ed una sola soluzione delle equazioni ("28), (30) che in esso sod-

disl'a alle limitazioni

\l.\<k,M,[\x\ + \i,\] 1

[\rx\'
^\\<k^M",-,k.M'A\^\ + \u\]

)

dove k, e A-,, souo funzioni di 5,, j», , ni,, 111 ^, W:, soltanto, e cioe soltanio di

g,, w,, w.,, V,. E risaleudo per mezzo delle (^5) dalle (28), (30) alle (16), (17),

e di qui per le (15), (18) alle ecpiivalenti equazioni nell'incognita z, ricordando

sempre che i coefficieiiti di (25) souo limitati insieme coUe loro derivate prime

in funzioue dei numeri (/,, ;h,, j//,., noi conchiuderemo che, quaiido nelle etfua-
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zioiii (9), (11), (12), (13) si iminasjina die i coefficient! .4, B ed i termini noti

siano funzioni di a; ed (/ sollanto, e clie lo stesso sia per F,, e,, (>„, e^, e ciie

piii precisamente siano soddisfatte le disuguaglianze enunciate in principio di

questo nuniero si ha clie esiste una ed una sola solnzione z di fall equazioni;

e die per essa valgoiio le limiktsiorii

\z\<hM,[\x\ + \y\Y

[iP.ol, \lK.\[<f^:M,[\x\ + \y\y

ll'ul, \lhrA]<hM,[\x\ + \y\y[|i>=o|,

[IPsoI, \P-2 IP. m

[\P;o\, |P4. !, Po-.\]<h,]M'\+lM\[\x\ + \!j\]

fts essendo una fiuizione di (/, , in,, ni.,, v, soltauto.

OssEKVAZiONE. Coufomie a (luanto si e osservato in line ai n. 4, 5, 6 del

§ I possiamo iiotare qui die ove si trascurassero le ipotesi (24),, (24),, rela-

tive alle derivate prime tlella /' e delle 9 ed anclie la (22) per quanto riguarda

le derivate seconde delle a,, si otterrebbe aiicora tutto quanto precede, ma
le 'C non avrebbero piu uecessariaraente le derivate, e mancherebbe la se-

conda delle (39). Pero se per qnalunque altra via si sa die le C, liaiino le

derivate prime, si potra sempre risalire dalle C, alle z, e da questa alia z, per

cui quindi varranno le (40) toltane al piu rultima.

5. AppUcazione del melodo delle successive approssimazioni. L'applica-

zione alio studio dell'equazione priinitiva dei risultati precedent! si compie

ora seguendo il metodo delle successive approssimazioni per via affatto ana-

loga a quella da me gia seguita nel risolvere il problema di Gau(jhy(*).

(*) Cfr. la mia Nota gia citata: Sul problema di CAUCHYper le equazioni a caratteristiche

reali e cUsUnte. Rendicoiiti della R. Accademia dei Lincei, vol. XVII (1.° sem. 1909) (pag. 331-339).

Colgo I'occasione per correggere una svista incorsa nella redazioiie di essa. La disiiguaglianza

(25) di pag. 338 deve essere iiitrodotta a pag. 336. Per essa I'ultinia delle (1.5) si puo sosti-

tiiire con ||/>,,«o|- • U'..,om|I <'2x*„"*: ed alloi-a la seconda delle (KO diveiilM

\\dh\
I

d_U.
I

1 ^ .) J ijC) *

e rultima delle (17) dA in genei'ale
| ;)i.ii

stano giuslincali i calcoli successivi.

;'/,H— II

]
Vi.n,, ! <^ x.*. Con eic") re-
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CoinpleLcrenio pci'cin rciimicialo (icillc ipotcsi rormnlalc in iii'iiicipio del

u. 3 col suppoiTC clie iicl caiiipo

I k I, I y U ~M, I
/'n,

I
, • • • , I /'„.

I ] ^ ='-, [ I

/J,,.,-,
I, I i7,„_,

I
]< r/, (41)

oltre ad essere, come p;m si disse,

[|>, I, l>J, UJ, l>, I,
|A:,|]^^<1 (8)

[ ,

\ - Ij \,\\, K, - 1
I

] < in {i,j=l, 3, 4, 5) (42)

sia ;;. il massinio valore delle fiiii/,ii)iii ]i\, e,, 0.., A,,, /?,,, // e delle loro de-

rivatt! prime. Questa ipolesi ikmi e ciie I'espressione arialilica delle ipolesi l;^

e 3.'^ del n. 2. Ora, poiche a,, // soiio formate colle derivate prime di F, e

quiadi le derivate tolali prime e secoiide di queste fanzioui rapporto a x ed y
dipendouo solo dalle pa- con i+ A^4, noi potremo supporre [j. tale clie iiel

campo (41) sia

1

5 1,

I

ti X

<V >.

Sx'

a-' A,.

8x 8

y

<r A..

5 7/-

f^iC

5^
5//

<(^-

<F..

(42),

(4-"2).

Inoltre per Tipotesi %^ di tpiei iniiiiero h,, (-).,, o., si aiimdiaiio piM' valori

tiilti iiulli delle variabili da ciii dipendouo: conforme a cio noi jiotrenio Iro-

vare uii nuniero olA fuuzioiie di (a soltanlo tale clie nel camiHt (41) si ahhia

sempre

\F,\<M (43)

[ I

0, 1...0, .1 0. L..„] <
J-

J
il/

[ I y I + 1
s U„ + |p,„ U^o H h I P„, !.=.„]. (44)

E similmente osservando clie le derivate totali di i^, rapporto a x ed y,

s,—^' -jT-' ' sono funzioni liiieari non omogeiiee delle derivate di (luinto or-Sx 6y ° *

dine di z aventi per coetficieiiti derivate parziali di F^, esistera un M' di-

pendenle solo da [.'. tale clie nel campo (41), se

si abbia
[IP.nl, \lhi\, 1^32 I, IP-isI, \p,i\, \Po,\]<d, (45)

(46)
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Iiioltre per un'osservazione aiialoga osservando die le derivate tcjtali di

<"),, «>, <-)3 rapporto a ij soiio lineari nelle derivate quarte di 2, potremo sup-

porre M' tanto grande che iiel carapo (41) .sia

<M'. (47)

E ixilrenio supporre M^ M'.

Cio poslo, tioi determiiiereino una successiono di funzioiii z"'\ z'^', s'"',...,

. . niediaiite le equazioiii

Ar> (0^ y) vt + ^r" (^ y) pT,+ M-" (« y) pS +
+ At" (x y) i^l + ^r» (x y) pT, + Jr" U-' y)K = Fr" (a^ y)

s<"(.r0) = 5;">(0a;)=0

Br" (0 y) i/;,l (0 y) + Br" (0 i/) i>S (0 ^) + Br" (0 y) p</; (0 y) = «<'-> (0 y)

^r'' (0 y) Ptl (0 2/) + £r'* (0 ^) 1>!2 (0 y ) + Br" (0 //) pll (0 y) = er" (0 y)

Br" (0 y) pS (0 y) + B','-" (0 //) if> (0 (/) + B^ " (0 y) iC (0 y) = «r" (0 i/)

(48),

(49),

dove per brevita iiidichiamo coU'apice {t — 1) le funzioni che si ottengono da

quelle di ugual uoiiie del u. 3 sostituendo a z ed alle sue derivate i valori

di 3*''" e delle sue derivate. Porremo inoltre 2'°' = 0.

Dimostreremo successivamente: 1." che almeno in im campo sufficien-

temente piccolo attorno all'origiiie si possono determinare le s''', 2." che esse

convergono ad una funzione z soluzione di (9), (IJ), (1^), (13).

Ora intanto facendo in (48), (49) t= 1 avreuio un sistenia affatto ana-

logo a quello del uumero precedente in cui rntlicio delle quantita a,,^, ,Wi,

m.,, il/, , M\, M'\, V, e tenuto dai lunneri a, g, rz, m, 31, M', M', p.; quindi,

detto /»,, il numero che si ottiene da a, q, a, m come nel nuraero precedente

iH;, si otti(Mio da a,, r/,. ;», , >».,, avremo che nel campo

dove a' e il ininoi'e dei iiunieri 1, a,

\x\ + \y\<x'

1-g'

(50)

log 2 Iw,,(w„+l) 2fy.

\z'^>\<kM[\x\ + \y\Y, [\p\^l\, \pl:l\]<kM[\x\ + \y\Y,

\p^^<\<hM [\x\ + \y\]\ |K>_< \<kM\\x\+\y\Y,

|p{;U \<kM[\x\-\-\y\l I

p^.-.\<h{M'+ M'[\x\ + \y \ ] X^kM'
dove h e la stessa fun/.ionc di (/, [j.. di. (/, ciic h, di r/,, ;)^, ni.,, v,.

(51),
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Siij)poiiiaino di restringere il caiiiix) di valori cli x /; clif coiisidoi-iaiiio,

liiiiitandolo colla disugruat-liaiiza

I
«

1 + I Z/ 1< 0^"
(52)

dove y." ( il iiiiiiore dei iiumei-i
''''^VYJf v^ ed aiiclie, jxt una ranionc die

vedremo tosto, iniiKHC di
.

i 9 Z; a/ ' ' ^'"1*"' 'l<'ll'i •s'" '' <lt''lt' sue derivate

soddisfauno allora alle liniitazioni (41); ed anclie alia (45) ove si poiiga

d2 = 'ikM'; ne segue die, se sostiluiamo s"* nelle F, A^ B, oudc cal-

colare la z*"', avremo che il sisteiiia di equazioni (48), (49) in cui si taccia

< = 2 e del tipo di quello del n. 4 ove ruflicio dei Humeri «,, r/,, ;»,, m,,

J/,, M\, M",, V, e teimto da y.", q, ^j., m, N,, M'(l+^2k .1/'), il/', ;/. giiiiidi

per le «"" avremo le disuguagliauze

\z''^\<:kM[\x\-^\y\]^ [\p\'^l\pl;l\]<kM\\x\ + \y\]',
,

\P?J A<kM[\x\+\u\]\ iKL,|</eJl/[|*-| + |//ir,
I

\l>^i-A<kM[\x\ + \!j ], (51),

I i>S- . |< A-
j

iir + il/ ' ( 1 + 2 A: .1/
' ) [ I

a;
I
+ I y I ]

[

< -2 /i ?,/

'

]

dove per dedurre ['ultima disuguagliaiiza conviene rammeularc die

Cosi prosegueudo si vede in generale die si possono nel campo (52) de-

terminare tutte le z"\ e die e

\z<"\<kM\\x\ + \y\Y, [Ipl'll, lK|]<Ail/[|^| + |7/|]S \

\pZ-A<kMl\x\ + \ij\]\ \pfl_<\<k2I[\x\+\y\]\

|pi;U|</vi¥[|.r|+ y ], \
i'^U,

\p'!l-, i

<./c
j

M' + Jl/' (1 + 2 & i\/')
[ I

cc
1 + I y I ]

I

< ^2 fti¥'.

6. Contitmazlone : esisieuza delta, solnzione. Per mostrare poi che le s*'^

tendono ad una funzione limite z, basta osservare che posto -"'=s"+" — s<",

7tj-2 = o—r^—i = J'iJ.^"— /'it si lia che le t:'" sono soluzioni delle equazioni

Af «<S+ Af T.f, + ^f -« + Af^^ + AT Tt^ + ^f ;.« = ^« (a; y/) (54)

6
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:,<" {X 0) = 7v<" (0 cr) =

Bf (0 ij) -ll (0 y) + BT (0 y) nf, (0 y) + Bf (0 y) ::« (0 y) = ef (0 y)

Bf (0 y) -<? (0 y) + Bf (0 y) :.<'> (0 y) + i^<" (0 y) i^f, (0 y) = 0f (0 y)

£?' (0 y) ^t (0 y) + Bf (0 y) t:',;' (0 y) + iJ<" (0 y) 4'i (0 y) = 0« (0 y)

dove

F5" {X y) = i*^!" (^ y) - J-;'- ' (« y) + £ [^<'> (.c y)- .l'/" '> (x y)] pt ,,•

0j" (0 y) = 0f (0 i/)
- er " (0 y) + i [ BT (0 y) - Br'> (0 y)] p<'i.._,,,,_,

.

(55)

(56),

Le equazioni (54), (55) soiio della solita foriDa da noi studiata: auzi i

primi meiiibii aoii differiscotio dai ptimi membri di (48), (49): esaininiaino

i secoiidi membri. Ricordiamo che le derivate parziali di i^, , 0,, 02, ©3, ^,, B,.

sono tutte int'eriori a [i, ricordiamo inoltre le definizioiu di Ff, <-)f.
. .; avremo

\Ff {X y) - i*^r" (X y)| = I F, (x y zfiC • -Ki ~F,{xy .-<' '> //,'„->. . . //- >)
| ^

-y.[i^"-"i + i^ro-'>i + ---k.^'M]
^

,^p.[j:.<'-'j+i7:ro-"n---- !<"!]

lfi<"(0//)-5<'->(0//)|^,..[|7:('-"i + --, + i7.<4-"|J. j

*'' ^'

Cio posto osserviamo che e t^^"^ (xy) = z^" {x y): per 7:"" valgono duuque

le (51),:

Passiamo alle -'". Avremo da (56),, (57),, (5S),

|F<» {xy)\< 15 ^.hM[\x\ + \y\] + 72 y. k M' M[\x\ + \y\ f

I

Qj" (0 y) l< 1< > ."• A .1/
1 y |- + 24 ;/ k M'

\ y \
\

(Jride se iioi ci liiiiitiamo a coiisiderare il campo

\x\+\y\<x"' (59)

dove x'" e iiii iiiiiiu'io ^x" e tale die

/' 24 \
li> IJ.k i + - M' a'" a'" = T < 1,
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nvroinn in (59)

|7?"'(aJ2/)|<T^/, |e<')(Oy/)|<rM|?y|. (GO),

Ricordiaiiio che ;:'" = s'-' — a'" ainmette- certo le derivate quinte: pos-

siamo allora aitplicarc a -'"
i risultati del n. 4, toiieudo conto doll'osscrva-

ziotie finale di (jiiel iiiinicro: ed otterronio per (GO), clio, iiuUcando con k lo

stesso numero die precedentemeiite, si ha

|7.<"|</iTM[|ic| + |y|]; [|7.<;)|, K>i]</eTM[|«|4-|yir
j

\^%-<\<:hTM[\x\+\ij\]\ \^\'l-<\<liz M{\x\+ \y\Y (01),

i-i;ui</iTii/[|u?i + |^7i] )

nieiitre iioii polremo dedurre alouna utile di liniitazione per le \Ti%.i\ clie

pure, come dicemnio, esistono, perche nelle (GO), noii a!)biano dato limita-

zioni })er le derivate di i^"* e 0<".

Da (61), e (51)., dedurremo in virtu di (58) die nel campo (59) e

(60),
\Ff (xy)\<^[:il>.hz M\\x\ + \y\]+ n\,.hT M' M{\x\+ \y\Y<-r M

I 0f (0 </) |< ( 10 [./. kTM+ 24 p. ft T M - a'") \y\'<: -' i¥
I y \.

Onde seguira analogamente a (61),

1

:.'=' \<kT"-M[\x\ + \y\Y,... I <U \<k^"-M\\x\ + \y\]. (61),

Ed in generate cosi continuando si avra

\i^%-,\<k^'M\x\ + \y\Y, [\-Z-i\]<kT'M[\x\+\y\Y,
'"

(61),

Queste disuguaglianze ci permettoiio di att'erniare che le 2"' convergono

uniformeniente in (59) ad una t'unzione liniite 2, e che le derivate dei primi

4 ordini delle s'" convergono del pari uniformemente a delle funzioni liniiti

che saranno per cio stesso le derivate dei prinii 4 ordini di z. Onde seguira

che z soddisfa alle (11), (12), (13) e cioe alle

s (a; 0) = 2 (0 a;) =
ed alle

8 x- ;,^o yixly j,^'o \ Z tf j,^o
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Inollre si lia aucora uiiifonnemeute in

lim jw {x If)
= A, {xyzp,^... p,„) \

(63)
hm Ff(:xy) = F, {xi/zp,o P.,)- \

Noil si puu iiivece diinostrare pioprianieiite I'esistenica delle derivate

quinte di s; e quiiidi nou si diraostra che essa soddisfa a (9). Ma si vede

invece t'aciliiieiite che essa soddisfa a (I). Invero si lia uniforraemente in (59)

F{xyzp,„ . ..p,^ = lim F {x y z"> p';>

.

. . pj").
f=oo

D'altni parte per il modo in cui si dediisse la (9) sara

= £ AT (X y) p'-ti.i — Ff {x y).

Ma per le (51) si ha die le pi'ij^j sono sempre in modulo inferior! a 2 k il/';

onde per le (63) e (48) sara iiniformemente in (59)

lim fv AT (X y) pf_,^,
— Ff{x y)\ = lim fv ^</-') (*• y) pf_,, — 2^','-" (x y)\ = 0.

t= oo \ J (=00 \ U '

J

Ne segue die in (59) e uniformemente

''"1
(

/- + >^3 ^-\ (^ + >^. ^] IJ- +l.~]F{xy z"> . . . iJ<'.!) = 0;
t=-^\dx dyiydx dyl\dx o y] ^ ^ ^ '

'

onde si deduce die su F (x y z . . . p^.,) si puo operare con

[dx'^ 'dyJXdx'^ *dyj [dx'^ 'dy

e die il risultato e lo zei'o. Queslo iiisicme colle coudizioni (61) ci dice che z

soddisfa realmeiite alia (1).

OssEHVAzioNE. Uel resto si puo osservare die se pure la z non ha le de-

rivatc (|uinte, tultavia su di essa si puo operare con

i.l,.(x^.p.„...p„,)^Tg-r
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coiisideralo come iiii (ipcraloie uiiico in luodo uiialojJO a ijuaiito si vide nei

n. 4 del § I.

7. Unicitd delict solnzione. Lo stesso procedinieiilo di successive ajjpros-

simazioui clie ci ha scivilo a coslruire la I'uuzione z |)uo scrvire, come e ben

nolo, a provare che noii esiste ultra solnzione di (I) die soddisfaccia alle

condizioni iniziali da noi iinposte e die abhia le derivate dei |)iimi cinque

ordiiii iinite e continue; e (luindi soddisfaccia reaiinente al sistema (9), (11),

(lii), (13). Tale risultato non coslituisce pero il teorema di unicita perfettamente

corrispoiulente al teorema di esisteuza dimostrato sopra: poidie in (piesto

abbiamo solo provato che la z aminette le derivate quarte finite e coiitiinic.

Puo quindi non essere privo di interesse il seguente ragionaiiiento die

dimostra il teorema di unicita in ({ueste piu ample ipotesi.

Basta invero osservare che se oltre alia z esistesse un'altra soluzioiie z,

la quale avesse le derivate dei primi 4 ordini finite e continue, la funzione

ti^z — z, sarebbe una solnzione, nulla sugli assi, tinita e continua colle sue

derivate dei primi 4 ordini ddl'equazione lineare omogenea

^ -^

( (64)

+ e{xy)~-\-f{xy)u = 0;
]

dove le a{x y),. . . sono funzioiii che amiiu'tlono le derivate prime e seconde

finite e continue; e per cui si ha I'identita

a(xy)?.' — b{xy)l + c(xy)={c, —
i>.,

{x y)) (if., (xy)?.~l)

dove |Ai (xy) e [a., {x y) sono funzioni finite e continue colle loro derivate piime

e seconde, entrambe minori di I in uii campo attorno all'origine (*).

Baslera quindi provare I'unicita per I'equazione (64): e percio ci si po-

trebbe riferire ai risultati del Gouiisat e degli autori gia citati relativi al-

I'equazione (i2) dell'introduzione, discutendo la trasformazione di variabili che

porta (64) nella forma (2). Ma senza ricorrere a tale procedimento, si osservi

che procedendo in modo analogo a quanlo si fece al n. 4 di questo § II se

u e una solnzione di ((34) la quale abbia le derivate dei primi ilue ordini,

3 l-i f) It

posto M, = TT— ' n, = T^
— le funzioni u, ed « , avranno le derivate prime e

'- X d y

(*) Cfr. Hadamard, Lemons siir la propmjation <les oiuJes. pag. 352 e ss.
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saranno soluzioni di lui sistema rli equazioni della forma

" ('^ 2/) y-^ + & (* Z/) -^ + c (« U) Yy +

+ d (x y) u, + e {x ij) n., + f {x ij) h = U
j

i',r Ml d UL^ + Ho (0 ^) ,'

. II ;

colle condizioni iuiziali

H, (0 x) = ?f, (x 0) = 0. (66)

E cliiara Tanalogia del sistema delle (65), (6()) col sistema clie si deduce

da (9), (11), (H), (V.i) colle sostituzioni (15), (18); e come per quellosi e sopra

osservato potersi dimostrare il teorema di esistenza e quelle di unicita per

le soluzioni die ammettono le derivate prime, cosi cogli stessi procedimenti

in base ai risultati generali del § I si dimostra il teorema di unicita delle

soluzioni del sistema (65), (66) le quali ammettono le derivate prime. La I'un-

zione n non pud quindi differire da zero.

<S. Conclusioiie. — Possianio quindi concludere:

Data I'equasione

F{xyzpqrst}=(), (1)

se si suppone die F abbia le derivate dei primi 4 ordini rispetlo alle variabili

da cui dipende finite e continue, esiste nelVintorno dell'origine una ed una sola

solnzione di essa. che abbia le derivate dei primi 4 ordini e si annnUi sngli assi,

purche il birapporto delle direzioni delle caratleristiche deW equazione (1) nel-

I'elemento di superficie corrispondente aH'origine (il quale e pienamente deter-

minalo da (I) c dai ilali iniziali) e degli assi non sia in modulo eguale a 1 (*).

Se requazione e analitica; la solnzione lo e pure.

Con una trasformazione di variabili e di funzione incognita il precedente

teorema da luogo a quest'altro:

Data Vequazione

F{xyzpqrst) = 0, (I)

(*) Net caso reale I'io equivali' a tlire clu' le caratterislicht' e gli assi iioii si scparaiio

armoiiii'atiu'ntc.
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se tii fiiippoiic eke F abbia le derivate del prlini 4 ordiiii riapelto alle variu-

bili da ciii dipende finite e continue, esiste nell'intorno dell'origine una tsuper-

ficie soluzione di es:sa, che passi per due curve yobbe le quali kI incontrino senza

toccarsl in an pHuto delta retta x = y = 0, pnrclie it birapporto delle direzioni

delte tan(jeidi a tali curve gobbe e delle direzio)ii delle curve caralterintiche

dell' eqaazione (1) nelVelemento iniziale determiiiato da questi dati non sia in

modulo ugrnite all'iinitd. Si ainniette die le curve gobbe assegnate siano date

da equazioni i cui primi meinbri hanno le derivate dei primi 6 ordi)ii finite

e continue: la soluzione costrutta avra allora certamente le derivate del primi

4 ordlni finite e continue, e sard Vu)iica fuiizione die gode di tali proprletd.

Naturalmente e chiaro che la condizioiie relativa a I birapporto e real-

menie esseiizialc: una dimosti-azione di cio relativa al caso aiNililico, e data

dal GouKSAT nelle sue Meiiiorie, ed e evidetitemeiite di tale iiatura da appli-

carsi pure al caso delle funzioiii di variabili reali, aliiieno quatido si aniiiictta

per queste I'esistenza di un nuinero conveniente di derivate.

§ III.

1. La proprletd fondameidale delle caratteristiche senipllci. Si consideri

uu'equazione di secondo ordiue a caratteristiche distiute

F{xuzpqrst)^U (1)

ed una curva di elementi di secondo ordine caratteristica per essa; sia ad es.

:

</ = s = p = g = r = s = i = 0. (2)

Per diiiiostrare che essa appartiene ad infinite soluzioni di (1) il Gouhsat
ossei'va che, assegnata una fanzione A {y) arbitraria nulla per ^ = 0, esiste

pel teorenia del paragrafo precedente una soluzione di (1) la quale si riduce

a 'j- (y) per a? = 0, e a per v/ = 0; e verifica col calcolo eft'ettivo delle de-

rivate nel punto iniziale x=ij = {} che, se si suppone che la i (//) si annulla

coUe sue derivate dei primi due ordini per i/ = 0, delta soluzione contiene

tutta la caratteristica (2). Nel caso delle funzioni non analitiche e chiaro che

il calcolo effettivo delle derivate nel pimto iniziale non si puo in generale

fare, e che ove pure fosse possibile non liasterebbe a provare che la (5) ap-

partiene alia soluzione cercata.
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E pero semplicissimo indicare il ragiouaiiiento clie devesi sostituire al

ragionamenlo del Goursat. Per niaggior seiiiplicita si risolva la (1) rapporto

ad s : e sia

s = f(xyzpqrt) (3)

la nuova equazione: cio si puo sempre fare poiche si suppoiie che (3) e ca-

ratteristica di (I) e die le caratteristiche di (1) neU'eleiiienlo

sono distinte.

L'ii)otesi die (;2) sia caratteristica di (1) porta iuoltre die

n.OO...Ol^
''^'""--'" = ''^"'"-°> = 0. (4,

' ^
1^03 d t

^

Cio posto, sia duiique z = 'C,(x y) una fuiizione soluzione di (8) che abbia

le derivate dei primi tre ordiiii finite e continue, e tale die soddisfaccia alle

condizioai iniziali

r(,i.()) = 0, -(UU) = x.(O0) = p(00) = o-(00) = T(00)=0 (5)

dove colle lettere greche t:, x, p, c, ^ indicliiamo le derivate di "C aualoghe

a p, q, r, s, t. Voglianio dimostrare die sara identicaniente

T.{x'd) =
/,

(i» 0) = p (* 0) = .7 (ic 0) = T {x 0) = 0.

Ora da "( (a; 0) = segue intanto tt (£c 0) = p (a; 0) = 0. Si osservi ora

die dall'essere "C {x ii) soluzione di (3) e —„
^

- = ^„^ = >: (x y) ,

d(t(xii) d^ixy) , . ,
,

. .—^^—^ii =—^—^^— segue die si lianiio le equazioni
dy dx "^ ^

dx" dx d'C d- dx dydx df dx d^ dx

d X dy dX,^' .ots dx dx d p dx' d -^ d y

Poniamo - =<i(xy); sara p(M- le nostre ipotesi ^ (x ii) una funzione
dy

finita e continua neU'intorno deU'origiiie.

Poniamo
/_

(cc 0) = Xi (a;), "^ (^^) = ~i i,^)', rammontando die

C (030) == 77 (a;0) = p (xO) = —^~ = -^^ = 0,



(file (IcrivdU: parzhili del .sccoiiiJo ordliw. Tl

\(- rrlii/.ioni |n-(!C('(lciili (lixcii^ono, rMcciidovi y = (), (; Iciicinlo conlo Hi (
'(•)

d X
/•(,,•()()()/, Ott,) =0

d x" d /^ dx 3x dx dx (0)

(love anche nelle derivato di /' che stanno come coefflcienti delle ultimo due

(Miuazioni devesi i)oi-re v/

=
'C = :v = p = 0, /.

= /.,, t^t,. Tali e(iua/.ioni

cosLilui.scouo (|iiaiido sia iiola la riiiizioiie (.r 0) uii sislcnia di e{(uazioiii

dilTercnziali per t, e /,, regolai'e iieli'iiiLonio dei valori x^=/^=x^=0,

percbe grazie alle (4) il Jac-ol)iaiio delle (6) rapporto a -^ < -~^ > -^ per
d X dx- dx ^

aJ = Xi =T,=0 e uguale a 1: (luiiidi data la (j? 0) ed una coppia di valori

deiriutorno della ('op[)ia (U, 0), (juali valori iiiiziali di /, e -, per x = 0, le

/_! e -r, soiio pieuaiuente determiuate. Ma per le (4) qualuncpie sia 6(a5 0)

purche fiuitaj le fiiuzioni /, (a?) = 0, Tj (x) = sono soluzioui di (6) e quiudi

sono le sole soluzioui di (6) le quali si anuullino per x = (). Ne segue per (5)

die e necessariaiueide / (ir 0) = r (as 0) = e quindi pure o{xO) = 0.

La soluzione z = 'C,{xy) di (1) o (o) coutieue quiudi la caraitei'istica (2)

c. V. d.

2. — Da questo teoreuia si potrel)l)e alio stesso modo clie fa il Gouhsat

uella secouda delle Memorie citate degli Aniiales de la Factdte de Toulouse

coiupletare il teorema del paragrafo precedente, provaudo die uel caso delle

fuiizioui di variabili reali, se le due curve gobbe assegnate noii si iucrociauo

in ua puuto dell'asse delle s, ma bauuo come estrenio coimine senza i i

toccarsi esiste uua sola od iutiuite superficie soluzioni che coutengono queste

due curve a secouda che le direzioui delle tangenti ad esse nou separaiio o

se|)arano le direzioui delle cai-alteristidie.

Estratto dagli Annali di Matematica
Tonio XVni della Serie III, pag. 287 e seguenti.

T)po-i,iT. RRnKSCHiNi ni Tuhati e C
Milano, 19U.
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ANALYSE MATHEMATIQUK. — Stir les equations dijftrcnUcUes periodiques.

Note de M. Eigemo-Eua Levi.

M. Levi-Civita, dans un Memoirc parii dernierement dans les Annates de

rEcole Noi-mcde superieuir (1911, p. 39.5-375), a denioiiliV' Texislence d'un

inoyen mouvementdu no'ud lunaire : c'esl-a-dire, au point de vuc analy-

liquc, il a domontre iiu'elant donneo Trquation diflercnliollc a laquclle sa-

list'ait I'anoinalie dn nunid luiiain;', il y a un nonibre to tcl que, [)our toute

solution de cette equation, on pcul poser

(1) = Mt + t{i),

oil i{t) resle fini mcme pour t indefininient croissant. Jc me propose de de-

inontrer un theoreme qui contient celui de M. Levi-Civita commc cas par-

ticulier : Etant donnee une equalion differentielle de premier ordre

(.) ^-0(^,0,

oil est line fondion finie, continue., salisfaisant aux conditions de Lipsclulz.,

el periodique avrc la periode '\ par rapport a t, et -. par rapport a 0, toutes

ses so/litions onl la forme (i ).

Remarquons avant tout que :

1° SiO(/) est une solution de (j), il en est de memc do tonte fonction

()(t-i-kT) + k^z, k etX'i etant des entiers quelconques;

2° Si 6(/) et 0|(f) sont deux solutions de (2) telles que pour t= t, on

ait 0(/, ) = 0,(/, -\-kT) -!-X-,T (/• el k^ entiers), on aura toujours

5(0= S,(< + /.T) + A-,T.

V.n effet, en vertu de i", les deux niembres de cette egalite sont deux solu-

tions de (2) qui, pour / = /,, prennent la nieme valeur.

J'appelle solution quasiperiodique d'ordre X' (X: entier) de (i) toute solu-

tion qui croit de Nt, oil N est entier, lorsque I croit de X-T : une telle solu-

tion sera de la forme



(2)
ou <7(/) est periodique avec la periode /cT : elle aura done la forme (i).

Pour verifier qu'iine solution est quasiperiodique d'ordre A, il suffit,

d'apres 2°, de. verifier que, pour une valeur t, de /, on a

5(/,4-A-T)— e(/,)r=Nr.

Cela pose, designons par (){Q„,t) la solution de (2) pour laquelle on a

0(6o, o)=6o5 d'apres 2" il suffira de prouver que les solutions 0(0,), /)

pour o£6g<<T sont du type(i)..

Distinguons deux cas

:

iP II y a un entier k tel que (2) a une solution quasiperiodique d'ordre i\

Enchangeant, s'il le faut, en 6— y on peut toujours supposer qu'une telle

solution sotil 0(o,_/). Or,.en,veFtu,de 2.°^ on ne peut jamais avoir

si Ton n'apas Op =k, : : done, puisque 0(0„,/) — 0(o,<) est une fonction con-

tinue de Oj qui pour 0o ^ o est nuUe et qui pouro^Oo <r': ne passe jamais

par les valeurs T, ni — t, on aura'| 0(0o, /) — 6(0, t)\<^z..

Comme G-(o,<) est de la forme (3), on aura done pour of:f)o <^'z

(a) 9(0,, t)=z-,^t^G{t)+-rt{%. t)-.

oug(i) est periodique avec la periode AT et \''](^or-/}\<i i :.(4) a done

bieala fornije ( i ).

2<* Quel que soit A, il n'y. a pas de solution quasiperiodique d'ordre A.

Posonsalors

(5), 5(5,, A'T)-5„= N;,(6„,)- + £a(9,),.

\a(6o) etanl un entier et oS£i(0„) •< -:. La fonction Xa:(^o) peut etre dis-

continue seulement dans les points G„^ou £4 (G„) = o;. mais alors on au-

rait 0(0o, AT) = Na(G(,)t et la fonction 0(6o, /) serail quasiperiodique:

done on aura toujours o <C^k(^o)<^ '^1 ^^(^o) sera continue, NaC^o) sera une

eonstante K^._ Posons a,' (0„) = 0„ +- £a-(0„), <'(0„_) =. crj; [(7;-"(0„)] : on

•'"'•a 'K < <' (0„ ) < 0„ -i- T < 2^, 0„ < erf (0„)< (/ + 1 )t. Par (5) on aura

encore 0(e„, AT) = 0[a;' (0„), o] ^N^t; done, d'apres 2",

6.(e„. /) ^ 5-[crl,,"(-5oK t - -^-TJ + N,T=6[^'f{0„), i - /.iT] + tN,T.

En posant / — /AT, on en tire

ffil-'C^o) + N//.- = <'{0o) + «N/,.7, 1N„.T rr /N;,T + [ff^ (&„) - a,l'(5o)].



( 3)

Mais desinegalites auxquelles satisfont les a).", on deduit

done si nous remarquons que N/^ et N;;, sont des en tiers, on aura

(6) tNi<N*,.<«(Ni+i).

De meme

Done

c'est-a-dire

<N,,<A:(.N,-+i.), /cN,</(Na+i),.

A' i.~ i ~ k k

II y a done un norabre p tel que

(7)

On pent done eerire

(7) '""-7-=/', <F

on Ton delinit £( /) en posant,..pour ^X£/S(^4- i)T,,

£(0 = 9[al."(5rf), <- AT] 4- (N.^.- /y,)r + ^(AT- Oi

0(0o, f) aura done bien la forme (i) puisque, en appelant M le maximum'

de |0(e„,O|pour o<0„<2T,.o</<r, on a-par (7) |£(0|<M + t(i -\-p).

On peut meme remarquer que de I'inegalite (6) on tire N^"' S ''"'^

,

done la suite IN,, -7-j -tt' ••' -7

—

>
••• est croissante, et, comrae elle a

A* A' A'H

eneore pour Jimite p, on aura tou|ours pi^-r'

Nous terminons en. rcmiarquant, avec M. Levi-Civita (/oc. «7., p. 37 1),

qu'il y a peut-etrc dans ies formuies (7) une n-ouvelle methode pour le

caleul numeriquedu moyen mouvement du no3ud lunaire.

{Complex rendus, t. 153, p. 799, seance du 3o octobre 191 1.)

UAUlll'ill-VlLLARS, IMPRlUliUR-LIinRAinE DES COMPTK.S BENDUS DES SEANCES DE L'aCADEUIE DtS SUlhM-l.S.

/84o2 Pans. — Oiiai ties Grands-Augiislins, 56.
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Matematica — Serie di Taylor e funziom analitiche di piu

variahili. Nota del prof. Euoenio Elia Levi, preseutata dal Oor-

rispondente 0. Tedone.

1. E noto che per detinire le funzioni analitiche si pu5 a piacere par-

tite dalle condizioni di monogeneita uel campo complesso. o dalla consi-

derazione dalle serie di potenze. Per6 dal piinto di vista delle variabili reali

e deH'analisi inlinitesimale, parrebbe forse piii naturals riattaccarsi alio svi-

liippo in serie che si presenta negli elementi del calcolo: alio sviluppo in

serie di Taylor: appunto come faceva il Lagrange, che primo, se pure con

coscienza non perfettamente chiara delle limitazioni che inipoueva, determine

il concetto di fiinzione analitica. Ora, se per le funzioni di una variabile

serie di Taylor e !^erie di potenze souo la stessa eosa, per le funzioni di

pill variabili non e lo stesso: queste sono serie multiple, quelle sono serie

di polinomii omogenei ordinate per gradi crescenti : in una serie di potenze

si possono riordinare e aggruppare i termini in modo di ottenere una serie di

Taylor, ma rimane irresolnta la questione di sapere se in una serie di Taylor

convergente in un intorno dell'origine per valori reali delle variabili si pos-

sono spezzare i polinomii nei loro singoli addendi, ottenendo una serie mul-

tipla di potenze; cosi da accertare che essa rappresenti nell'intorno dell'origine

una funzione regolare analitica. II Dulac (') ha risposto affermativamente a

tale questione nell'ipotesi che la serie di Taylor converga uniformemente;

nella breve Nota che segue, mostrerd che si pud togliere questa restrizione.

Kisulleri cosi in generale che una serie di polinomii omogenei in v varia-

bili iCi , cco , ... x^ , ordinala per gradi crescenti, convergente in un campo

anclie arbitrariamente piccolo dello spazio in ctii sono coordinate le va-

riabili reali Xi , x^ , ... x-, . rappresenta una funsione regolare analitica

neW intorno dell'origine.

Kesta aperta la questione se, come nel caso di una sola variabile, tutti

i punti interni al detto campo di convergenza della serie. sono punti in cui

la funzione e regolare; non mi e riuscito di rispondere esaurienteraente a

questa domanda; qui dovro limitarmi a dimostrare che i punti interni al

campo di convergenza in cm eventualmente la funzione non e regolare

formano un insieme non denso in nessuna regione parsiale del campo

(') Dulac, Sur les siries de Maclaurm a. plusieurs varialjles. Acta Matheniatica,

Tol. 31 (1907), pp. 96-106. Sullo stesso argomento vedi pure P. Painleve, Sur le dive-

loppement des fonctions analytiques, etc. Comptes Kendus, vol. 121 (2° sera. 1899) pag. 92.
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Med'esimo. Mi pare che tale fatto renda assai probabile che anclie all'ulte-

riore domauda qui posta debb.iii rispondere atfei-mativamente : stabilendo

cosi iiaa perfetta aaalogia tra il caso di ima e qiiello di piii vanabili.

2. Lemma I ('). — Sia

n

(1) /(a;)= y amX"

un poliiiomio di grado ti in x , che per — 1 < a; <. 1 sia sempre in, va-

lore assoLuto muiore di M : si ha

('^ ;a„|<(,.+ i)M(^^]2'«.

Si ponga infatti x -— cos y : la fiinzione /"(cos y) = >_ «„ cos™ ^ sara

sempre in valore assohito inferiore a M per (p reale. E se noi I'esprimiamo

per coseni dei multipli interi di if , noi sappiamo clie essa assume la forma

n

y amCosff?^: ed allora i coetticienti a™ esseudo dati dalle formule

1 r-~
Urn ^— \

/'(cos y) cos mg> dg> ,

soddisfanno alia disuguaglianza

{>) |a„|<2M.

Bastera quindi al nostro scopo che cerchiamo di esprimere. gli «,„ per gli

Um- Ora si ha per una formula di Vieta (-)

cos m<p^2{—ir'^i "^ ~^~ ^

^
cos"-'-: <f .

2'"-^'-'
.

Quindi si deduce .

2r'^n-,n
''

\ .^ — 1 /

'

rnn 4- r — 1 \ , , / '« + /' — ^\~\

2m-

1

9m—

1

0^2r^S.n -m

/^ — ^
E quindi, chiamando j il massiuro intero couteiiuto in —-— ,

per

notissime formule relative ai coefficienti biaomiali e per (o), si ha

K") Qiiesto lemma iiii molta aii.ilo^'ia con uno di Diilac, loc. cit., pag. yti.

l") Cfr. ail es. Hagcn, Synopsis der hOheron Mathematik, Bd 1, pas. 109.
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dove per j = (i devesi intendeie ( \ = o. Si osservi ora
^ -^ \m-\- \'+ che

e

\ m }'^"\'m-\-\j \ m I w + 1 '

e che essendo w? + / <. ra + 2/ < « . evideiitemente e | i<| i^
\ »2 / \m)

m -\-2j -\- I ^n-\-l. Seguira allora dalla precedente disugiiaglianza la (2).

Qiiesto lemma si estende agevolmente ai polinomii in piii variabili,

ottenendo il

Lemma II. — Sia

(4) / ['X{ Xi ... Ol\) =^= ^ <^mi mi • niv
•''i

X„ •• X^

un polinomio in v variabili che per — 1 .^ a:; :^- 1 , resli sempre in va-

lore assoluto inferiore a M : si ha

(5) !««., m. ... m^\< (n +1)^1 ; ^ -—- 2'".-'"^*-*'"v
.

Basta ordinare il polinomio (4) secondo la variabile x,. ordinare i

coefficienti del polinomio in X\ cosi ottenuto secondo la variabile Xi, e

cosi via: ed applicare a questi polinomii ripetutamente il lemma I.

Ai due lemmi piecedenti aggiungiamo, per rendere piii agevole la lettura,

il seguente lemma della teoria degli insiemi di punti dovuto a Osgood (').

Lemma III. — Si abbia una successione Ei .E.,,... E„,... di aygregati

di punti di uno spasio di r dimensioni : sia E la somma degli E„. e cioe

I'aggregato dei puati che appartengono a qualche E„. Se E riempie un

campo C ad r dimensioni, esisle in C un campo C, paniale ael quale

e deaso almeno un E,.

Supponiamo invero die nessun E„ sia denso in un campo parziale di C;

El !sar^ non denso in C. quindi esiste in C un'ipersfera Si che non ha ne

bul contorno, ne all' interno nessun punto di E, ; a sua volta E2 non e denso

in Si , quindi esiste in Si un' ipersfera Ss che non ha ne all' interno. ne sul

contorno punti di Ej, ecc. Cosi proseguendo si costruisoe all' interno di C

una successione di ipersfere S, , Sj , ... S„ , ... contenute 1' una nell'altra, e

tali che ne all' interno ne sul contorno di S„ vi sono punti di E„. Esiste

un pu,nto P comune a tutte queste ipersfere : esso non appartiene a netsiin E„

e quindi neppiire a E, il che contradice all' ipotesi che E eontenga tutti i

punti di C.

Cj Osff 'od. Am. Juiiriial of Mathematics, vol. 19 (1897): Math. Amialeii, vol. 53

(1900). pag. 462. Osgood enniicia il teorenui iieiri|ioti'si, eviJenteiiiorto iiiesseiizialr,

che gli Ei coutengano ciascuno il iirecedente.
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3. Ci6 poilo, si abbia una serie di polinomii omogenei ordinata per

gradi crescenti, e supponiamo dapprima clie le variabili siano due sole:

X e I/: sin ^„ /"..(a'?/) = X.i ( Zm ""-»"» •^"~"' 2/"
I

la •'^erie assegnata. Se

poniamo a; = ^ cos « , // = q sen d avreino che essa si ^vib anclie scrivere

y „ /n(cos 6 , sen fl) e" ; e per la teoria della serie di potenze, se essa con-

verge in un puuto (a'„ i/t,)^ (p, 0^) converge in tutti i punti (x y) per cui

e ft = #„ e e e complesso con Ig|<CPo- In particolare converge su tutto il

segmento (a'o , ^o)—>{— 5^o , — ?/e) della retta che congiiinge {x^ i/o) coirori-

gine; questo fatto si pu6 anche enunciare dicendo che il campo di conver-

genza di una serie di polinomii omogenei e una steUa coa centra I'origine.

Supponiamo dunque che la serie conrerga su una curva del piano delle

xy reali, la quale nnn sia una retta per I'origine, ne un sistema di tali

rette ('); per I'osservazione teste fatta esistera un settore y di un cerchio di

centro lorigine e raggio r sufficienteraente piccolo, tale che in esso e nel

settore simmetrico rispetto all'origine, la serie converga. Concludendo potremo

dunque tissare Fipotesi che la serie converga per e| << r ,#„<.#<. «i

.

Si prenda arbitrariamente un numero i\<^r, e si indichi con M(«)

il massimo valore assoluto della somma della serie per !e|<^ri ,© = #;

M(^) e una fnnzione tinita (non sappiamo se limitata) di S per w„ < W <. 6,;

e per la teoria delle serie di potenze sara |/'„(cos 5 , sen «)| .< —^. Ora,

indichi i an intero, ed E, I'insieme del valori di 6 per cui M(fl) <.z: la

somma E degli insienii E, e I'intervallo {Oa,*^\), esiste quindi per il

lemma III un intervallo (Oj , 6-^) di [0^ ,0,) ed un i tale che Ej e denso in

{(^2,^3); cioe esiste in (*> , #3) un insieme denso di puiiti in cui M(fl)<.z,

e quindi

|/„(cos(* , sen «/)
I

<
-^T^ ,

' 1

od anche

(6) |^,((> cos 61
, p sen «)!<.?(—

I
.

Ma fn e un polinomio in cos e sen B, quindi e funzione continua

di 9; la disuguaglianza (0) si veritichera quindi in ogni punto dell' inter-

vallo («'j,#3).

(') E esseiiziale supporro che la curva iioii sia un sisteina di retto per Torigino:

poichfe, come osserva il Painleve uella uota citata, h facile costruire una serie di polinomii

omogenei convcrgente su un insieme di raggi per I'origine denso in ogni angolo, e non

convcrgentc in nessun intorno dell'origine.
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Pacciamo una rotazione di assi prendendo due niiove variabili x' y' per

modo che la retta y =\) sia una letta cd di arioiualia t inteina aU'aiigolo

(tfo , #:,) ; e anzi supponiamo. che indicando con p e 0' le auove coordinate

polari, sia — t :<#'<. t un angolo interno allangolo (#2,^3); baster^ preii-

dere per % il minore dei numeri / — H^ , n,, —t. Ogni polinomio fn{xy)

diviene un polinomio <fn{x' y) omogeneo ancora iielle variabili x' y di

It X

grado n: <f„(s' y') = y_^a'„-,„,„x'"-"' y'''"; la nuova serie J_„g>„{x'y') con-

vergei'k uegli stessi punti die la ^„ /'n(a:.(/); ed intine nell'angolo — t <.
'I

<. d' <- r ayremo per (G)

\q>n(Q cos H'
,
psenfl')! < /.iy^ .

Poniamo e = cotgT—-, : per Ifl'j^^i:, sar^ sempre |(>[<^ , e
cos o sen t

quindi pure

I
y„(p cos 6'

, Q sen «')
I

=
I

y^lcotg r , cotg r tg 0')
1

< « (
-^

) •

Ma quando 6>' varia tra — t e t , la quantita j = cotg r tg «' varia

tra — 1 el; applicando quindi il lemma I al polinomio di grado n in s

(p„(COtg T , 2) = '^ ^ a'„-m m COtg"""" t . S"

avremo

«»-«

(7)

(8)

\m/\risenT/ \/-, cost/

Ne segue che, qualunque siano x' e //', si ha:

yti' ..In-m ,.im\ ^

l_/'i COS r /', sen t_J

^ m "'n-m m •»'
i/

Quindi la serie assegnata e assolutauiente ed uniformemente convergente

in ogni campo chiuso interno al campo dei punti di coordinate x'y' reali

complesse, ma tali che

(9)
X- 2|y'|+

ri cos T r\ sen t
<1
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Ora per iin noto teorenia di Weierstiasij uua serie di funzioni regolari

analitiche uniformemente coDveigente in un canipo complesso ha per somma

una fnnzione analitica regolare nel campo stesso: nel nostro caso, essendo

^ nfnW y') una serie di polinoiuii nniforraemente convergente in (9), vi
n

rappresenta una funzione <I>(u',t/') o F(^ , ^) regolare analitica di x e y.

E siccome il campo (9) contiene un intorno deU'origine, concludiamo intanto

col prime degli ennnciati del n. 1. Anzi dalla precedente dimostrazione risulta

che non e neppure necessario supporre come ivi e detto che la serie di poli-

Domii omogenei converga in un campo del piano reale x , y, ma che basta

fare I'ipoiesi che la serie converga net punti di una ctirva continua di tale

piano che non sia una retla passante per I'origine, ne un sistema di tali

rette per concludere che essa rappresenta una funzione regolare analitica

nell'intorno deU'origine stessa.

Per ottenere il secondo degli enunciati del num. 1 osserviamo che il

campo (9) sul piano reale da una losanga che contiene tutti i punti interni

del segmento |jp' <^riCOsr della retta ra. Ora, fissata la retta m che si

vuole scegliere come asse delle x', si pu6 prendere r piccolo a piacere;

quindi fare r, cos r quanto si vuole prossimo ad r, : possiamo quindi dire

che tutti i punti di w per cui c <[ /'i sono punti in cui F{xy) e regolare

analitica. Ricordiamo ancora che nei precedenti ragionamenti /, e un nu-

mero arbitrario purche <C'% e m e una retta arbitraria di anomalia com-

presa fia flj e W3 . Risulta clie possiamo precisare il campo in cui la F{xy)

e analitica regolare col dire che, tissato arbitrariamente entro la stella di

convergenza di ^„/«(a?/) un settore circolare )': 0„ ^^0 ^.61 , e <C '% ed

un numero r'<^r, esistono in y dei settori y, di raggio r' tutti di punti

in cui la funzione rappresentata dalla serie e regolare analitica. In parti-

colare dunque I'aggrcgato dei raggi, su cui esistoao punti che distano dal

contorno della stella di convergenza piii di un numero « fissato (anche

arbitrariamente piccolo), e nei quali la somma della serie non e regolare

analitica, e non denso in nessun angolo. tj chiaro che questo fatto trae seco

quelle enunciate al n. 1 che I'aggregato dei punti interni alia stella di con-

vergenza, in cui la .somma della serie non e funzione regolare analitica, e

non denso in nessuna area interna alia stella; anzi impone a tale aggregate

una condizione anche piii restrittiva.

R chiaro che, tranne qualche iieve cambiamento nelle netazioni, il ra-

gionamento vale anche per il caso delle v variabili : basta iutrodurre le

coordinate polari relative alio spuzio a piii dimensioni, ed applicare il

lemma II in luogo del lemma I : all' ipotesi fatta che la serie converga su

una curva continua che non sia una retta per i'origine (0 un sistema di

tali rette) occorrera sestituire I'altra che la serie converga su una V,_, re-
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golare dello S., iu cui Xi Xi ... x\ sono variabili reali. che non sia ne uu

iperpiano per lorigine ne tin sisteina di tali iperpiani.

4. Al piecedente teorema si pii6 dare varie tonne, specialnieute pre-

seiitandolo coine un teorema della teoria delle serie.

Osserviamo invero clie il teorema di Weierstrass sii citato ci dice pure

che una serie di funzioni analiticlie unifoimemente convergente iu un campo

complesso si pu6 derivare termine a termine quante volte si vuole. Appli-

cando alia nostre serie tale teorema si vede subito che i coefficieuti dei

polinomii sono perfettamente determinati e coincidono coi noti coeflficienti

della serie di Taylor. Otterremo cosi:

1°). Ogai serie di polinomii omogenei ordinata 'per gradi cresceitti

in V variabili, conoergeate su una ipersuper/icie V,_, dello Sv in cui sono

coordinate le variabili reali a:, . x^ . ... x., — la quale non sia ne un iper-

piano per I'origiae ne un sistema di tali iperpi,ani — e la serie di Taylor

di una funzione analitica.

2°). Due tali serie non possono avere la slessa somma su una V.j_,

del lipo descrillo, senza essere identiche.

y°). Ogni tale serie — e quindi ogni serie di Taylor — si pud

integrare e derivare termine a (ermine quante volte si vuole in un inlorno

convenienle dell'origine.

E inline poiche ogni funzione analitica regolare nell'origine si sviluppa

in serie multipla di potenze

:

4"). Ogni tale serie converge uniformemente ed assolutamente in

un convenienle intorno dell'origine e continua a godere di tale proprieta

se si spessano i polinomii nei loro singoli termini.
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Matematica. — Sulle condizioni su/jieienti per il minimo

nel calcolo delle variazioni {Gli integrali in forma parametrica).

Nota III di EuGENio Elia Levi, presentata dal Socio L. Bianchi.

1. Nelle Note I e II (') ho date una dimostrazione della sufficienza

delle condizioni per il minimo degli integrali semplici posti sotto forma

non parametrica in ciii non faccio uso del concetto di campo. Nella presente

Nota ed in un'altra che seguir^ tratto della stessa questione per gli integrali

posti in forma parametrica; pur mantenendo lo stesso concetto direttivo, si

debbono perci6 introdurre nei ragionamenti non irrilevanti modificazioni di

dettaglio.

Si avrk dunque da trovare quando una curva, che passa per due punti

estremi assegnati Pi e Pj , rende minimo 1' integrale

(1) 1= \^'^xy;x'y')dt.

Supporremo pereid, secondo I'uso, F positivaraente omogenea di prime

grade rispetto a xy e di classe C"; con '^^[xy \x'y') ,'?t{xy\x'y') indi-

cheremo le funzioni che cosi si indicano ordinariamente e che sono formate

rispettivamente, colle derivate seconde e coUe seconde e terze di F; infine

indicheremo con M il massimo valore assoluto di F e delle sue deriyate

(') Questi Rendiconti, pag. 425 e pag. 466.
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dei primi 3 ordini, di F, e delle sue derivate prime, di Fs quando xy lesta

in un certo campo S^l, ed x'y sono tali che x'^ -\- y"' = \ (')•

Dimostreremo che. se la curva (i che riferiia all arco ha le equazioni

(2) x= x{s)
, y = y{s),

e priva di punti multipli, passa per i due punti P, ^ (xiyi) , Pi^ (Xiyt),

sta in c^, e un estremale per i' integrate (1), ed infine soddisfa alte con-

diiioni seguenti:

P) ¥,{ry;x'y')^ii>0
^f'l

I
^f 1

2°) &{xy ; xy ; x'y') > quando non sia 1 =

3*^) it punto x'ly'i coniugato su S di x^yi segue x^y^ ,

o

ta curva il da ad I it vatore minimo rispetto a tutte te curve che pas-

sano per P, e Pj e giacciono in un conveniente intorno di (£.

2. Ci occorre anzitutto indicare un modo conveniente di fissare il para-

metro sulle curve variate di guisa clie risulti comodo il confronto dei valori

di I per esse e per ti . Osserveremo anzitutto che dalle ipotesi fatte per (i

2M
il 3U0 massimo valore : sara x ^= (^). Avremo

segue che la curvatura di (S e finita: la indicheremo ecu k e chiameremo x

3 : sara x ^ r). Avremo

x^ \-y^=\;xx -\-yy =(i;
^^^

x" = — ky', y"= kx' ; \/x"' + y" = k

.

Indicheremo con P(s) il punto tS di parametro s , e conteremo I'arco a par-

o

tire Pi: sar^, indicando con ff la lunghezza di li , P(0) = P, , P(<r) = Pj.

Alle curve variate S imporremo di restare in quella parte cHi di 2*1

che soddisfa alia condizione che per ogni punto P di essa passa una ed una

sola norraale a IS : poiche IS non ha punti multipli per costruire 31, basta

staccare sulle normali a IS da entrambe le parti a partire da IS un seg-

mento <^ - . Presa poi una qualunque curva lA di cS.i passante per Pi e

(') Sono queste le notazioni e le ipotesi di cui fa uso il Bolza iiel suo tnvttato jjia

citato.

(") Invero I'equazione def;li estremali si puC) scrivere k = *'" —^^-^. Cfr. Bolza,

loc. cit., pag. 203, formula (23)(,.
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Pj , chiameremo / I'arco su di easa contato a partire da P, : o, coiiforme ad

ima osservazione giii fatta in una Nota precedente, supporremo senz'altro

clie, scritte le equazioni di IS nella forma

(4) x = x{t) , y = y{l),

queste funzioni siano di classe C". Indicheremo con P(^) il punto di (i di

parauaetro t ; sar^, indicando con ts la lunghezza di S, P(0) = Pi , P(t)= P,

.

Dalle ipotesi fatte sopra segue che per ogni punto V{t) di C£ potremo con-

durre una ed una sola normale a li : sia s{l) il valore del paranaetro s cor-

rispondente a tale normale. Fissato suUe normali a (i il verso positivo nel

modo usuale, indichiamo con oy{t) il segmento P(s(/)) P(0 preso col suo

segno: potremo scrirere le equazioni (4) nella forma

x = x{s[l)) + a.{t)y'{s{l))

(5) „ ((b(0)= ft)(T) = 0).

Avremo allora

x' = x's' + a.'y' + wy"s'= x' -{- X [(1 + /to.) s' — 1] + ii>'y'

,

y = ys — ft) x — wx s^^y -f- y [(1 -f- fCoa) s — 1 J — wx .

E poiche t e I'arco di 6 trarremo

(7) l=ft>'* + s'^(l + /tft))=,

onde in particolare

(8) |«'|<1 , |(1 + M«'I<1-

Indicando con r un' indeterminata, supporremo d'ora in poi |m| <.r.

Per quanto precede dovra intanto essere r <| - . Supporremo per semplicita

r <; 1 , r <; --
: segue intanto allora da (8)

:

(8)"*^ |s'|<2.

Ed il teorema da noi enunciato consisterk nel mostrare che si pu6 pren-

dere r tanto piccolo che le curve (5) per cui jft)| <.r diano ad I im valore

maggiore di quelle di (i

.

3. Prima di dimostrare il nostro teorema occorre ancora trovare una

conveniente espressione per la funzione i^ di Weierstrass. Serberemo le nota-

zioni del n". precedente : noteremo inoltre esplicitamente che ove compare

una funzione di s si deve immaginare in essa posto s= s{t).
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Si osservi che e

&{xy ; x'y ; x'y') = F(a;y ; x'y')- ^xy ; x'y') -
- (x' - x') ¥',,{xy ; x'y') - {y - y') r,,{xy ; S^'y') =

(9)

=
\ I

n,{xy ; x'y') (x'- x')* + 2r:,,,{xy ; x'y') {x'- x') +

+ F;'.(^y;x'y')(y-:yr| +

+
^^J. ^ (3)

K'^yAry ; ^'r) (^'- X )•• (y'- yl" ,

dove e F= x +^(»'— x') ,
y'= y + ^(y'— ^') con 0<.><1: sar^

quindi per le nostie ipotesi

2M
(10) \K'<y'^i^y^^'y)\<YZf^r+k^7'

*'^-
(^ + ^ = 3)

Sostituiamo a x' — x\ y' — y' i valori risultanti da (6), alle P",ii

,

^x'u' • ^u" l6 loro espressioni per P, : il gruppo dei termini di 2° grade

scritto fia parentesi in (9) si riduce a F ^(xy ; x y) w'' : mentre gli altri

termini costituiscono un polinomio di 3° grade in w', 1 — (1 + ^«) «'.

Ricordiamo ora che per (6) e (7) 1 — x'x' — y'y' tende a allora ed

allora soltanto che w' tende a zero e (1 -|- ka>) s' tende a 1 ; ricordiamo

ancora che (7) si pu5 scrivere

(11) o>'' = [!-(!+ ^<^) s'] [1 + (1 + few) s'] ;

Cj Infatti posto v' = x" + y", sara per (6) e (7) r^ = 1— 2»(1 - ») (1 — (1 + kio)s')

onde poiche *(1 — ,9) <. -
,

J' «'

Ora si osserri che, posto f = -7 , »/ = > abbiamo, poiche F ^ positivaraente omogenea

di primo grado rapporto a x'y',

ma f'4-'7* = l, quindi

\vZiy'k{^y'^V)\<'^.

onde

_f,r , -^,. ^ M ^ 2M
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segue allora da (9) che le ipotesi 1° e 2° del nostro teorema si possono

enunciare assieme dicendo che esistono due numeri positivi o e /ij tali che

quando xy dista da li rneno di (>, sia

,,^^ t^{xy;xy ,xy)_ _, , «,o,> „
(12) /_ (1+^-^)7 ^^' ' P.(^2';^V)>2^..

Supponemo d'oia in poi /".<(>.

Dividiamo i piinti di (i in due insiemi x «^ Xi ^ seconda che in essi

e s'^.0 oppiue /<[0: indiclieremo con x ^ Xi auche le misure di x « Xi

rispettivamente : sark X + Xi = ^

Dico che si possono trovare delle fuuzioni A, e ^4 tali che in li sia

(13) &(xy ; x'y' ; x'y') = [| F,{xy ; x'y) + ^.o/'j «'^ + ^ [1 - (1 +Z;o,) s']

e che si abbia sempie

(14) \F,{a;y;x'y')-\-h<^'^f

32 M'
(15) |>l3|<.L, dove L e il massimo dei due numeii — M,—=

—

(16) A,>0 in X, ^^Y in X.-

Ponemo perci6 ad esempio:

in X ossia per 2 .^ 1 -f- (1 -}- ''^"') s' >. 1

;

JL

2a)
^3 = i7-r[/ti — Fi(a^y ; xy)'],

Zfr''

(17).

^-- i_(i;,.), -fa+(i+^-)o

per 1 > 1 + (1 + k(o) s'>^ ('); ed infine per |^ > 1 -f (1 + kw) s' >

, ^ /I + (1 4--i<a)«' M 0,0

+ ^F,(xy;x'y')|(l+(l+Aa,)5').

C) Si rammenti che, essendo per ipotesi F, <M, da (12) segue M^2/i. e quindi

a maggior ragione pure —:< 1 .
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Si verifica subito, ricordando (11) che, con tali posizioni (13) risulta sempre

identica. Per veriticare la (14) si osservi che nei tre casi si ha rispettivaraente

(14), - F, + >l3«' =
J=
=

1 _ (1 !|. ^.„)
,' •

1 _^ (1 _^ ^.^),-
^ y >

(14), ^F, + A3«'=f,

(14)3 ^F,+A3a,=[l+(l+M^']^-^^=^ + |F.^lF.^f.

Piu complesso e verificare la (15). Intanto in % essendo 1 -|-(l-{- W)s'-> 1

la (10) da che ivi e ,Fl''ij,,*l< 2M, mentre per (6). (8) e (11) si ha

a — X

0*
y — X

.,1— (l+A-a>)s' ,

ft)
j

= \y — a' ft)

l + (l+A-ft))s'

y —y
ft)

<- 2 onde da (17)i segue che in x e6 similmente

(15)i

Da (17)2 essendo allora 1 > 1
-f- (1 + /'•'«)«' ^^ ^^ e quindi per (11)

|^3|<f
M.

l«'l
= t''[l + (l+Ms'J[(2-il + l(l + A-a))s'{]:

segue subito

t
(4M — /x,)/ti

2M

(15)3 \h\<
M- M- M

'

|(4M — /i,)jit, f7,«t! J 7^1

4M— (U,

2M
Inline da (17)j si ha, essendo allora 1 — (l^-^*^)*'

\ 4M— ,«, fly |/7 /(,

Iiifine per quanto riguarda 1h (16), essa vale evidentemente in x- Da (17)2

e (12) segue pure la (16) per il campo 1 > 1 -j- (1 -j- Aft)) s' ^ -^ . Ed

infine da (17)3 segue

(16)3 A,>,.,_^^ --yj2M>2'
come volevasi mostrare.
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Si noti infine che, poiche le derivate prime di P, (xy;x'y) sodo mi-

iiori di M in valore assoluto, ed e [x — x|<!w , ly
— y <C<o, si pu5

I o 1 "

ancora scrivere - Fiixy ; x'y) = - F, -f- <»h con

(18) \h\<M.

Ne segue che al posto di (13) si pu6 ancora scrivere

(19) 5 =
/
1 F, + A5C-) + A3«') w'+ ^4(1 — (1 + kto) .?')

dove valgono le (15), (16), (18) e

(19) ^h-hh'o-^-X.m^f.

Nella prossima Nota utilizzeremo questi risultati per dimostrare in

uflodo assai facile il teorema enunciate al n. 1.
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Matematica. — Sulle conduioni sufflcienti per il minimo nel

calcolo delle variazionl. (Gli integrali sotto forma parametrica)

.

Nota IV di Eugenio Elia Levi, preseutata dal Socio L. Bianchi.

4. Per dimostrare il teorema enunciato al num. 1 della Nota III (')

cominciamo col calcolare la variazione totale di I quando si passa da 6 a S

.

Indichiamo con F . F, ... i valori di F , F, ... quandu per x,y,x',y'

si ponga x,tf,x',y: saranno queste funzioni di s. Avremo:

^1= \^F{xy,x'/)dl— r Fds =
*Jo •Jo

= ('\¥{xy;x'y')-k:\di= (=)

(21)
°

= ["&{xy ; x'y' ; xY) dt + ^Xn^y \ xy') - F] s' dt +

+ {\{x'- x's') Y'Axy ; x'y') + (y' - y's') ¥',ixy ; x'y')-] dt

poiche per le note propriety di omogeneita di F e

6{xy ; x'y' ; x'y')= a:'[rAxy ; x'y') - F'A^cy ; ^'^')] +
+ y'lF',,ixy .v'y') - F',r(xy ; x'y')] =

= F{xy ; x'y') - F{xy ; i'y') s' - {x' - i's') F'^xy ; x'y') -
-iy'-y's')F'Axy;x'y').

Sviluppiamo mediante la formula di Taylor la ditferenza contenuta nel

secondo integrale dell' ultimo membro di (21): da (5) si avr^

f^Fixy ; x'y') — F] s'dt = f'<o{hy — F'y^') s'dt +
(22)

^'

^

^'

+^P«' ih
°y" - 2 k, x'y' 4- F; i"-] s'dt + ^ ('^V s'dt

dove A' e un polinomio in x'y, i cui coefificienti sono valori delle derivate

(') Quest! Rendiconti, pag. 541. In questa Nota per maggiore comodita la numera-

zione dei ii. e delle formule continua quella della Nota precedente.

(•) In questo e negli integrali che seguono quando la variabile di integrazione ii t

si sottintende die nelle funzioni di s si pone per s la s(t) definita nel n. 2. Si noti ancora

che generalmente la formula del cambiamento delle variabili negli integrali si enuncia

nell'ipotesi che il cambiamento di variabile sia invertibile: per6 almeno per scrivere

XTO /"TO
F{s)ds= F{s(t)) s'dt , tale ipotesi non ^ neces-

saria. cfr. ad es. Baire, Lefom sur Us theories gtfnirales de I'analyse, vol. I, pag. 82.
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terze di F calcolati per i valoii ^,^, a',^', dove x^y rappresentano conve-

nienti valori intermedii tra x,y e x,y: sar^ dunque |A'K8M. Ma (£ e

O ^00 d "

un estremale : quindi F^ «'= — F^, ; P^ s' = — F'^^, : onde

Per (6) questo iutegrale coincide coll' ultimo integrale di (21), coUa

sola differenza che in F'^r , F/ a xy sono sostitiiiti xy. Segue che

[^(olhy—hx]s'dt +

+ f 'j(a;'

-

x's') ¥'^, (xy ; x'y') + (y' - x's') F,>(a;y ; ^'y')} ^^=
•

= f {(«'y' + <oy"s'} {¥',,(xy ; x'^') - k') -

- (o)'*' + a)x'V) (F^xy ; x'^') - P/)t dt =

+ f
'-^ [P;:,. yy' - f;:,^ x'^" - f;v x"^' + f;, ^':^"] s'dt +

+ ^ f

"^

[«'«' ^' + «' '^«''^"'] (^^

.

dove A' e X'" sono espressioni analoghe a A', e cioe polinoraii di 3° grade in

x'y\ per cui si veritica ancora che |A'| << 8 M ,
|/"| <<8M . Integriamo per

parti il primo integrale dell' ultimo membro di questa relazione e ricordiamo

(22), avremo subito:

{\nxy ; x'y') - F) s'di +

+ pj(x' - ^V) V'Axy ; x'y') + (/ - y's') r,,{xy ; x'y')\ dt=

= I,!>
I

(^:. - '^) » - (^^:. -^-Mij) »y

+

+ (f;.-^) X" - (f;;, - f;,) k
I

s'dt +

+ ^ f'w' [3w'/l"+ s'a, {l'+ 3A"'^)] dt.
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Rammentiamo il valore di Fj (') e le limitazioni sopra ottemite per

X',X'\X"': otterremo subito, sostituendo in (21)

Al =y&(xy ; x'y' ; x'y') dt + ^J'w'
F, s'dt + -||

{\\X,w -f A,«') dt,

dove >l, = s'(>l' + H"'k) , Aj = 3A" sono funzioni di < tali che

(23) |>l,|<16M(l + 3x)
,
|X,|<24M.

Sostituendo nella formula precedente la (19), si ha

Al =J' j I
(F.o,'^ + Y^mH')+ {hw + X,w') m" +

+ Yl
(^'« + ^^«') «' + ^^(1 - (1 +M s') I dt

.

Essendo X3 e X^ discontinue gli integrali si iiitenderanno qui nel sense di

Lebesgue. Inoltre essendo >l4 = in x» 1' integrale relativo all'ultimo termine

potrebbe estendersi a Xi soltanto.

5. Ci6 posto si introduca 1' ipotesi 3' : e sia u(s) una soluzione di

(24) ~ (F, u') — ku==0

finita, di classe C" e 4= in (0 , ff). Supponiamo precisamente

(25) ()<»?, <.M^ms \u'\<.m3.

Poniamo

(26) i.,{t) = Pit) uis(t)) ;

•pit) si annullerk per / = e t= r. Sar&, inoltre per (8), (S)'** e (25), e

ricordando che si suppone \u)\<ir con r< 1

,

(27) |p|<^ , 1/1 = o) —pus
u m,

Inoltre ricordando che in % e s' > 0, saik per (11)

]p" u*dt^
I
p" u^dt=

f
{m" —p^u'h'^— 2.ppuus) dt=

Jb Jy_ Jy_

= fL{l+{l+/ca))s'){l— {\-\-ko))s')— {p^u^s'-{-2pp'uu')s'2dt>

^^^^ > f [I — s' (1 -^ koa -{- ;/ u" s' + 2pp'uu')'] di >

> r [1 - s'(l + Hr)] rf; = X — (1 + Hr) f s'dt

(') Cfr. ad es. Kneser Lehibiicli ilcr Variationsrechnung, pag 92.
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dove per (8)*" e (26) si pone

H = . + 2i + 2^^i+^^3;
wz' m\

il numero H dipende quindi da x , nii , nit , rris soltanto.

Trasforiniamo ancora d'altra parte I'espressione Al mediaiite la posi-

zione (26): per essa e per (24) avremo

pko>'s'dt = f^p'u |- (F, u') dt = - [^ F. u'~ ip'u) dt

onde

(29) fV. «"+ Pj *»• «') rf^= I

' F, /)" u' dt +
v.'o '-

+ yY,fii{j>v:^-{-2j!u)[s'—\)dt.

Osserviamo ancora che si pu6 scrivere

(80) F,(l — s') = X,m + A,a, + A,(l — (1 + kvi) *')

dove

,3^.
1-l.KM , |A,l<2Mx,

^8= in
3t , l^sKM in Zi •

Basta porre infatti

^' = ^- '~^'.t^"^^' = F.
,^(;_;.,,),

, A, = F../ , .. = in X

A. = , A, = F. As' , -i, = F, in x. •

Sostituendo (29) e (80) nell'espressione trovata di Al, avremo

Al = p r^ F, + Km + A, 0,-1 ;y' «» dt +

+ f Fa, —
I

Ag ;jm'(;)mV + 2/m)~| ( 1 — (1 + Aw) s') (ii =
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Valutiamo questi 3 integrali. Per (20) si ha

onde per (25) e (28) sark in particolare

(33), 3,^^E,Jy"dt

(33), J. > ^ X -^ (1 + Er)J^s'dt^^X- ^j/dt- H. a ,

Hi = ffJi , H, = 2H essendo costanti positive indipendenti da r e t e di-

pendenti solo da M ,;Ui ,x , wii , ra, , »23 • L' integrate Js e la somma di tanti

integrali, i cui integrand! contengono un fattore limitato, in virtu delle di-

suguaglianze (15), (18), (23), (31), in funzione di M , jUi , x , jWi , w, , wis

soltanto ed un fattore di uno dei tipi p^ ,
p^p'

,
pp" . Ma p annullandosi

in e T e

jydt^$l P'^dr Jj\pp'idr^l[l+^\fy"dt;

onde per J2 sara

(34), \J,\^(H,r'-\-E,)r Tp'^dT;
Jo

H3,H4 essendo costanti del solito tipo. Del resto per (27) si vede diretta-

mente che si ha pure

(34), iJjKHsrzr,

H5 essendo del solito tipo. Infiae osservando che valgono ancora le (16),

(31) sari

Js ^ (^- He rj
[^

[1 - (1 + ku>) s'] dt;

onde se r < ~-
, sara

(35), J3>0,

e pill precisamente in xi avendosi — 2 -< s' < , sara

(35), J3>^|i_Her)[x.-(l+«r)J^_s'(i<^=i

>f (x.-(s'd<)-H,rx.;

H« , H, , essendo costanti del solito tipo.
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Ci6 posto, distinguiamo due casi secondo che r :S. 2<r o t > 2<r.

1" Caso: T<2a. Per (33),, (34),, (35), si avrS,:

(36), AI >[^ - (4cr' H3 + H,) r] |" /' dx

H u
onde basta imporre ancora ad r di essere < 0/4.^2 tt j_ tt \

perche sia

Al>0.

2° Caso: i->2o'. Si applichino le (33)2, (34)2, (35), e si osservi

che \ s'dt-{- ( s'dt= I s'dt = (J, e che z + Xi = ^: si avr^

(36)2 AI^y(t— ff)-(H2X + H7X. + H5T)r>

r^-(H2 + H, + Hs)rJi:,

onde basta prendere r < -—7;—-^j

—

, „ , perch^ sia Al > 0.

4(112 + JiT + Jis)

Riassumendo, bastera qiiindi supporre che r sia minore del piti piccolo

del numeri 1, ^ H, ,^ ,

^^^J^—
,

j^g-^J|-p^
, perch^ (S

dia il minimo rispetto a tutte le curve passanti per Pi e Pj per cui |o>Kr.

c. d. d.

OssERVAZioNE. — fi chiaro anche qui come nella Nota seconda che

le formule (36),, (36)2 contengono non solo il teorema da noi enunciate,

ma anche il teorema di Osgood.

Errata corrige alia Nota I:

pag. 427 riga terza dal basso —if'y{xyy') leggi —rj'f'A^yy')

pag. 431 ultima riga della Nota Al^O » Al-S.0.
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Sopra un teorema di esistenza per le soluzioni

delle equazioni alle derivate parziali del

secondo ordine.

Coiitiiimizioiii' c fine, ivdi Tiiiiin XVIIf, Serie HI (pun. 2S7 o seijfi.)

PARTE SEC ON DA

§ IV.

I. IvicliiaiHO fJella dassificasioiie delle equazioni paraboliche. Id ijuc-

sl ulliino paragrafo mi propoiigo di trattare brevemente il caso delle equazioni

F{xyzpqrst) = (1)

le quali hanuo le caratteristiche coincidenti, o come si dice, il caso delle

equazioni paraboliche.

E uoto (*) che le caratteristiclie doppie di un'equazione di ordine », si

distiuguono in due (**) grandi classi: le caratteristiche della prima classe

sono curve di elemenli tali die nou esiste piii alcuna arbitrarieta per i va-

lori delle derivate dei varii ordini di una soluzione z nei punti della carat-

teristica medesima; le caratteristiche della seconda classe invece sono di na-

(*) Vedi la niia Memoria gia citata: Caratteristiche multiple e problema di Canchy. An-

iiali di Matematica, Tomo XVI, Serie 3.=^, pag. 161-202.

(**) Almeno quando non si consider! il caso, che puo dar luogo a nuovi tipi di carat-

teristiche doppie, che requazione delle caratteristiche abbia radici generahnente semplici, le

quali per sistemi particolari di valorl (lelle coorditiMte deU'elemento vengono a coincidere.

Cfr. la Memoria sopra citata.
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E. E. Levi: Sopra nn teori>.ina di esistenza per le aolnzioni delle equazioni

tura assai i)iu simile a quella delle caratteristiche semplici, poiche, iissata

una caratteristica arbitraria, le funzioni die danno i valori delle derivate di

ordine superiore di una soluzione die la conlenga uei punti della caratteristica

dipendono ancora da paraiuetri arbitrarii il cui nuniero cresce di due unita

ogiii volta che cresce di un'unita Tordine delle derivate che si considera (*).

Nel caso delle equazioni di secondo ordine paraboliche si hanno corri-

spondenteniente due classi di equazioni: le equazioni generali le quali pos-

seggono caratteristiche della prima classe: tipica fra queste e I'equazione

della propagazione del calore

dx' dtj
'

^
'

c le equazioni die posseggono invece caratteristiche della seconda classe, le

quali diremo equazioni di Goursat - von Weber perche la loro speciale natura

fu appunto scoperta e studiata da questi autori nelle Meniorie gia citate nel-

rintroduzione.

'5. Le equazioni paraboliche generali. Riguardo alle equazioni della prima

classe non posso dare die assai scarsi risultati, ed essenzialmente negativi.

Riferianioci senz'altro all'equazione (2). E nolo die una soluzione di (2) se

amniette in un certo campo le derivate di prinio ordine finite e continue,

amniette le derivate di ordine quaiito si vuole elevato, ed e funzione analitica

regolare di x in ogni punto appartenente al campo niedesimo. E die su queste

proprieta si fonda la dimostrazione die il problema di Cauchy non amniette

in generale soluzione dal punlo di vista delle funzioni di variabi.li reali (**).

Affatto analogainente questa proprieta delle soluzioni di C^) permette di

(liniostnire die il problema di trovare una funzione avente le derivate prime

finite e continue die soddisfaccia a (2) e che prenda assegnati valori su due

curve y, e y., cbe si tagliatio in lui punto in generale uo)i amniette soluzione

dal punto di vista delle fniizioiii di variabili reali. Supponiamo iiivero per

maggior comodo che O sia I'origine e che i tratti A, 0, A. di yi e y^ giac-

ciaiio nel scmipiano delle
_//

positive, i tratti OB, ed OB., nel semipiano

(*) Altre iiiialogio tra le oaraneristiclie della seconda classe e le caratteristiche sem-

plici ho rilevate iieila Memoria citata e altre compariranno da quaiito segue.

(**) Vedi Holmgren, Om Cauchy's problem vkl de linedra, etc. (Archiv tor Mateniatil<,

Astiotioiiiy ocli Physik, Stocichoini, Vol. 11) e la mia Nota : Sitl problema di Cauchy (Ren-

diconli deirAccademia do! Lincci, 19(19, Vol. XVI, pag. 105-112).



alle derivate parziali del nccondo ordine.

dvAk' II
negative. Siano A^ ed A., sii una stessa parallela all'asse delle x; iiel

tfiangolo cuivilineo limitato dalle curve J,, A, e dalla caratteristica A, A.,

esistc (*) una ed una sola soluzione z, di (2) la quale su A, ed A., prendc

assegnati valori. Per vedeie qnindi se il

problema proposto e risolubiie bastera

vedere se la delta soluzione 2:, si puo

prolungare al di la delle curve A, ed

Ai coiitinuando ad avere le derivate

prime finite e continue. Per la propriet;i

generate rammentata sopra delle solu-

zioni di (2), cio non potra certo accadere

se i valori assegnati su A^ ed A^ nou arnmettono tuttc le derivate; onde

segue I'asserto (**).

Ma se ci mettiamo dal puiito di vista delle funzioni analiticlie, se cioe

supponiamo y, e y. analiticlie e clie si cerchi una soluzione di (2) regolare

analitica in la quale su y, e y,, si riduca ad assegnate funzioni analiticlie,

il ragionaniento precedente non serve piu ne ad escludere ne ad affennare

(*) Vedi la mia Memoria : SuU'e(jtia:rioiie del calnre (Aniiali di Matematica, Vol. XIV

della serie S.*, pag. 187 e ss.).

(**) Cosi resta escliiso ehe 11 problema possa avere seiiso in quanto inimediata geiieralizza-

zione di quello trattato nella Parte Prima per le equazioni iperboliche. Potrehbero tuttavia

essere poste domande aiialoghe. Ad es. : cosa avverrebbe se si chiedesse che la soluzione esista

in tutto un intorno di 0, ma non si chiedesse che le derivate prime di essa siano continue anche

nei punti di 7i e 72 ? Tuttavia e facile vedere che, anche posto cosi, il problema perde ogni

interesse. Invero se anche esso fosse risolubiie e 3 fosse una sua soluzione, certo la solu-

zione non sarebbe piii unica. Infatti si conduea per B, la caratteristica B, Coo e si costruisca

la funzione ? nulla ovuncjue in un intorno di tranne che nel campo limitato da A^ 0, B^ e

B, Coo, e che in (luesto campo e definita dalle condizioni di essere soluzione di (2), di an-

nullarsi su A^ ed OBi. e di prendere valori arbitrarianiente assegnati su B, Coo: tale fun-

zione esiste per i risultati della Memoria citata nella nota precedente: s -f S e allora un'altra

soluzione del problema propostoci sopra.

Similmente si potrebbe pensare di porre il problema nel modo accennato al n. ^2 del § III

per le equazioni iperboliche : e cioe nel cercare una soluzione di (2) che prende valori as-

segnati su 7, e 72 ed esista in uno solo degli angoli ^, A^. A^OB^, B^OB^, B^OAi. Sempre

in virtfi della Memoria citata risulta che il problema ammette una ed una sola soluzione

per il caso delTangolo J, 0A„: ne ammette intiiiite per gli angoli .JjOBj, BoOJ, . Non so

invece se e risolubiie o no per rangolo BoOJ, ; ma ritengo che in generale la soluzione

non esiste se si chiede che la soluzione sia ancora continua e derivabile in (). o in altri

termini che in generale una tale soluzione abbia in O qualche singolarita.
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la risolubilita del problema. Esso luttavia non e ceito risolubile in <ieneiale

se y, e y. souo tangenti tra loro in oppure se una ahneno di esse tocca

ill I'asse delle x{*}; ma, eselusi questi casi banali di impossibilita, non

mi e riuscito di decidere se e ancora vero oppure no il teorema di esistenza:

se e lecito esprimere una presunzione dirn che io ciedo die il problema sia

daquesto punto di vista sempre risolubile tuori eiie nei due casi accennati (**).

'^. Le equazioni della classe di Gouksat - von Weber. Loro proprieta.

Per un'equazione della classe di Gouksat -von Webek daiemo risultati assai

piu precisi: in quanto clie noi dimostreremo clie, assegnate due curve nello

spazio le quali si incontrino in nii punto 0, esiste una ed una sola superficie

soluzione di essa la quale passi per dette due curve, purche non avvenga che

una delle curve sia tangente alia direzione della caraUeristica crii appartiene

Veleweido di secoiido ordiiie della superficie da costruirsi iiel punto (e clie

per quanto si noto gia al n. 1 del § II e da queste condizioni iniziali pie-

namente deterniinato).

Gi oceorrera anzitutto speciticare quali sono le equazioni della classe

di GouRSAT - VON Weber; ma non ci conviene ricorrere alia forma esplicita

speciale die detti autori liainio loro assegnata perche troppo complessa: piii

opportuno ci pare descriverne le proprieta caratteristiche. Pero per non tor-

nare piii tardi su alcuni caml)iamenti di variabili, e sulle conseguenti varia-

zioni nelle notazioni, direnio subito die in modo analogo a quanto si fece

al n. I del § II supporremo die si voglia senz'altro trovare la soluzione che

passa per gli assi x ed y; e che questa condizione porti che nel punto

debbono annullarsi tutte le derivate dei primi tre ordini della funzione in-

cognita z. In particolare I'eleniento di secondo ordine iniziale sara quindi

I'elcmento x = y ^ z = p ^= q^ r ^= s = t ^0; e I'ipotesi die ne I'uno ne

I'altro asse al)bia la direzione della caratteristica in esso portera die I'equa-

zione assegnata si pu6 pensare risoluta in s: infine iieU'elemento iniziale lo

derivate rapporto ad x ed y del primo membro dell'equa-zione saranno

nulle. Introducendo al solito per maggiore simmetria le notazioni p„^ = z,

(*) Tali casi di impossihilila si riconoscono subito ove ;i|i|u>iia si Iciili ili calcoiare i

valori clie debliotio avere in le derivate dei varii ordini di ^.

(**) Se tale presun/ione e vera, risullerehbe provata una plena analogia tra (|iieslo pro-

blema ed il problema di Caticmy, ehe appunlo iit-l caso aiialitico e risolnbile anehe per le

c^qnazioni ijaraholiche del lipo della (i) [nir-ehe la cnrva su cui sono assejiiiati i dali ini/iali

non toeehi una earatlerislica.



alle derivate parziali del secondo ordine.

8' I* z
n := --—^~~-

. scrivci'cmo I'euu.'izioiK! iiolla t'oiiiia
X y

F{xy p„„pu.. . ./)„,) = if'u —fi:xyj\„p,„p„,p^^p^„) = () (3)

e supporremo F ed /' liniU' u coiilinue iusieme allc loro derivate ilei priiiii

tie ordini rapporto alle variabili da cui dipendono.

Sono quesle in sostanza le stes.se ipotesi gia fatte nol § 11 per lo equa-

zioiii la studiate.

La condizione oho (;-J) sia parabolica porta die si abbia

4,^-^./^ -1=0; (4)
dp.,, dp,.,

cliianieremo \ la radice (doiipia) di „ V — ^r \^ = 0, die per (4)
d p.2„ dp,, dp,.,

sara

1 _ 0,
3/"

02 11- ^ P"-
" d p,„

(5)

Equazioiii delle caratteristidie sono allora come al solilo le

d y ^Idx (<>)„

F(xyp„„p,oPo> P-2oPuPo«) = /'.,— f {«: y pm, Pi, P,n P.2„ Po-i) = ^^ (<>),

cui si aggiunge I'equazioiie

,, cF
^
dF

,

dF 'dF
,
dF dp,, i dp,.,

''^dy^Fp7,''- + dp;,''-+FW/"-^dJ7.^ ^+ ^ -^^^ '"'

!)«.+, =0 (7)

che si ottiene dalla

inediante le sostituzioiii

/>_,=! (-D-v-^^^f^^^-^ + i-irv^, (8)

dove A, e una quantita arbitraria: essa scompare nell'equazione (G),, grazie

al valore (o) di X ed airideutila (4).
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Caratteristico della classe di equazioni di Goursat - von Weber e ora il

fatto che, come cotiseguenza delle (6)„, (6)^, (G),,, (6),, fin qui scriite, si ha I'u-

guaglianza

Btho dPo, 2 dp,, dx ''
^ '

per modo die, affinche una curva di elementi di secondo ordine soddisfacente

alle (6)„,..., (6),, appartenga ad una soluzione di (3) e cioe sia una caraUeri-

stica per (3), e necessario che sia ancora soddisfaUa un'equazione del tipo

d' pn« -rrl d P„r, dp,, d p„A „
^'^ =^ + H{xyp..,p,„,p.,,p..„,p...,p^,,~, ~^, ^) = 0. (G),

Tale equazione 1 6), si deduce dalla

hrf-dy-^ %^;+u-^, a y d p..
''"•+' ^ o^;+te. d Pa. dp,,

^'"•+' ^''"' "^

S fl— p.j-

1

0<;+A-,£2 Pa.

(10)

mediante le sostituzioni (8) e

j=

*
j~.i d X- pi

^ 2 dx

+ i- i (/ - 1) r-^^ ^ , + (_ 1 )• i X'- ^, + (- 1 )• r A,

(11)

^.,, -43 essendo nuove quantita arbitrarie, le quali scompaiono dal risultato (6)„

della sostiluzione di (11) in (10) in virtii dell'iiguaglianza (9), delle (4) (5), e

deiruguaglianze che si deducono da (4) dei'ivandola rappoito ad una (jua-

lunque w delle variabili x, y, p^ :

d-

F

d'

F

^
A ^ ^ -

;) ^ = ^^- (12)

La funzione 7/ die compare in (6), dipende duiKjiie dalle deiivate seconde

di F.

4. Le loro caraUeristicJie. Le equazioni (G) costituiscono un sistenia di

7 equazioni nelle 7 funzioni incognite y, p„„, />,„, jf),,,, p..^, p,,, p,,2 di x die

doterminano le caratteristiclie di (3), e poidie di tali equazioni, una, la (6),,



(I'llc (lerivale parziali del secondo ordine.

b un'cMiuazioiie in toriiiiiii liiiili, lurallia. la (0)„, e di secondo ordine, ed iii-

liiic Ic allie soiio tulle del priiiio online, possianio concliiudere die le solu-.

zioiii delle (6) dipendono da 7 coslanti arbitrarie, e che come tali si possoiio

assuniere i valori iniziali ij"", pS,?, p?,?, pi?, pS?, pt! , p'Si* clie le funzioni //, p.,„,

(I T)

Pio, Pol, P:;o7 Po2, --f^ assuniono per x^-Q. Avremo dunque che le caratte-

ristiche si potranno rappresentare coUe equazioni seguenti

:

P<. = P. {X, y'"\ pS , Pi:? , pS? , P?^ , pS? , P'S^). 1

fniporta per il seguito fare alcune osservazioni su tali funzioni. Intanlo,

poiclie i second! menibri delle ((3) aniraettono tutti le derivate del prinio or-

dine rispelto alle variabili da cut dipendono, e chiaro per i teoremi generaii

della teoria delle equazioni alle derivate ordinarie che tiitle le I'luizioni //,

poo,.... Poo, ~J^ ammettono le derivate prime e seconde che non conten-

gono piu di una derivazione rapporlo ad a; ne piu di una rapporlo alle co-

stanti arbitrarie. Segue quiiidi in particolare che sara :

'"'Po-^_^'(o)

dx pS?+ (^. «

[;., essendo una fuuzione finita e continua di x, e delle costanti iniziali.

E di qui seguira che p„, avra t.utte le derivate che non contengono piu

di una derivazione rajjporto ai valori iniziali ne piu di 5 rapporto ad x

P.. =p!?+p'^;'i*' + [^.
»'• (1^)'

Dalla (6)„, e dalla equazione che si ottiene derivando rapporto a x

la (<)) si deduce allora che i valori iniziaU delle '^^
, -f^ — rammen-

^ dx ax

II ,v . 9F dF .. Ill
tando che per a; = v/ =p,,, = <> e k— = :t^ = 'J — sono dali da

' -^ ^
" dx d y

pV=~-Kptl+K{ir...ptl)
I ^j^^

pl?= ^2 >^p'l?+S, (//»'... pS'>) \

S, e 5.i essendo funzioni che si aiuiullanc pei- valori tutti nuUi dei loro ar-

gomenti, e X„ = X (0 y/<"' pff , . .
. , pfl).
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Cio posto, si osservi che i coefficienti delle (6)„...(6),, soiio loiinati

colle derivate prime di F; ne seguira subito die le if, p„«,---, Pn lu\nut>

tutle le stesse derivate die ora si vide possedere ^)„.>; e precisaincnte si

avrii

P2,. = P?o+ P'*o sc + i>-4
X'

p^;)=/'(Ov/"''...p;;?)

.'0 -^ .'0

p,.. = Pti+ P?? « -^ p;;;' f > (?) ^ ^ + 4- p?? ^'

+

p - 1 ^ '^ (^") ^^ -^ + v-^
^"

.'0 -^
'•

Po„ = pS,?+ p?n' * + pl';'

J^
^ ( ;) rf ^ + ^ p

-^ pS?
I

^
X (g r/

;J
X (r,) f/ •/) 4- ^ p'<°>a;^

+ p',','?
j

>^ (;) d I [ I <r,) •/! f/ r, + iJ., x'
J J I)

ij = y"" + l„X + u, x"

dove

X {x) = \{x II (x) . . . p„., (x)) = \, + 'J^X

x' + pfl X 1 (;) d ; +
(14).

(14)

e le Pa, ;j-45-M ,"-,. sf>'i<i come y., e [>.„ t'lmzioni tiiiite e continue delle vaiial)ili

"). Coufnizioiie delict soliizione cercata. 11 probleiiia inoposto si riduce

(piindi ora al piolilenia di determinare in (18) le costanti arbitrarie </'"',

pS,..., p'S? in funzioiie di inia di esse, ad es.: di y"" ])er niodo che la sem-

jilice iiilinila di caralteristiclie cosi ottennta ricopra una superficie soluzione

di (3) soddisfacente ai dafi iniziali.

La caraltei-islica della superlicie da costruiisi cui appaiticne I'elemenio

in e subito deterniinata : per otteneiia bastera })orre

y<"> P\
,(0) i,(") r>(")

/'lO i'Ol I'm 1'02 i-* 02 ^> (16)

come inimediatamente risulta dail'ipotesi, fatta al n. 3. die le coiidizioui ini

ziali imposle alia superlicie di aunuUarsi sugli assi poitino die in la z

debba ainiiiilarsi colle sue derivate terze.



allc derivate pnrziall del .secoitdo ordine.

Lc allic caialteristiche corrispoiulciiti avalori di y"" =0 iliivranno (;\i-

(Icnli'MH'ute delermiiiarsi per inodo die per JC^O sia p„„ =p„, ^ p„. == c

die inollrc iicl punto di esse in cui y = sia pure Po<,=Pio^Pi(,.^^- fer

soddislaic la prima condizione basta fare in (18) j)^"' = p;,7 = pjg= 0; cosicclie

per ollenere le caralleristiclie cercate bastera per ogni valore di //"'^l^ () de-

terminare x, p<;', j'S, p'fi per modo che si abbia

y{.i; if", 0, 7'?,:, <», /'^^ 0, i/ii') = ()

i>^„(*, v/"", 0, ;/;„>, 0, i^, 0, p?,')=0

^.o(«, ij"\ 0, pf;?, 0, p<:>, 0, //i?) = o.

Ora [)oiclie uii sistcina di valori che soddisfaniio alle (17) e

X = //'" = /><"„> =i)g=0,

basterebbe die per laii valor! fosse I \"' ^Z '
^,';'

' ^zl =,= U perdie le (17) ri-

sultassero risolubili rapporto a x, pfo', pi';', p'f;.? almeno in vni intorno di //""

sufticieiitemente piccolo : ma evidenteniente invece il precedente Jacobiano

e nullo.

Per superare tale difficolta introduciaino le funzioni ausiliarie

« I*', y"", p'l'^, p^, p'HS), V {X, y/<"».
. .

. , pV), ,v {X, y»', . .
. , p^)

mediante le

11
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h equivalente al sistenia (17) tuHe le volte che a;-|=0. Quindi potrenio so-

stituire (19) a (17): ben tenendo presente che un ulteriore esanie ricliiedera

solo la ricerca delle soluzioni di (17) le quali eventualniente annuUassero x.

D'altro canto per le (14) si ha

',Hx, if\p'^l, pS, p'S?)=p!^

«(aJ, i/<"', p<:?., ps, pr) = p£?-

w{x, ir\ p<';,', pS', p'S)= |

-V, X

v., X

f'20
(i
^ " "

>} 11

= pVK+ \-r^
1

4
5,

-P'o:

V3 X

VgX m

dove V,, V,
J sono come le p. fuiizioiii finite e continue delle stesse varia-

bili che m, v, tv. Ma da qiieste e daH'ultima delle (14), segue che il sistema

di valori

P^= P'^=^ (21)X -

luia soluzione di (19); ed inoltre che per tali valori {'il) si ha

d (y, u, V, w) ^ .

a(a;p<«,p5?, P'i?) "'

r^>o)\

onde segue che le equazioni (19) ammetteranno sempre una ed una sola so-

luzione per valori sufticienteraente piccoli di </'"'; da esse le p'f^, pf^, pi? si

otterranno quali funzioni di ^"" finite e continue, che si riducono a per

y°'=0. Che, se si nota inoltre che dall'ultinia delle (14), segue che atfinche

si abbia una soluzione di y^O per cui sia x = occorre die y*°* = 0, noi

conchiuderemo che tale soluzione sara anche la sola soluzione di (17) per

v/"" 1=0, e si ridurra quando y'"' tende a zero ai valori (16). Abbiamo co-

struito pertanto una successione seniplicemente infinita e continua di carat-

teristiche, lii quale contiene la cai-atteristica (16) : e soddisfa alle condizioni

iniziali enunciate in principio di cjuesto numero; ed e questo anche I'unico

inochi di coslruirc tale successione di caratteristiche. Non ci rimarra quindi

da provare se non che dette caratteristiche formano inia famiglia di curve di

elementi realmente apparteiienti ad una superficie.

6. Verifiche. Indichianio con

// = Y (x 7/""), z = /)„„ = P„„ (.r //""), ;),,,„ = P,,, {x :»/'"), (* + ft = 1, "2) (28)



alle (lerivate parziali del secoiido ordine. 11

il sistenui di caraU(3risliclie da iioi oltenulo iiel miiiici-o precedentc, Ic ij, I'

sarantio soluzioni del sisLcMiia ((>). Grazie alle equazioiii (G),, |)('r diiiiostrare

clie queste soiio cmve di eleiiietdi di secondo oi'dine appartenonli ad una

superlicic basta piovare clie si ha

d y'" ~ "d ir '

d >/"" ~ "d y"" '

d i/"'
~ "'' d if"

'

^ '

A tale sco[)0 poiiiaino

(^)=^-^.-7^. + '^<^?/"')
dFoo _ p i

J

Si trattera di mostrare clie -, p, a sono nuUe identicamente.

E facile trovare uu sislema di equazioni lineari cui devono soddisfare le

-, p, (J, cercando le eoudizioiii di conipatibilita di (6) e (25).

Iiifalti iiitanto dalla ((3)„ e dalla prima delle (6),, segue

derivaiidola lapporto ad t/'"' e coiifrontaiidola con qiiella die si ollieue de-

rivando la \)iima delle (25) rapporto ad x, si ottiene per le altre (6)^ e (25)

l^=P + l<^. (2(>),
dx ^

Analogamente derivando rapporto a y'"' le due ultiuie equazioni (<j),,, rap-

porto ad X le due ultime (25) e confrontando si lia

P,,._,- d Y /
', ,_i ,_, aP,_,,_,+,

1 V ),
. R \ I 7 (^ , h.] (0)7

dove

Ma si rieoi'di clie e

FirY P P P P P P 1=0 (28)



1^ E. E. Levi: Sopra un teorema di esistenza per le soluzioni delle equazioni

oiide ])iire

Osservando I'analogia Ira le (^9) e (7), le ("¥1) e (8) si riconoscc subitu

(he il risultato della sostituzioiie di (55), (27) in (529) da

c Y
,

d_F_d^ \^d^ IF_ n[^ -4-iZ =0

Ma e J/= 0, quiiuli si avra die le tc, p, a soddist'auno requazicjiie

dF c? \ do dF dF BF
,^ ,,,.

Inline si osservi clie da (29) segue che si ha pine

d' F idYY
. 2 V, d"F dPa dY

,
\

d Y' \d iD '

,te,+te-> d Y d P., d ir f '

I

—;+;i

—

D'altra parte dalle (25) (27) derivando rapporto ad x ed y<"' si ottengono

facilmente le ^-j^ espresse inediante le -^

—

^ e le derivate di -, a, o che
y ~ o 00

non coiitengono piu di nna derivazione rapporto a y'"': eseguendo la sosti-

tuzione in (30) sempre ricordando le (4), (5), (9) si ottiene faeilaieiite Tequa-

zione

a- Y
,
^ridYV

,

Si,M

dove 11 segno S indica al solito la derivazione totale e si e posto

^" = dx^
'"'

\^
'

"'
' dx dx' dxj

L'., essendo una t'unzione linearc oniogeiiea delle varialtili da cni dipciido.



(dlf (liTirdlr i>ar~i<ili drl scrmtdo ordiiir.

Si (•(iiicliiiKic (liiii(|iic i-lic si (lc\o ;i\'ci'(' |)cr ((')),,, (6)„, (^20).

ox- ' ' 3./; 3 a? ox)
(i^O),

l.c I'liiizioiii -, p, <: sdildisriiiiiMi iliini|ii(' come fiin/.ioni di .< iil sislciii;i

(icilc ;i (M|!ia/,i'iii: (linVicn/iiili liiicaii uiiiogenee (26) : lo (luuli sorio cvidcnk'-

iiiciilc iii(ii|M'ii(l('iili. CdiiH' lali, esse saraiiDO tiitte della foi-ina:

((, {X iD -""
-I h {X /)""} p'"'

-i c (.(• if")
0<"' + (/ (X if") p'<"',

dove Ic (I. h, c, d soiio riiii/idiii liiiitc c ((uiliiuie delle vai-iahili .r cd //*"',

e tt'"', 0*"', 0^"'
, a''"' iiidicaiio i salori cui si ridiicdiio Ic -, p, ';, „'

' ' ^ ox

(|iiand() \i si |i(iii,ya .r = 0. Haslci'a (iiiiiidi dimostrarc ciic le -, p. o soddi-

sraiiiio a (•(Hidizidiii tali die iiccessariaiiioiile e t;*'" = p*"' = 5'"' = p'*"' = 0.

Ora ricordiaiiHi die jxt x^O e

P„„ (<» iD = l\n «) //•"•) = Po. (0 y<°') =

(luiiidi Ic iiostre t'uii/.iuiii -, p, a doxiaiiiid soddisfare alle

^ (0 //<"') = MO r') = o

e cioo dovra essere iidauto
-"" = c"" = o. (;{i)

liioltre se x ^ x i/i^'") c la soliizione dcirequazioiie Y {x y^"') = i) dcve es-

sere identicainente P„„ (,i- (//'"'), //'"') = P,„ (.«^^ (//'"'). //"') = A,, (-^ (y°'). //'"') =0;
e (|iiiiidi pure

_ dJPo. ±Y^
,

d_J'^ lY_
dx dy'" ^dy'"' dx

3a; ay' ^8^'°' dx

le qiiali per (G),, e (0),, e (^5) ci damn)

^{x{y<'")y<">} = () }

p {x{y''") y"")=0. i

im

ill alLri lei-niiiii Ic ecjuazioiii

y {X yn = - (x yn = ? (« V"") = ^ ^^)
soiio siiiiultanee.
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A queste equazioni occorre infiue aggiungere per y^"' = la

o'<"> = n'C" = 0. (34)

Per otteiiere quesfultima si osservi die per y<"* = la x (y") e nulla : ma

d'altro canto per P,, {x (i,'"'), i)"")^0 si lia - ^^ ^^ + ^^ gT^ = "^ '^''^

d P d P (0 0)
ricordando clie per x = d''"

= () tutte le ^;- sono iiulle da —~^^—- Si
dx dy'

d P , (0 w'"')

confronti con {"21) ricordando die iJ, (//'"') = "^rm-— = '^ ^' ^^^'''^i

dy'°>

?' A -7' 0,

che associata con (26).> da appiinto (o4).

Ed ora sianio in grado di dimostrare die le -, p, c sono identicainenle

nulle. Per //'"' = cio risulta suhito dalle (31), {'6% (34). Per 2/""=|=0 si os-

servi die da (31) e {"26) segue die le -, p, i baniio la forma seguente:
f

1

X ?
,'(«) X

? = r +?'<"•* + (v. p<»» + t", p'<»') ic^

- = p<"'x+(T'3p"" + T"3p'<'"x)a;'

dove t',, t"(, t'o, t"„, t'j, t", sono funzioni Unite e continue di x, y".

Se (]nin<li si pone

Pic — -
SJ =

a;'

avreiiio

c = ?'<"' + t\ f> + z'\ p'<"' X,

e le equazioni Y==cj= p= () sono eqnivalenli per £C-|=0 alle ecpiazioni (33):

Y=-:^p = 0. Ma, poiche si lia

d{Y,^, p)

d (X f p'<"'
= X,

t=!,<">=/S<'"_,/5'<'"^-.0

0,

le equazioni Y=cj = p = ammettono una sola soluzione ris|)etto a x, p*"*, p''"*

tale die per ^'"'==0 queste quaiitita si annulliiio : ma evideiileiiiente una

soluzione di tali equazioni e

x = x (//<"'), p<"' =^ p'<"' == (J

;



allr (Icririilc pdrziali del socondo ordinc

(|iiiii(li (|ii('sta (' rniiicii snln/ioiui di esse o ilclle eciuazioiii (;>;5) che soiio loro

e(|uivaleiiti per y" l).

Ne segue che e idenlicaiiieiite 7i;=:p:=a = 0. c. v. d.

E ((uiiidi ("onipletaiiifiitt' dimostrato il leorema eiiiiiicialo iicl ii. .'J.

7. A coiiipletarc il risidtato precedeute noii sara forse inutile ricordare

die i'ipotcsi die le curve y, e y.^ uoii siaiio taiii^euti alia caralhu'istica e real-

nieute esscn/.ialc. IJastei'a a la! line csaininare uu'equazione particolare delta

o~ z
classe cousidcrala : ad eseinpio re(|ua/.iuiK' . .,

= a. La soluzione piCi geiie-

1

rale di essa e z = \
i
^ Y„x -\- -^ ax' dove ) , ed i ., sonu tun/Juui di ;/ sol-

tanto : le caralterisliche sono le parallele all'asse delle x. Ora se si licliiede

die per ir^O e per y == essa la z si aniiuUi e cliiaro die si cade in una

impossibilita se a=\=0\ nienlre se a = ii picililenia risulla iiidclciininaio.

Estratto dagli Annali di Matematica Tipo-iit. Rebeschini di Turati e C.

Tomo XIX della Serie HI, pag. 21 e seguenti. Milano, 191i.
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SOPRA U^i TEORHMA DEL CALCOLO DIXIE VARIAZIOM

DEL SIG. LL\DElJl-;Rr,.

Nota di Eugenic Elia Levi (Genova).

EsUiUtt) Jai lonu) XXWII (i<^ scm. 1914J dei Retidicontt del <Jiri'ol» M atr.tntttivit <ti l^th-rtno.

Adunanza del 9 novembrc 1913-

Si consideri il problema di trovare la curva j)'^ v(.y) che rende niinimo Fiincgrale

(1) /= r'K-^,y,yldx (.V. <.vj;

in altro lavoro ') ho dimostrato il seguente teorema relative al comportamento della

funzione

(2) E{x, y; y', y') =/(.v, y, y') — /(.v, y, y') - (y' - y')j],{x, y, y')

quando y' tende ad co:

Se in UH campo finito c chiiiso T di valori di x, y, y' sono soddisfatte le seguenti

condixjoni

:

1° /(-v, y, /) > °'

2" E{x, y; y', y') > o per y' 7^ y',

e se T^ h un campo chiuso contenuto in T — per il quale esiste tin f^^o talc che ogni

ptuito di r sia il punto di ine:i^o di un scgmento di lnnghe\xji 2^ parallelo all'asse delle

y' c totalinente contenuto in T— allora si possono determinare due nunieri positivi p_ e y.,

tali che se \y' — >''! > p,
<"

C-'^'j }S y') ^' '" ^, >
^'* '•"'

(3) £(-^-, v;/, ?)>[^,lv'-?l-

') Stii criterii sufficienti per il massimo e per il minimo nel Calcolo delle Faria:^ioni [Annali di Mate-

niatica pura ed applicata, serie III, tomo XXI (1913), pp. i7}-2i8]. In questa Memoria, redatta fin dal-

I'estate del 1912, ho dato una dimostrazione della sufficienza delle condizioni ordinarie di minimo per

I'integrale /, indipendente dal concetto di campo di estremali, sviluppando ulteriormente le idee esposte

in quattro Note pubblicate nel 1911-12 con ugual titolo nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei.

In particolare il teorema citato permette di superare una grave difficolta che si poteva opporre alia

seconda di tali Note, e che io avcvo notato poco dopo la loro pubblicazione: a causa del ritardo con

cui detta Memoria fe uscita per le stanipe, debbo riconoscere che, indipendentemente, anche il sig. Hahn

ha dovuto rilevare questa lacuna e una conscguente inesattezza di enunciate in una sua recente Nota.

Cfr. H. Hahn, Uber die hinreichenden Bedingungen fur ein startles Extremum bei einfachsten Probleme der

Variationsrechnung [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXYI (2° semestre 191 3),

PP- 379-385]-

Rttid. Clrc. Malem. Palermo, i. XXXVII (i° sem. 1914). — Siampato i! 6 iiovembre 19I}. I



EUGENIO ELIA LEVI.

Occorrc subito notare che s, si puo prendere ad arbitrio, poiche, amtnesso il teo-

rema dimostrato per un dato valoie di p,, si vede subito che il teorema e pure vero

per ogiii valore p, ^ o ad csso inferiore: basta osscrvare che per o^^\y' — y'\ Xp
la £"(.v, r; y\ y') ^ funzione continua in T ed ha quindi un minimo v ^ o, talche,

detto [J. il minore dei numeri ;j., e — , sara, per |v' — >''! > p^

,

^' '

- I
E(x, y, v', v')> i'-.\y'

—y'\-

Vorrei in questa breve nota mostrare come faciimente da quesco teorema si deduca,

e con qualche maggior generalita, un bel teorema del sig. Lindeberg '), relativo al

significato delle condizioni di Weierstrass e dl Legendre : secondo il quale bastano

gia da sole queste due condizioni ad assicurare che una curva di equazione ) = r, (x)

dia ad I il minimo valore rispetto alle curve C, che, pur correndo sufficientemente vi-

cine alia curva C, , sono tali che I'angolo delle curve C e C_ in punti corrispondenti

ad una stessa x resti maggiore di una certa quantita t in un aggregate di punti .v di

misura I^s>o. Precisamente enunceremo il teorema di Lindeberg nel modo seguente:

Sia y -= r,(x) una curva C, talc che, r e r_ indicando due numeri positivi, sia

/ E{x, y; y\ )')> o per y' ^ y'

per tntti i valori di x, y,
y' del caiupo

(5) X. ^ -^ ^ >-\ » i.y - ^'
(-^01 < '-> Iv' - ''

(0! < ^

•

Indicando con z ed s^ due costanti positive, si pud trov.ire un niunero p tah che ogni

curva C di equaxione v = ^(-"^O
'-'•''-' p^i^'- p^i" ,?'' ^tessi estremi che C^ , soddisfi alia

(6) \Y(x)~r,(x)\<'„

dia ad I un valore maggiore che C^
,
pnrche in un insieme di v.iJori di x di misura > s

si ahhia

(7) |r(.v)-r,'(.v)|>s,.

Calcoliamo infatti la variazione totale

[a/= f\f{x, F(.v), r(.v)) -/(.v, r,(.v), ,'{x))\dx

(8) { =. {";^(^> i'O^-); ''(-0, Y'{x)) + [f{x, F(.v), V(.v)) -/(x, -H-v), rXx-))]

+ [>"(-v) - V(.v)]./:,(.v. F(.v), ,\x))\dx.

Intanto e chiaro che si puo sapporre r ed r^ tanto piccoli che nel campo (>) si

abbia ancora

/v'-(x. ;> y')> o>
Co)

' E(x, y; v', _v') > o per y' =7^ v'.

^) J. W. Lindeberg, Ob^r eiitige Fragen der l-^ariationsrrcbniing [M.itln;miitisclii Aiiii-Ueii, BJ. LXVII

(1909), pp. 340-554]-



SOPRA UN TEOREMA. DEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI DEL SIG. LINDEBERG.
}

Si prenda allora come campo T il campo (5): si fissi un S^o arbitrario purche

minore di r^ , e si prenda come campo T ii campo

(10) X, ^ X ^ x^

,

1^ - r, (.v), < r, 1/ - r/ (x)| < r, - ^

;

<ed applichiamo il teorema citato al principio di questo lavoro col farvi p^^£_: esisterd

un numero [j.^ > o tale che nel campo (10) se \y' — ''/(x)! > s , e

(11) E(x, y; VCx), y') > p.Jv' — //(x)|.

Ci6 posto, indichiamo con p una indeterminata <C r, e supponiamo

|r(x)-Hx)|<p;

chiamiamo /__ I'insieme dei valori di x per cui |F'(x) — /i'(x)| > s^
, y^ I'insiemc in

cui \Y' (x) — '1

'
(-^')l ^ - , ; ^ *^ogl' stessi nomi indichiamo le lore misure.

Per la (n) e la seconda delle (9) sara

y*' £(x, F(x); V(x), Y'(x))dx

(12) />,a, r|r(x)-r/(x)!.yx+ /^(x, y(x); r,'(x), r(x)).yx

>y-, /"ir(x)--/i'(x)|^x.

Sia M il massimo delle derivate parziali prime e seconde di /(x, y, v') in (5);

sia III il massimo di •i'(x), i"(x). Avremo

03)

r^[/(x, F(x), V(x)) -/(x, y,(x), V(x))]rfx

I =
!

/"^[ >^(-v) - -^^ (-v)]/; (-v, -1 + n i^(-v) - -^ (-v)), /;
' (^-)) ^ -^U ? M(x, - X,).

Inoltre, integrando per parti, si ha, poiche F(x_) — /i (x,)^ F(xJ— v;(xJ=;o,

r'(7'(^.) _ V(x))/;,(x, F(x), V(x)).ix
J,,

= - r\Y(x)--n(x))\f;,^{x, Y(x), v(x))+/;;,(x, y(x), r/(x))r(x)

+ /;;.(x, F(x), r/(x))."(x)|<ix

= - rV(v)--^(-v))l/;.(x, 7(x), V(x))+/'(x, r(x), V(x))V(x)

+ /:.(x, r(x), r,'(x))V'(x)Srfx

- j^'>(x)-r,(x))(r(x) - V(x))/;',,(x, r(x), r/(x)).fx.
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(14)

Quindi sard

r"(r(x)-r,'(.v))/;,(.v, r(x), v(-v))^x I

<(2« + I)M?(X^ — .V,) (

+ /"(F(x)--.(x))(r(.v)- V(.v))/:,,(x, F(.v), V(.v))rfx

+ r(F(.v)-.W)(l^'W-V(-v))/;',,(x, y(x), r,'(x))Jx
• X,

^ ((2;. + I) + e.) Mc(x, - X,) + Mf r |y'(x) - r/(x)\dx.

Portando in (8) le disuguaglianze (12), (13), (14), avremo

A / >(p.. - Af p) A F' (x) - r, ' (x): ./ x -
f M,

con

M, = M[20« + i) + s,](x,-x,).

Onde basta supporre p <:^ —j^ e p < ,
,' per conchiudere, ricordando che per

ipotesi X, > s_

,

A / > O. C. V. D.

OssERvAZiONE. — II tcoiema ora dimostrato differisce da quelle di Lindeberg, per-

che questi e costretto nel suo ragionamento a considerare solo quelle curve C le quali,

oltre soddisfare alle condizioni enunciate, soddisfanno ancora ad una limitazione della

forma

(15) |F'(x)-V(x)l^i?

dove R ha un valore fisso.

Corrispondenteinente il Lindeberg puo sostituire alle ipotesi (4) le ipotesi piu sem-

plici

, ^, (
/"(-v, -oW, V(x))>o,

(16) < _-

{ E[x, n(x); r,' (x), y') > o per o < \y' — -ri'^x)] Z^ R.

£ chiaro che il nostro teorema comprende quello di Lindeberg: invero dalle (16)

risulta subito che si possono determinare r cd r, per modo che si abbiano le (4) in

un canipo di valori (5) di x, y, y' e per

o< \y' - r,' ix)\ ^ R.

Ed allora, ragionando come sopra, si deduce subito I'afFermazione del Lindeberg.

Torre Pellice (Torino), 30 settembre 191 3.

Eugenio Eli a Levi.



ESTRATJI DALLO STAT UTO. — INFORMAZIONI DIVERSE.

(KIASSUNTO in ITALIANO).

if Meinorie (o Note) de' Sod destlnate a' " RENDICONTI ,, , ctevono essere liiedlte e scrltte in italiano, a

latino, spa^nuolo, francese, tedesco, inglese. Per quelle redatte In una di quests ultlme 5 lingue, e richlesto

il'uso delta nmcchina da scrivere, tranne che per le formate. Se vi sono figure, i retatlvl « ctlcties n devono essere

•mandati da' Sigg. Autori insieme at manoscritto.

Perche possa pubbllcarsi nei " RENDICONTI ,, , ognl manoscritto dev'essere preventivamente esamlnato e ap-

iprorato dal Comitato di Redazione, L'Autore ne assume, esso solo, la responsablllta scientlfica.

Ognl Autore (socio del Circolo) ha diritto a 100 estratti gratis. Gil Estratil sono mandati al SIgg. Auiori

18 mano a mano ctie procede la tiratura del fogii dei "RENDICONTI ,, e sema aspettare che si puhblichi it fa-

isoicolo che cuntiene la Memoria,

L' Officio di Redazione del RENDICONTI rimane chiuso nei mesi di agoslo, setlembre e ottobre.

EXTRAITS DES STATUTS. — RENSEIGNEMENTS DIVERS.
(r6$Uu6 en FRANgAIs).

Les Memoires (ou Notes) des membres de la Societe, destines aux "RENDICONTI ,, , doivent etre ineditt
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Pour etre publie dans les "RENDICONTI ,,, tout manuscrit doit etre prealablement examine et approuri

par le Comite de Redaction. L'Auteur en garde, lui seul, la responsabilite scienlipque,

Chaque auteur (niembre de la Societe) a droit a 100 tirages a part gratis. Les tirages a part sont en-

voyes a MM. les Auteurs au fur et a mestire du tirage des feuilles des "RENDICONTI ,, et sans attendre que

paraisse le fascicule qui contient ie Memoire.

Le Bureau de Redaction des RENDICONTI reste ferme pendant les mois d'aout, septembre et octobre.

AUSZUG AUS DEN STATUTEN. — VERSCHIEDENE MITTEILUN6EN.
(AUSZUG AUP DfcUTSC h).

Die fiir die "RENDICONTI ,, bestimmten Abhandlungen (oder Mitteilungen) der ( esellschaftsmilglieder

durfen noch nicht veruffentlicht sein und miissen auf italienisch, lateinisch, spanisch, franzosisch, deutsch oder

englisch verfasst sein. Trifft cine der 5 letztgenannten Sprachen zu, so muss der Text, mit Ausnahme der

formein, niittels Schreibniaschine geschrieben sein. Kommen Figuren vor, so miissen die betreffenden « cliches »

von den Herren Verfassern gleichzeitig mit dem Manusliript eingesandt werden.

Vor Veruffentlichung in den "RENDICONTI ,, muss das Manusl<r;pt vom Redai<tionsl(omite geprCift und

gebiltigt werden. Der Verfasser allein aber tragt die wissenschaftliche Verantwortiichkeit.

Jeder Verfasser (Ivlitglied der Gesellschaft) hat Anspruch auf 100 liostenfreie Sonderabdrucke. Sie werden
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Sui criterii sufficienti per il massimo

e per il minimo nel Calcolo delle Variazioni.

(Di EudKXK) Ki,i,\ Iii;\i, (I dciioni.)

[NTROnUZIONE.

1. i^lella storia del cfilcolo delle variazioni, il jieriodo clie pi-incipia

coil Weieksthass e con Darboux ha caratlcre afTallo diverso dal periodo prc-

cedente. Lagrange invero, — che per il priino dnnli' lornia analitica rigorosa,

indipoiidoiile da considerazioni geoiiieli-iclic, ai pi iiicipii dc! caiioio delle va-

riazioni, ^ sviliippa il pensiero di applicare a tali probleini i nietodi del Cal-

colo Infinitesimale: egli si preoccnpa di scindere la variazione totale dell'in-

tegi'ale in parti di diverse online infiiiilesiniale, e tale spezzaniento otliene

col considerare le vai'iazioni prima, seconda, lerza, ecc. : poslo ipieslo I'oii-

daniento, Lagrange slesso ed i nialemalici che lo segnono, in speciale niodo

Ijogendrk e JACOBr, iion fanno che slndiare con convenienti trasforniazioni

f[ueste diverse parti della variazione totale. Ma I'osservazione di Weiehsthass

suite variazioni forli delle fnnziorn' rese evidente che lo spezzaniento della

variazione totale nelle variazioni degli ordini snccessivi, noii e snflicieide

alio scopo: ed i nietodi di Weierstrass, sia nella lorQ forma primiliva, sia

in cjuella di Hilbert-Beetrami, sia nella veste geometrica di Uarboux e

ivNESER, consistono nel trasformare diretlamente, e con artilici elegantissimi,

la variazione totale.

Pero mi pare indubbio che il concelln direttivo dei mateniatici anterioi'i

a Weierstrass, come quello che piCi direttamente si connetle colla concezione

inlinitesimale, rivesta un carattere piu generate: I'obbiezione di Weieksthass

richiama solo la nostra attenzione sul fatto che lo spezzaniento della varia-

zione totale nelle variazioni dei snccessivi ordini non e il piu adeguato per

scinderla in parti die siaiio di diverso comportamciito iiifiHlteshiiale qttaiido

si faccia teiidere a zero soUatito la i>iassi)iir( distaiiza dei ptDiii della curva
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variola dalla cnrva die si coiisidera, e uoii si faccia coiiteinporaneameiiLe

tendere a zero rangolo delle tangenti. Onde — pur facendo astrazione dai

numerosi casi in cui il concetto di caiu})o di estrciiiaii, die c foiidamonto delta

trasforinazione di VVeierstrass, iioii piio ajiitlicarsi -— mi |)are clie lo sforzo

di ritornare at concetto direttivo di Laghange possa essere stiniato utile: spe-

cialmeute poi quando si voglia, come pare tendeiiza dei contemporanei (*),

considerare 11 Calcolo delle Variazioni come un capitolo di un futuro Calcolo

Funzionale.

Ill alcuue Note (**) lio mostrato appunto come, modificando leggermente

lo spezzamento della variazione lotale, e mediante trasformazioni sostan-

zialmente identiclie a quelle usate da Lagrange, Legendre e Jagobi per la

variazione seconda, si possa provare la sufficienza delle ordinaiie condizioni

di minimo deH'integrale

j:
f{x,i,,n'),Jx, (I)

senza far uso del campo di estremali: gia in quel luogo avvertivo die la mia

dimostrazione si prestava a trattare molti casi in cui il metodo di VVeier-

strass e in difetto. Mi propongo di riprendere (juello studio in questa Me-

moria.

Nel Capitolo 1 riespongo la dimostrazione per I'integrale (I), senq)lifico

i calcoli usati in cpiei lavori i-endendoli insieme pin facilmente genei'alizza-

hili; inoltre conqileto la dimostrazione sopra nii punto assai importaiite clie

poteva soUevare dilficolta. Aggiungo brevemente come si debba niodificare

il procedimento ipiando uiio od eidrambi gli estremi sono variabili.

Nel Capitolo 11 studio delle condizioni sut'flcienti per il minimo (o per

il niassimo) di un inlegrale della forma

rfix,y,y\...,ir)dx (p>l). {''2)

J .r,

E uoto (***) clie (|ueslo )ii'ol)l('ma e uno dei pifi scmplici li-a (pu'lli clie

sfuggono alia teoria di Weierstrass. Invei'o la teoiia di \Veiei!Sti!Ass, al-

(*) Gfr. ad OS. Hadamahd, Lfcoiis sitr le Calciil <hs Varidtiniis.

(**) Suite coudisioiii sii/liciciiti per il minimo iicl ciilcnlo (telle Variazioni. liciHliroiiti della

Tt. Accaderiiia dei Liiicci. 4 Note nel vol. XX (^.o sem. JOIl) o XXI (l." si'iii. I'.Hil).

(***) (;fi-.ZunMi;i,(), Lfntcrsiichiiiinfn iiher VHriatioiiareclnmiiij. DissortazioiirdI licrliiio, 1894.

Hadamahd, Ioc. cit., Cnp. \' del liliii) III, pa^. ioS t\ ss. Ivnuskh, hclirhiicli tier Viuialioiis-

recltniiny. Cap. VI, pa;;. 193 e ss.



per il nianNhno e per il niiiiiiiio lud Calcolo delle Variazioni.

meiio allu stalo alliialc, serve a (rovari* (iiiainio I'c.slieiiiale (i di ciniazioiio

y = r,(x) da all'iiitograle (^2) il valoic iiiiiiimo rispelto alio curve X <li e(|iia-

zioiie 1/ = y (x), die pei' uii valoic coiix t'liiciilemeiitc piccolo del iiiiineto r

soddisfaniio alle disiiijiiauiianze

|y — r,|^r, |y' --/I'l^r,...,
|

.//'-' — r/"-'
] ^ »•; (:5)

e noil g'ia - come si dovrehlie fare ove si volesse 11 caso veraiiieiil(> analogo

a! miiiiino forte deirordiiiaria leorla — (iiiando per le £ si ainmetla solUinto

dl potere iiiipoire dl soddisfaie alia prima delle precedenti disugiiaglian/.e.

Kiservandoiui di disliiiguere piu precisamciile iiel n." 1 del (^ap. II i varii lipi

di miiiimo possihili per Tiiitegrale (52), diio ipii sollaiito cIk^ la iiuova dimo-

sirazioiie permelU; di spiiigere la ricerca aNpianIo piu avaiili, e di Irovarc

coiidizioni sulTH-ieiili perclie d dia il miiiiiiio rispetto alle curve X die sod-

disfaniio alle limila/.ioni

y - -1 1< '•, (•'»)

dove r e un nuuiero convenienlemeiite i)iccolo e ,v, e uii iiumero iiiiilov^rc-

fissalo anclie arhitrariamente grande. Non mi e riuscito di togliere la con-

dizione (4): iieirullimo iiumero moslro su esempi come (|iii si prescnli inia

difficolta di iialuia in cerlo modo nuova: e precisanieule come, ([uando per

le curve variale X si voglia togliere la condizione (4), occorra certameiite

introdurre per (3- delle coiidizioni di tipo diverse da (luelle die soiio ordiiia-

riamente note (luali coiidizioni siifliiMciili.

CAPITOLO I.

,:r..

L'iiitegi-ale /'(.«, y, y'jdx.
.' a-.

1. Posizioiie del prolilema. Sia assegnato rintegrale

e si suppoaga die in una cerla regioiie R del piano x y c per lutli i valori
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finiti (li y l;i fanzione fixyy) sia, coUe denoniiiiazioui di Bolza (*), di

classe C": iissati in R i due punti P, =(x-, y,), P.,^{Xnij,} si indiclii con d

I'estreraale die congiunge P, con P.. : sia

y = -n (x) (2)

la sua eqiiazioue, e si suppoiiga die d cada in Jl. Indidicrenio cullc lellere

gredie 9 (a?), 9', (cc), 9',, (;»),... i valori di f, /',, /'„,.• calcolali (luando |iei- //

e //' si nieitano r, (.r) ed r,' (;»): la "a soddisfa Tecpiazioiie di Eulkho, die con

lale notazioiie si scrive :

j^ 9',,- — 'p'» = '?"" "" -i- "p",'/
'''+ ?".'" — ?'.» = ^

;

C'^)

onde segue die qualuiH|ue sia la Cunzione "C(.r) di classe C si ha

I

''

(9'., ( + 9V (') dx = 'C {X,) 9V (.r,) - •( (X,) 9'„- (.r,)

;

(4)

(•lie se 'C si aiinulla negli esli'eini di\iene

""(9V: + 9V"CV'a' = 0- (5)

Iiididiei-eiiio con £ una cufva vaiiala (|ualun(|ue die cada in /.' e passi

per P, e P,, , sia

y = y (x) ^=
-A (x) -\- s (x) con s (a?,) = s (fl?^) = (6)

la sua, e(piazione : sappiaino die, volendo sliidiaie se d da ad / il ininiino

valore rispdto alle curve di classe //, ci si |iuo liiiiitare a considerare il caso

die £ sia di dasse C" od aiidie sia analilica (**) : cosi iioi t'arenio nel se-

guilo per maggior semplicita, sebbene nessuna dilficolla essenzialc porlerebbe

I'adoltare senz'altro ipotesi piu larghe.

f. Trasformazione e partizione (lella vnriasione totale. Iiididii ?( (.») una

soliizione ddt'cMpiazione di Jac.oht :

(*) Boi-ZA, Vorhsuugen uber Variationsrcchiiinitj. Piig. ^'^ e ss.

(**) Boi.zA, 1. c, \M\f;. 8") e ss. ; Haimmai!!), 1. c, \)i\g. 51 e ss.



per II mosfiimo r. per il iiiiiiiiiio in-l Calcolo delle Variazioni. 5

e si .su|)|i(iiiy;i X laic; clic si iililiiii

z (x) = n (x) z, (x), (H)

^, (.») esseudo una (nir/.ionc di classt^ 0" iwi liatlo (a?,, cr.>): ciu avverra seiii-

pi'c, (nialuiique sia X, (juaiiilo I'oslieDialc li soddisfaccia alia con(Hzlo)ie di

•Idcobi iiel tralto (it*,, a-o), pdiclii' allora esistc una sokizioiio di (7) soinprc =0

ill (.r,, ti's); basla ijrciidci'e \w.v ii (x) laic soluziuiie, e porrc r, (,»•) =
n (x)

E nolo clie si lia per (7), (pialuiupic sia '(, ridcntila

d a?

_d_

d X
Vu{f",„yn+f",/:H')

(••>)

da riii, poiiendo "C
= s,, e ricui-daiulo clic ^, ?t = s si aiiimlla iie^li csLreaii a;,

ed X.,, si avra, integraiido tra x, e ic„,

a,';,. z"-+<i '/'„„ s ;;:' + (p"./. ("2 r, ;?', i* u' + ,-= n'^ f? X = 0. (10)

E |)Ossibile, cio posto, dare per la variazioiie totale uiio spe/./.aiiinilo in

parii di diverse coni|M)rlanientn iiilinilcsiinalc die sara foiidaiiM'iilalf per il

seguilo. Poniamo come al soldo

E{x, ir, I)', u) = /(«, >J, U') -/(•'•, !h !)'} - {'J- II) f. (A V^ II ) (11)

Per (6) e (8) avreino suliito rideiilila

M
rdCo

/"(•«, V, u) — ? d x

E {x, u ; r' + z, «', y') d x +

f{x, !/,
({ 4- z, n) — + -', (( ('„ (x, y, -/i'

H- z, a

im

d .<•.

(*) Cfr. BoLZA, 1. c, png-. 04. formula (KVi (in nota). Questa noii t- altro die I;i formula fon-

(lamcntale per la forma data da .Iacobi alia trasformazioue di Leoknuhe della variazioiu-

seconda.

2
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Ma per la foriimla di T.aylor si ha

\
(13

COa

3!

\

I

i«t

(14)

ill queste formule le /"" e le /
" iiidicano v;ilori delle derivale terze di f cal-

colati in convenienti punli della forma

(d?, VI + 9 s, if, (! -f- (i 5, n') {x, r, -j- 6 2-, ?(, r,' -1- s, tt') (15)

con 0<¥<1, 0<9<l.
Sostituiamo le (13) in (12), e ordiniamo per le potenze di s, e 2'i;e fa-

cile vedere che i due integrali che porlano siii termini di primo e di secondo

grado, sono identici rispeltivamente airintegrale (">) ovo si ponga "C = ?, e alTin-

tegrale (10): onde sono ideiiticamente luilli. (Josicclie inline si avra:

A 7 E (*', ij ; % + z, H, y) d x^
\

(a, z\ + 1., u z] z',) d x. ;1G)

E questa la fonnnla cercala: niostreremo iiei nnmeri clie seguono, come,

almeno sotto certe condizioni, il i)riino integrale diviene intinitesimo di ordine

inferiore al secondo al tendere a del massimo di\?: onde esso rappreseiita

la parte principale di A/(*).

(*) Puo iiileressarc il conri-orilMre la (Hi) eollo spezzaiiu'iilo ili A/ cui poilrivlilit' il iiic-

loilo (IcIIp variazioni : pel' essu si avi'ebbe

A/='5«/-|P (lovf SU-('''S"-fdx, P= r''(A,?; + A,??c', -f A, ?, -'; + A<3'»)rfa-.

L'osserva/ii)iif di Wkikrsthass coiisistc essen/.iahncnlr iirl r,-ir iidlaro clic talc parlizioiic t'

inadcfriiaUi, pci-cli(' in P cntraiio ))oi-liiio termini in :;'i die non i' all'allo detto che tendano

;i zero (|naiul() t<'ii(l(' a zero s, e iu>h ::\. Analojia alia (ireeedente e la (10); nia nel primo

iiilegrale di i|uesla compare la tiinzioiie Kin hiojio della S- f: elii eoidViinti la I'unzione K
eolla S' f, si persuadcra I'aeilniente ehe eio equivale ad agjiinn;;cn' a S' /, nd lormare la pai-te

principale di A/, la [)aite di P dipendente da s, z'\ e s','.



2}Cf il iiia^-.shiio c prr it niiiiiiiio iirl Citlcolo (telle Variazioni.

3. I'liiiio IcorciiKi .snilc coiitli-ioiii sii/}irir)ili : Id ;/' deilc nirrc vfirlnle

renin ill III) (((iiipo /iii.ilo. Iiicoiiiincicrcino col ciiso |iiu s('in|)lic(>, in ciii si

voglia esaininarc so (SI da ad / il iiiiiiiiiio valoie ris|)('tlo mIIc ciiivc £ piT cui

\y'--n'\^?,. (17)

E I'acilc iiioslraif ciie sc ,•^0110 suddlsptlle Ic .sefjueiili condizioni:

1." (i
<p'V-

= r/- '^S
'1 (»), -I'ix) >0 {coiidizionc di Legcndre),

2." e E(x, -n; r', /y') > per x^^x^x.,, <
|

y' —
-/i' j ^p, {condizione

dl Weierstrass),

:{." il piiiilo x\ roiiin(i<d<> II desira dl .r, ser/iie x., (condizione di Jacohi),

si piiii Irovare nn r tale elie cJ dii <id I il miiiiiiio valore rispello (die curve,

varidle £ per P, e F„, per cui

\ij — -fi \'^r If'
~ r!

I

^ p, (*).

I'rrmcLtiaiiU) aicuiii Iciiiiui.

Lemma I. Se '(,{x) e luui fuiizioue iiidhi in a u in b, « deriraht liiiiitald (**)

in (//., I)} {(I ^ b), si lid

(h — af
C o £C := A- (,' d X A = -.—-

J a J a -i

(IH)

lid'alli, siipposto j)er cs. :

'(
(rf) ^^ si ha per hi hninula di Schwakz:

C' (•»") = '(,' [x) d x\ r=(x — «) 'C'dx; e qiiiiidi i)ei- hi formula, di Di-

iiiiiuiaoT (***)

'Cdx^i {x — d)dxi 'C'Ul)'ll = i '(,'Ul)(ll\ {x~a)dx =

1 (
{b — a)' — (x — a)'

(b — ay
2

i'dx^ Sf— C'dx c. V. d.

(*) K nolo die (iLicstc I'oiidi/.ioiii sdiio pure iieeessurie, .-iliueiio [irese in seiiso h'irgo.

Cfr. IJoi.zA, [. cit., pag. I'ifi. Lindebkhg, Math. Aiuialen, Bd. (SO (1904), pag. 334.

(**) E quindi integrabile insieme col suo quadrato almeuo uel seuso di Lebesgue.

(***) La forinula di Dirichlet consiste essenzialiiiente uella formula della riduzione di un

iiite^rale doppio ad iiitegrali sniiiplici : e quiiidi qui vale, ]i()iciu' etfiste riiitcgrale doppio della

fuiizione {x — a) l^'^
(?).
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Lejima II. .Ve//e stessc ipotesl si ha

\Q(, \(lx^ h,\ Q- dx /v , == / (19)

Basla osservaro die |

'C'C
!

r^ ^,- ("C" + C'), o applicarc la (IS).

Lemma III. 8e 'C(x) e iiiKt fiuizione a derivata Ihiiihifa /;;,(*•,, x.,), nulla

ill x^ e ill a?.>, e si suppoix' ad es.: x^^x., si ha

I"" -Q dx^K' r •('- d X {% K' = (^1^^
)

•'- •^•'' '
(20)

\l\x:i\dx^K-]ydx, ;,^, ^ o^-^)! + 8
.

j

Siao^'j il i)UiiU) medio di (.r, x.,): v si appliciiiiio alia riiiizione "(
i lenitiii I e II,

preiuiciido come intervallo (ah) prima {XiX^), e i)oi [x-^x.): si ottengono su-

hito le ("20).

Cio posto, veiiiamo al nostro teorema. Per 3.° esiste una soluzione u{x)

dell'efpiazione (7) linita e coiitiiiua e =|=0 in (*\a\,): possiamo supporre it>0,

e precisamente
<Ziii, -^ a -^ III..

,
n'

!

^ Ills

.

(21)

Come si osservo, si piio alloia, (pialmique sia la ciiiva variala c£, tare la

posizione (8), e dare alia variazionc totale la Forma ( Ki). D'altra parte, se

noniamo

/.-, 77' „W^_h, {X, //; //, //) = —,-,__ , .
per // - // i

E: (•*, .'/: U', !)')=
,2

/"'../" (*^'' .'/' //',)'

)

e iiofo die la riiM/.ioiie E, (,r, i/; y\ y') risulta definita come fmizione continua

<'' •*"> .'/; U'! U > aimeno tiiielie x, y e in B e //', y' sono finite. Le ipotesi 1." e 2."

ci dicono die E, (.r, rr, r'. y') > per x, r^x ^ x.,, I
y' — r,'

|

r= p, ;
per la con-

tinuita si puo dniMjiic Irovarc Ire iiumeri positivi /•,, r.., [j. tali die jier

x.^x^x,, \y — -n\^r^,
|

y/' — r,'
| ^ r„, ly — -/I'l^p, ,

(*) Quesla prima foi-miila (" di IIahamaiii) (I. i-it.. paij. S.Ti-S.'i')) il (pialcda anzi jir-r A" il

valorc '- '—„-'
, clu^ c iniiiorr del lu-rccdciilc, c rlic 11116 t'sscr n'alinciilc rafztriunlii. Ho i-i-

pnjdolto (|ni, dalle iiiic cilatc Note [jiiicee, la prcsciile diinoslra/.iniic cliiiicidarc |ii'i-clir> dci

lagioiiaiiieriti (jui Iciiiili rarcmo uso piii oJtrc a! n. 0.



per il ni<(s.siiii() r per il iiiiuliiio iicl Cciicolo detle Varidzioiii. *)

<\ii s('in|>|-('

/-;, (.r, //; //', //') _^ M. m
III, r.,

So (iiiiiidi, iiidicaiiild cdii r iiii' indclci'iiiiiialu ^ r, •; i^ —'

—

- ' suiimo-
'

'"a

iiiaino
I

3
I
<; r e (iiiimli i s,

I

<— :^—^ > avreiiio per le {"II) o (i2i2),

E{x, ij;
r/

1 3, u', if) = Z^,', (.r, //; rZ + s, n', //') /;tt= ^ (/. w'i s';;

C (|llll|(ll

E{x, y; -h

J .'1

-\' s, II, ij') (I x =i y. in'i z'\ d X. ("2i)

D'alira parU", sc cliiaiiiia.iiu) ^1/ il niassiiiKi dclle dorivale Iei7.e di f\x u ij)

per u;,^a;^x„, jy--'';
|

^r,,
|

y'— "n'|-<r,,, i cocfficieiiii J"\
/'" dollo a, e )..,,

dale da ( I i-), (I")), saranno se \z\<^r, inlVriori a M: e (|iiiiidi per (51) si avra

\ |< .! ,
.V {Ml, 4- )»»)^

1

>..- I< il J^/ (w. + "'3)'-
;!! 3!

Oiulc per le (50), (51) avieino

)i , z\dx <f(,M. + »,.)^^ s'; f/ .*; ()/*,,+ »(,) ' K ' r z'\ d X
6 III-

1

"A, ?f z',z\dx\^\
I

X, .! s, s', \dx^ -{ in, + lit,)' r\'
\

.s, z',
\

d i

.., I J .r, -^ .1 .r,

ZiKi^ (55)

M
^ (tWo + h;-)"' /v", /•

^'f r/ X.

Le (54), (55) diiiidsliaiM) rlie, iiell(> ipnlcsi del noslro teoi-eiiia, eri'elliva-

meiite, come si era, delto, il secondo iiile^i'de di (10) diveiita iidinilesiiiio di

ofdiiie superiore al piimo (juaiido r leiule a zero: e poiche il priiiio e i)()sitivo,

tale sara pure ^ / per /• sulTieieiileiDente piccolo. Precisaiiieiile da (Hi), (55-)

e (55) si ha

4 /> {u. Ill] — r i/', ) ,s'; d X

H\
() 111.

(ill., -\- fi/;,) K' + 3 K\ III,

'56)
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Onde basla supporre die, ollfo allc ilisuguagliaiize rr^r,, r i=
III,

r soddisli puii' alle >'<^-rp^ perclie sia a/>0: c cio diinoslra il Icoioma.

4. Osservazioni snU'c.ftciisione al caso geiierale. 11 precedenle ragioiia-

ineiilo lion si pao ,scii//altro applicare al caso generale in cui la curva va-

riata abbia inclinazione qualunque [)ei' la .seguente ragione: dalle ipolesi 1."

e ^." segiiira ancora die E; {x,rr, r,', v/')>(), nia poteiido ora variare //' da—c»

a +<sj, lion si potra piu dedurre la (53); o tale disiiguagliuuza non si piio

neppure dedurre ove Tipotesi 2." fosse, come si usa, sostituita dall'altra

E{x,y; y\y') >0 per tiitti i valori di y e y' sufficientemente prossinii a r, ed r,'.

Perdie cpiindi si possa Irarredal jirecedente ragionaiiienlo (pialdie condusione,

converra jiroprio porlare la (23) tra le ipotcsi del teorema: si avra cosi die:

.S'e soiio soddisfatte le segiteuti coitdizioiii

:

[." csislono tre nnineri posUlcl r, , ;•.,
, [j. lali die per jl\^X:^x.,,

\y — f\\i^'i\, \y' — W
I

^ r., sia E, (*, y\ y', y') ^ -x,

"i." il pnnto x\ coiiiiifjafo di tf, a destra segue x..,

si pHO Irovare iin r^i\ tale die d dia ad I il iiiiiiiiiio rispello (tile riirre £
lirissaiili }tcr P^ e P., per cui \y — •«

|

^ r.

K alia I." si puo aiidie sostituire Taltra, apparentemeiite nieuo reslriUiva,

die esi.sldiio duo iiuineri posiliri r. e ;a, tall die per a", ^x ^ X., \y — 'fl
I

^ »'i

nia E, {X, y; r,', v/')2s:p., (*).

(*) Invcii) proviiimo clic da (|iiesl.i coiulizioiie segue che si piia (loleniiiiiare im r., lale

die valga la 1.". Fissato arljilrariameiitc iiii r,, sia J/j il massiiiio valore di /".'/'(''. ,'/ ,'/')

|i(M- (x u) ill li, \if' — yi'\^r^. Si coiisideri ora Ki(.r, y: n', i/'): c si distiiigiiaiio due casi se-

coiido che e \y' — si'l^Sfj o |iy' — v'l^'ir^. Nel caso in cui [i/ — v'l^^'.lr^ si puo ragionare

come nel nuinero precedenle: Ki essendo Cunzioiie contiiiua, e le varialiili variando in uii

caiiipo tiniio, da A', (.r, ij; >i', (/')^ f , sesiue che, fissato uii ,!/<;;/, : ad es. : j«
=c^, si ]iu6 dctcr-

niinai'e nil )'.^ tale che, per
|

)/'— >i'| <)'._,, \ij'— »i'| ^ .') j,, sia /?, (.c, (/ ; //',,7')^ft. vSe |//'— >i'| >> .'5 rj

si chiaiiii )".. un iiunicro < /j e < y\/- : poiclie J: ', ={ij' — i/) i"'i'(-''- 'I- '/') ^^i '^vra
6 M, () IJ



))cr 11 iiKisshiH) e per il iiiiniiiio iicl Galcolo delle Variazioni. 11

(hiiari;i U

Talo Icoicmii iioii t- pcru soddisfacenic, iicrclie iioii serve a riconoscere

clio d ila il iiiininio in Inion luiinci'o di casi in cjii la cosa risnJI.i dairnr-

iiria. (losi so i =
\

G (x,y) \/\ -\~ij- dx coii 6' > 0, si vode siiliilo

clic A'l (cndo scnipro a zcrd col Icndcrc di //' a (x-: ondc non risnllano s(«l-

disl'allc Ic picciMlcnIi condizidni; nicnlic <• nolo clic ogni cstromale da elTel-

tivanicnlc il niininio (|uaiid() soildista alia coiidizione di Jacoiu (*).

lAIa \)\w hasandosi seiiipre sulla (Ki) si puo giungcre a ritrovare proprio

rordinaiio icorcnia; occoi're pero dinioslrare iniianzi tuUo alcune pi'oprieta

della liniziiiuc K (.i\ //; //', //) ([iiando //' Icndc a a., v coniplclari! con niiovi

Icninii (|uelli del n. -'!." Cio fai-cnio nci n. •") c (1.

5. Sul coiiii)()rt(niiriifo tJl K (x, vy; //', //') (/Kdii'lo >/' tende a rv. Diiiioslriaino

clie se ill lilt cainpo fiiiifo c chiiino T di calori di x, ij, 7/ soiio .soddisfalte le

coiidizioni seguenti

1" E (X, y'
; //', u')> per 0<\y'^-y\,

per ogni fiisteiiia di valori di x, y, y' interiio a T, la E{x, y; Ij', y') diriene

infinita di priiiio ordine aluieno per y' teiideidc a oc. con niaggior geiicialita

e precisioue diciaiiio clie, nelle dette ipotesi, se T, e uti campo cliinso coide-

nuto in T, — per il quale esiste iin 5 > tale chc ogni pitido di T, sia il pnnto

di mezzo di n)i segmenio di lunghezza 2 S, paraUelo all'asse delle y', e lolal-

mente conlennto in T, — allora si possono determinare due mtineri posiiivi

y' iiiilicaiKlo III! v;il()i-(> li-a »' e ;/'; ora per
|

(/' — l' I < ''"2 '"'

I

.'/

'

I F' — » l< ''"j < '3 :
oiido:

- .'/'
I
> 'i r, , e
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p, e LI, lali die se \y' — y|>pi e {x, ij, y') e in T, si Iia

E (x, ji ; 7/', y) > y.,
j

y' — y \

(*). (57)

Facciamo lendere aiizitiillo y' a-j-oo; poiche T o (|iiinili T, sono iiiiili,

y' —
Ji'

(la Mil forto iiuiito in poi ("' jmsitivo. Considciiaino il limil<> iiil'e-

ore (li indeteniunazioiie di —^V'^^^.,^^ per // = + cx> : lim y -LJ
•' '

;II

n —y '

,;-=+oo 2/ — 2/

e cliiamiaiiu) v e v, i viilori di esso secondo die !)eiisiaiiio {x, y, y) variabile

in T o in 7",: per la condizioiic 2." e v, ^v^O: il nostro teorenia si puo

eiiunciare dicendo die v, >>0: basla quindi provare die non puo essere v, = 0.

Si ricordi senipre die T e T, sono canipi finiti, die f{x, y, y) e finila

e conlinua in T: si avia uiiiforineiiiente in T

lim -—r^=l, Imi / ^'
•'—

^

=U;

onde, per la deiiniy.ione di E {.r, y; y', y), si avia rnyuaglianza

,. E(x, y: y\ y) ,.
lim ,• -, ^ ' = lull
,—

r

V — '/ l/'=+00

/('g- II, II')

y
/"../ ('^^ y» y') (28)

V c V, sono duiKjue i valori del secondo ineiiiliro di (:28) jier {x, y,y') v:iria-

liile in T o T, rispelUvaniente.

Sia Y il iiiiiiimo di /"'„- (.r, //, y') in T: per la condizioiie 1.'' sara y>>0:

e se i punii ;*•,, ;/,, Tf, per ciii y\^y'^y\-\-^ sono di .7', si avr;i la disn-

Hiiaulianzii

(29)

Cio posLo, si sn|)po)iga v, =^0: per la definizione del liinile inferiore lii

indeteriiiiiiazione, |(reso il imiiiero '\jy^I>Vi=**, e lissato uii li arliilraria-

niente graiide, si jiuo Irovare iin sisteina di valoii (,<',, y,, //,, y\] (ale die

('*) Sp T, ("' nil |iiiiilo iiitoriX) a 7'. (|uc.sto li'orema si riiUii-c nl Icorciii.-i ciumciato sopra.

iM;i il sccoiulo Loorema v. |)iu tjeiierali' del pirw'di'iilc, in (|uaiilo la coiulizione imposla a

'J\ lion i)orla clio csso sia tutto di piiiili iuterni a T. clir aiizi inio conleiiorc pimli dol coii-

tonio di T; vd iiioltre o piu prec/so in (luaiili) r(|iiival(' ad ciiunciarc clu' E(.i-/j: 'y' y) diviciic

iiitinila di l.« ordiiR" Hiiiformemeiite :\\ variarc di (•ji'y'} in 'J\ .



2)rr il iiia.s-siiiio c pci- il iinidiiio iiel Calcolo delle Variazioni. ^1

{X,, //,, //',) sia .li 7',, .//', > /. die &M^lii^^ _/;, (x',, /y,, //,)<'(/• IVr

le i|)()lesi liillc sii '/', d pci- {"lU) saii'i (liiii(|iie

il 1
-

(juiiidi, asscgnato iiii /> .niaiide a piacere, si ])u6 Irovare uii sistema di

valori (,/;,, //,, //',
1

'^, //',) lale die sia y', >2?,, (a;,, y, ,
y', ^- S) in T, c die

^""''f'^''— fV(-^., .'/n y\+h<~^^-- Ne segue v--l/<(), il die,

come si vide, e assui'do.

Diinque iioii puo essere v, :=0.

Analogameiile si osserva elic ([iiaiido // Iciidc a — <yi), il nostio tcoroma

e(|Uival(' ad asseiiic die u Inn —\_^^__^__^l i),.]. [x, u n ) varialiilc in /, c nii

//
^— oo •' •'

luiiuero v'|>(): e la diiiioslrazione si la in niodo |)L'rrellaincnlc anaiogo al

precedente. Risulta cosi I'asserlo.

6. Lemmi. Andiaiiio oi-a a coniplplare i ieiniui i\f\ n." 3.

Lkmma IV. Se 'C {x) b niui /'iniziniic a dcrirdhi liiiiilulii in (a h)(a ^ h),

nulla in a o in b, si ha

\'(,\(l x:^(b^a)\ \'(f\(lx.

'C'('.}<nInfatli sia ad es. "C (nr,) = 0. Sara \'C{x

cui segue per il teorenia di Diiuchlrt:

(30)

I

('(;) id;; da

I

'

\'C{x)\dx,^\ dxi' rC'(;)| dl-^\'{b — x}\'C'ix)\dxt^(b--a)\ \'C{x)\dx

die e la (30). Analnganiente se "C(6) = 0.

Lemma V. Sici C una fimzioiie a derivafa limitafa in (ab) {a ^b). nulla

in a i)i b, e .sia sempre |'(|<;«: se diridianio (a b) in due iiisictni niisiira-

bili complementari /^ e /, , si ha sempre

i'r'dx^Ki 'C"dx + KA \'i'\dx ]

(31)
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Sia sempre, per fissare le idee, 'C («) =0. Si definiscano due funzioni "d e 'C-,

colle condizioni

(, (a) = 0, "C'l = "C in /_, "C, = in /_, ;

C,(a) = 0, "('. = in /^,
•('... = ('

ill X,;

sara 'C = "(, + "C,. Cio posto, si ha 'C = ("C. + "C,)-' = "C? -f 2 "C
"(„ — 'Ci, quindi

,•6 r6 rb

J a J a J a

Ma per il lemma [ si ha

Ci </ X -^ K C'l d X = K '(' d X

;

per il lemma IV e per Fipotesi |

'( { << a e

( K 1-2 dx ^ 3 f \'CC,\dx<'io,\ \l,\dx<^<x (b — a) f | "('. \dx--

= kA \-C'\dx.

Da (33), e (33)„, sommando, per (32) si deduce (31).

Lemma VI. Nelle stesse ipotesl del lemma V si ha

I

\'C,'C:\dx<:KA l'"-dx + K,\ \C\dx

,, _ (h - a,y + 2 ,..

(32)

(33),

133),

(34)

:(6-fl.+ l).

1 .v.
Tnratti e TC C 1

^ "2- ("C' + "C";), quindi per (31;

I

\'a'\dx
^z •'/ J - .' <i -^ ^'/

-" Jx -" .';fi

D'alha parle essendo j

"( j
<; a si ha

r |a'!da;<a( i(:'ida;.

iC.

(35),

(35),



per il iiKi.'isiiiio ( pir il minimo iicJ ('(ilrolo ilclle Variazioni.

Dalle (35) soiiiniaiido segue (34).

l.KMMA VMI. Sia '(, mm funzione a derivata limitala in (x-, ccj) (i»i << ic..-)

iiiilld ill ,1', c(l in -x.,, (' sia srmpre \'(,\<iy.: se .si divide {x^x.,) in due in-

Nieiiii coniplemeidari misiirabili j^ e /, , si ha sempro

C"0 dx^ K '

(
('' d X 4 K '..

I I
"C

I

d

X

]

\''\U-:\dx^K\\ I'Ulx+K'A \'(,'\dx
1

dooc K' e /v", soiio gli sfcssi die nd Iciiniin 111 <

(3(5)

K', = ^{x,- X,) K',, = y.
f
"^^^ + I (37)

Questo loinma si deduce dai due precedeuti conic il Iciniiia ill dai

Icmitii 1 e II.

Aggiunjiiaiiio a ([uesti un leiiima clie ci verni utile solo assai piu in la

per il problema di iniiiiaio cou eutnuni)i gli estreini luobili:

Lemma VIH. Si mantenfjnno per 'C tnlle le ipotesi dei Icmmi V e VI tranne

quclla cite "( si (Din nil i in, a o in h: si ha allora

d X

dove

I

'C'dx^^2'C(b)(lj~f') + J'^"i 'C"dx + K",\ I'C

I
VC "C !

d X ^ ('
{b) {l> — a) + /v ",

I
'C d x 4- K",

( | "C |
dx

K " = 2 7v = {b — af K ", = 4 7v, = S7.[b~ a)

(38)

K'\ = (b — ay + 1

2
K", = y. 4 (b — a) -t- 1

(39)

Invero si ponga d^C — "( (^) sara (,(?i)==(), "^ = ";' e poiche
; "C j -< k

sara j?^i|<;2 5:. AC, si puo applicare il lemma V, ponendovi i2 a In luogo

r-^ K r̂ (b) avremodi a: ([uiudi osservaudo clie 'C = {'(,, -^'C {b)\ ^2
,•6 rb

+ '2k\ 'C'dx + ^2Ay.(b^a)( \'C\dx

die ecjuivalc alia piima delle (38).

•' K
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Per niostrare la seconda dello (38) si osseivi clie ragiouaiulo cunie nul

lemma VI, si lia

IVldx
1 I r" 1

'

/. - X - .' " - '
/.

K"
,

I
i I' y.^ -Q (h) (b - a) + ^-^ + -^11

r- dx + -^ K",
I

\-::\ dx.

Ma vale aiicora (^o);: soniinaiitlo ijueste disuguayiiaiize, si oLtiene (luella

cercata.

OssKKVAZioxE. f lemiiii V, Vl, VII compreiidono i lemini I, 11, 111; hasta

fai-e / ^ {a, b) e per x, prendere Tinsieme nullo; devesi peio notare die (luelli

sono dedotti seiiza supporre I*C|<a. Analogamenle dal lemma Vllf, ove per

/_, si prenda riiisiciiie iiullo, si iia

(38)'''^
I

' I' dx^-2 V (b) (6 - rO + A' "

I

''

l" d X
j

I

''

I
'C 'C

i

d X ^ ''.:- (b) [b - a) + yv ", f 'C'-' d X,
\

.'a J a I

e tali ronnule restano vere aiiciie t'aceiido aslrazione dall'ipotesi |?^|<;«.

7. Secondo ieorciua siUle coiidizioiil su/fwleiUi: caao jenerala. Siamo ora

ill giado di' dimostrare assai semplicemente clie se I'arco P, P., delVestrc-

male vi soddisfa (dir rotidizioui scgitciifi

:

1." (f)"^^.,. = ^'\^.; (x •/)•/)') >0 (roHilizioiic di fj-iiciidrc),

2." cfiisloiio dii.r iiHiiK'ri r, e i\. Utli rlie per

a?, ^x^x.., \y — '1 v/'-Vj^r,, ()<iy-y'

i' E (x, ii; if, //)>" (coiidizioiic (li W'l'icr.'^hyfs.s),

'>." il piddo x\ coniugato a destra dl ,r, segue x, (roiidirioiir di .hieobi),

«j pud trovare an r tale die d dia ad 1 il miiiiiiio ri.spiifo (itlc enrcc jL di Ii

jmssanli per /', e P, per cui sin
j
7/ — '^i] ^ >'

Vj (jiieslo roi'diiiario t,((orcma (*): cdu cio solo clic, sc si introduee la,

iio/.ionc di campo, si |nio, c talvolla si usa, liiiiilarsi a cliiedere die la con-

dizi()ii(> '2." sia sodilisl'atla (piaiido a //' si soslitiiisca (piclla riinzinne di x c

(*) Hadamahii, I. c, |i;ig. ;iS'.)-yi).
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ili // clic (" riiicliiijizioiit' del (•iiiipo (")
: i|iii ii;il iiraliiieiilf^ simile cosa iioii

si pun laic.

I'cr (liiiioslriuio si ossorvi iiilaiilo chc, pi-cmlciido iiclla cninii/jVjnf! '^1." r,

e r.. surii('i(Mil(!ni('nl(' piccoli, si piio per la I." supiionc! cIhs pt'r // r, r^zlr,,

T/'— -ri'l^r.., x,^x^x., sia aiiclu! /'"„; (^ ////') >0. Scelto alloia uii f5>-()p.<;>%

arliitrario, si piiu pifinlcic iicl Icnrcina del ii." "j il caiiipo .r, - .i;.,,

\

y — 'fi
\

^ t\
,

\

y' — •/)'
] r^ r.j coiiK! caiiipo 7', il fanipo x^r^x-^x..,] y f,\:^r,,

\T/' -n'\'=r., — ^ (H)iiie fainpo 7',; (m1 applicando ilelLo teoreiiia, trovarc due

iiiiiiirii posilivi 3, ('
;/ , lali clip |)('i- .<-| ^ Xr^x.,, \y — 'n 1^ r,, 'y' —

'fl'
i

^ r.^ — S,

\y' — Tj'\>?, i^iii

Kix, //; //', y'}>u,
i
,// - y'\. (W»)

D'ailra paric si pun, rauioiiaiido in iiinilo pcMTcllaiiM'ulc aiialos^o a qiicllo

li'iiiilo iH'l 11." ;>, ilclciiiiinaiT uiMiuincro |)i)sili\ () •/- laic clic per 1//' — y' l^f, sia

/'-', (', .'/; .'/. y')>l'- (4-1)

Applicliiaiiio allora alia \aria/.i()iic lolalc Al la ( Hi), il die c possiliilc

[)cr ripolesi '>.": c supjioniaino iiioltre chc valgaiio sciii})rc Ic (-21). lndi(;liiai)i()

eon *• un'indctcrininala ^ /•, , o
'III,,

1)1,, e su])|)<)iiiam() /• (' f|i 11 11(11

I
;i,

I
-CT — <r ——— ; cilia 111 la iiio / rinsiciiic ilci piiiili in ciii

\
z'.nl ^ti,, o /,

1

jii^ ^1^^
I. 111'/.

riiisiciiic coiiiplciiieiilarc : avrciiii):

f' E (.^r, y ;
v/ + z, «.', y) d x > ;x m I

-'; '/ ^ ^- <^- , '»-, I | ~\ \

<l -r, (42)

die c la roiiiiula die liciic il iuoLio <li {'li). Lc liiiiilazioni lr(i\ate al ii." ',i

per A, e 1.. restano aiicora vtM'c: c (piiiidi. applicando il Iciinna \'ll. a\rcmo:

I
;•''

> , Sj (? X

M
/v"| y^/a^-[-A".J |r', \i\x

A.. Il z; z' , (I X
M

(4:i

1, z z, z\
I
d X ^ ~ ((«., + m,f i\ \z, z\

I

dx

. ' X /A

X

dove le K' si oUeno'ono dalle ("20) e (oO) ove si Faccia a = —!-

(*) BoLZA, 1. c, jia-. liiO.
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Da (42) (43) si concliiiKle come dalle (''24) (25)

A />( a J«? — r y/', ) r 5;'; d x + (v , m, — r H ', ) I |
z\

\

d a;

dove H\ e sempre dalo d;i (2()) e

J/
//',

() HI
()»._, -|- ;»,, /(/ , ;- III J 7v ', /J/

1

(44).

(44),

IJasta ([iiindi sii|i|i()rii' die *• soddisfai-.cia ancora alle disiiiiuagliaiize

r-'^.r
H',

perclie sia A i > 0. €. V. (I.

S. Teori'ma dl Osgood. Ossei'viamo die iiclle ipotesi de! imiiieio jd'ece-

dcnle la |4'i') ci pci-nielte di dimoslrare aiiclie il teorenia di Osgood, die

eiuiiicereino iiel iiiodo preeiso seyiieide : */ pud dcscrivrrc atlonio (lU'csfn'-

iiialc (4 una regioHc laic cla; presa una qiialuiiqut curra S, di (?6\s'rt passaiitc

per r, c P. e delta I il niansimo segmento di ordinata conipreso fra (3. e X il

\ 1 1^ — Ii& . -, • •
, ,*,

rappoiio -
=.t-
=

y.
— rcsta sciuprc posiuco, supenore a iiii ccrlo iiuincro v (*).

Preinelliamo aiidie (|iii iiii lemma die ei vena pure utile in seguilo;

Lemma IX. Sia "((.r) una funzionc a derirala liniitala, e sia "((a) = 0; si

divida (ax) in due inaiemi coiiiplenu niari /_ (.r) e /, (.r) nii.surabili : .sia inoltre

I "C I
<; a : til a era

'Q (x) <\x~- a
1

1 'C"'dx + "2x\
I
"C I

d
J /.(•') .' /,(")

X. (45)

iufalli si ha

r-' (a-) = ( i' "C d x]= (
I

"C d X + ( r r/.rV=

= (I C d .i]'^ 2 C [x)
I

C r/ .r -
f I

r '/ .rV<

<f ( l'da]^~'-2':(x)i 'C'dx.

m

(*) III (|ii('sl;i forma r tlato t;i;'i da II.\l)AMAi!l>, I. c, |ia^-. i-7'.l: c del rcslo si ricava I'a-

cilmeiitc ariflic dalle disufiua^liaiizc roiilcmitc iiclla Mciiioria iiiiMJcsima di Osniion. Ti-<ih~

mdioHS of the Am. Math. Society. WA. i!(l'J()l), pag. a73-i>9.").
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X — a\\ 'Q' d x: inolli'o
/.{')

M;i |)('r il Icoicina di SciiWyMi/, (>
(

"C'f/i«|

: (,f)
I

"C d X < 2 a
I I

"C
I

(/ x: dii (46) segue allora sii('\'i(l('nl(M)i('Ml(' ('

hilo hi ('(.f)).

Cio poslo, si;i, r I'ascissa in ciii (' inassiiuo il valorc assohihi ilclla dif-

fei-enza z {.v) (icilc ordinalc did e di X; sai-;Y ^ =
|
s (c)

|
= ?r. (c)

| 0, (c) i.
.Su|)-

ponianid. per fissar(» le idee, clio tc, sia il pin prossinio a c defjli cslronii a;,

e x„: saia c - a\ ^ "
^,

'
'

: applicaiidd alhna il lemma IX, scmprc colli' iio-

lazinni did niimri'o procrdiMilr, se /(<;) e /_,
(f") soiio Ir parii di / /, ap-

parlriii'iiii a (.r, c) si a\ra

V = .= (c) = ,r (c).; (c) < ml^^ f ' .'; dx-\-^l m^ {'
\ |

r,
|
</.

w.
a?3 — Xi

'dx + 'i ml
2

'".

Ill
1 -' ;^i

Md^.

AJ

(47)

CoiitVonlando (47) con (44), segue die, se
|
s

|

<; /•, il 1 apporto -jj- non pno

sceudei'e al disolto del minore dei nnmei'i

eio dimostia il teoi-ema di Osiiood.

"i u. Ill] — /• 7/', ij.
, III] — r H'.. Ill

,

nil(x.j — X,) i2 »»! r,
; e

0. // criso di nil estfrciiio ntobllc. E assai semplice vedere come si deli-

iiaiio iiioditiraie i risultali dei nuiiieri |M'ecedeiiti, ludriiiolesi clie gii esliemi

siaiio inohili. (loiiiinciamo col supporre clie solo restremo sinistro sia moliili'

su una cui'va (S, di equazioiie

y = w, (*); (48)

supporremo die la Inuzione n, ammetla le derivale prime, secoude e ler/.e

linite, neirintoino di x = x,; e die nel j)unlo Lr,, //, ^p, (.r,) = •/) {x,)\ comune

a (2, ed a d. le due curve non si tocdiino. Talclie esistera allora un nnmero

V, tale die in un conveaiente inlorno di x, si lia senipre

?i (ag) — •« (x)

x — X,
(49)
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Sia X al solilo la curva variata: sia ix,, i;, (v,) il suo cstremo siiiistio:

e naluralmente (x.,y._) il suo estremo destro: in base airipotcsi piecedetile

si pu(") iiitaiilo iiulare clie, toslo die si suppone |^|<;>', sara |x, — a\\<^--

p ((uiiidi X.. — J-, <iT.-. — x,-\— •

Occori'e aiizitiULo ri|)reiidere la trasformazioiic della vaiiazioiie tntale

data al ii." "1: sara nra colie notazioiii la usate:

(50)

M=\ f(.i\ii,ii')d.v — \ o(]x =

E(x, ij: /i'+ ^, It, I/') (I X -\~

f{x, I/,
•/-,'+ -, 11') — o — s', u f\y (,K, y, r/-l- z, n') (I X — 9 r/ X.

Si sviluppi il st'condo integrale mediante le (io), (14): ma si osservi che

i teniiiiii di piimo e di secondo grado in a, iion saranno piii nulli, poiche

noil sara s(r,)^0, i loio valori sai-anno invece per le (4) e (!>) dati da

((f,'„s + 'a'„-z')dx^- — ?./

?'> ^' + '^ ?".,./ - s' M - ?",/ <"^ ^1 ~'i " «' + ^1
'»"') d x^= m)

D'altra parlc si ha, scrivendo liic'vcmenle 9,, 9'^,,..., /,;,/)',,

»',,... al poslo di 9 (.t'l), 9',. (.r, ) . . . :

9 (x) d X = 9, (r, — X,) +
1

1+
2

?'.,! +?',.'''l'. +?',/( ''". (r, — a?,)'+>, (r, — a?,)'':

2 (X,) =1?, (x,) — r, ():,) = (l/n - r,',) (Xi — a-,) +

+ -Z) ^V" n
—

-r>" n) (X ,
—X,y-\~l, (X. —«,)';

n (i,) = ?i, + I., (x, — a?,) ; n (x,) = n', H- >.„ (x, — x,) ;

'?'„ (l.) = f',/i+ (?".vv,+ 9",/,,. -^i', -I- ?",/^ «".) (X, — a-,) + >., {x.— x^y
;

?"../ (J^.) = V'„,-i -t- ^8 (J^. — a^', I ; 9'V^i'.) = ?'Vm ^- >'» {x> — Xi).

(52)



per il massimo e per it iniiiinio iicl C.alcolo clelle Variazioni. 21

Ondo, sostiliicndo in (.")()) i \aloii die successivaiiioiilc si iiuiiiio dcllc

(14), (51) e (")i2), si oltcna :

A 7= E (.*. //; Y,' + z, n\ if) il x + -K,z] \-uuz:z', d X

— (X-, —a-,

1

*Vi (p'm ^''V

— -^ (r, - ;«•,
)'

, ?'m -r- 9',, '/, - r '/,/. V\ . + V (53)

+ "2 (?",V, + ?'V,, r,', H- p'V-.-,
r,",) (1/,, - r/,) +

+ A,(r, — a?.)';

A, e una quantita Fdrmata colki X delle (T)^), quindi iiinilata in fiiiizioiie

del massimo modulo delle 9 (x), t), (x), r, (.r) e delle loio derivate del priini

tre ordini, di u{x) e delle sue derivate dei ))iiiiii due oi-dini, ed inline del

minimo valore di n(x) ncl tiallo (.r, r,). In i)as(^ a (juesta nnova loiinnla e

allora facile dimoslrare rmdinai-io leorema delle eondizioni snftieienli per il

minimo:

Sc (SI e unestremak passniilc per 1\, la quale soddisfa alle .seguenil co)i-

dlzioni:

1.^ taglia trasversalmente in (*,, v/,) la curva d..
,

2.* tton tocca in (a?,, y^) la, curva d, ,

d.^ e (p"„'2 := /"',,-2 {x, •/), fl'j> per x^ ^x^x.,

,

4.'"^ esistono tre numeri positivi e, r, e n to7i die per x, — t^x^^x.,,

\y — -n\^r,, \T)' -r:\^r,, 0<|y/' — y'l, sia E (x, y; y', //') > (*),

(*) Nei lesti di calcolo delle variazioni si usa I'hiedere clie sia E {x, y: Tf'. /)>0 solo

per aji^x^a-o.e non, come ([ui si dice, per .r, — £^.r^,t\,: clV. ad es., Hadamard, I. c,

n.° 348 e n.o 320. Pero tale enuneiato non e esatto poiehe realmenle nella dimostrazione iii-

terviene la condizioiie posta net testo; e — confoniie alia ben nota o])l)iezione del Uolza circa

le condizioni di minimo per I'ordinario problema in forma non ])arametrica — dal sapers che

E{x, y; y', y')>0 solo per x^^x ^ x.^, non segue lo sia pure per .«, — e ^x ^x^.
Ecco del resto un esempio clie mostra riiisuffieienza delta condizione E(x, y\ y'. ,'/')>-0,

solo per X, :^ .»• ^ .r.,. Sia f^ 1 + !/' + y'^ + ^ u'*- H segmento (^0 1) detl'asse delte x b un estre-

male (S, il quale taglia trasversalmente nelforiginc ta seconda bisettrice (Si degli assi; y= — x.

Su (a e ry'- = ii>l); inoltre e E{,x, y; y\ 2/')= (.(/•-(/T-jl +•'[(,'/' +//? -f 2 (/'-]
|
onde per
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y.'"^ il fuoco a destrn x\ della curva (S, segue x.^,

si pub trovare nn r tale die d da ad 1 il minimo rispeUo alle carve X dte

congiungono P. con un punfo di <$., e per ciii
|
// — /!

|
< »"•

Iiivero per la condizione ].' in (r)3) e identicaniente iiiilli) il coefficiente

di I, — i», . Per la condizinin' -V la sohizione deHVqiiazidiie di Jacobi plie

in a?, soddisfa alia

u \ i^i^

e diversa da zero in lutlo rintcivallo (.v, a',,): so si prende z convenienteinente

piccolo, potrenio snpporla =| = () anche nell'intcrvallo (.r, — s, .x\): sia dunque

()<»", ^ !( ^ '"2,
I

"'1 <"':!•
I
""!<"') ill ^\ — Z^X^X«. (55)

Prendendo tale solnzione qnale fiiiiziono u nel fare la trasl'orniazione (53),

si avra die anche il coefficiente di (x-,

—

x^)- in (");:!) e nullo.

Inline noi potrenio prendere t tanto piccolo die la condizione 3.^ sia

soddisfatta anche pei- x, — zr=x :^x„; e quindi, se, al solito, indichiamo

con r nii'indetenninata, e siipponianio \z\^r, liastera, per la condizione "^.'^

o per I'equivalente (49), prendere }•<;— per essere cerli die anciie in tntto

il tratto (XiSCj) siano soddisfatte le condizioni 3.'', 4." e le (55).

Cio posto, avremo dunque

A 7 =
I

'^'77
{x, y ; -fl' + s, u, y') d x + {

'

+ >., \i dx+ K,{x,—x,y, (56)

{)^x-^\ k seinpre £>0(iii;ili clie siiuio y' 0. y'. Ma il tletto arco di estrf'ninlc noii (1;V 11 miiiiiiio:

iiivero I&^A: meiitre, se si prende ((uale curva variata X la spezzata forniata dai senmenti

(_ ft, 7,) — (0, h). e ( 0, A-) - (1, 0), avremo !£. == ~ ^ [^'^-^i-^ — 2 ^^-^— - ^l + S[h. k)

dove S {II, k) e iiiliiiilesinu) con h c k; fissato quindi arl)itrariauiente k, si puTi prenciere

sempre h tanto piccola che l£ risulli negativo, e (juindi < /a . c. v. d.

E chiaro che, se si trattasse del minimo debole, od anche solo se, come nel n." ."1, alle

curve variate si im|)onesse una condizione del tipo
|

,)/ — >i' | ^ p, , le precedenii dilticolta noii

si presenlerebbero e I'enunciato del testo si potrehbe aUfuanto semplificare; e die analoga

semplificazione si avra sempre per il problema in forma |)aranielric:i.

(*) K facile vedere che la presente condizione per 11 e, in virh'i di'lTeciiia/ione (.'i) di Kri.KRO

cui soddisfa «, perfettamente equivalente a ([uella dala da Bi.iss, Math. Aim. 58, pag. 73, e

BoLZA, Lectures on the Calculus of Viiriations, pag. 107.
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Ai esseiulo una qiiaiilili'i scinin'C! iiirnioic ad iiii ccrio nuiiicro M, dipen-

(k'lito solo (hi 9, r,, i;, c dalle loro dcrivalc tk'i |>iiiiii ''> oidiiii. ilai iinmcri

in,, III.,, Ill,,, III, (mI alfallo iiidi[)eiideiite da r. Kaj^ioiiaiido come uel n." 7 col-

rapplicaic i k'liuiii V e V[ in luogo del Iciiuiia VII (*), si avra anclie (|ui,

serhaiido ([uelle stesse nolazioiii,

I

' E [X, y;r,' + z, ii\ if) <l x
j

'

a, ^^ t- >.. u z\ z\dx>
j

> (y. v«'; — /•//,) z"](l.x\-{iitiH, — ry/,)l \z',\(lx ]

•' /
'

J /A

(07)

dove /. /, iiidicaiio gli iiisicnii di piiiili di (v, •'•,.) in I'ui e
|

~', 'f
| !^ p, e I'in-

sienie t'oin[)lenieiitare, e 11,, It, soiio le stesse ([uaiilita die in (^1^)) ed in ('i-4)...,

in cui sok) alle 7v", A",, A".,, A''^ sono sostitnile A',, K.,, A';,, A',.

Ma d'altra parte per (49) e

I

A, (X, - x,y
I
< 1 M,

1 1;.. (V,) - •/! (x.) r =^ U^ (r.)
|
< ^': im rz\ (x.)-

Ed applioando il lemma IX col farvi a = — avremo

I
A> (r, - x.y

I

< uii ^^ r
j

{x., - x, + t)
\

z\ (? ic + 3 ^ j J .^',1 (/ *
j

. (58)

Raccogliendo da {'fi) e (58), segue dunque

A 7> (;/ iu\ - r IQ f zl <J X + (y., in
,
- r H,) f

|
z, \(lx )

^' ^'-^

_

(59)

H, = H, + '^{x,-x, + s)ml, H, = JL + ^^^iin;

la quale dimostra clie per r < '

,

r

'

,
<• •<

' 'jr
' e A/>0.

E ragionando come al n." 8 si prova anche senz'altro il teorema di

Osgood.

10. II caso di rntrainhl yli eslreinl mohili. Pel caso di entrambi gli

estremi mobili occorre premettere una generalizzazione del lennna IX:

(*) Poiclie ^1 si uiuuilla in x^ soltaiilo e iion |)iii in j\.
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Lemma X. Se '(,{x) e una fuiizione a derivata Umitata, si divida (ax) in

due parti complementari j [x] c Xr (-*) misufahili : skt inoUre sewpre |

'( |
<; «

si avra

'(,'{x)<rQ{a)^-^2\a — x\{ 'C'rfic+Saf \'(,'\dx. (60)

liit'atti, posto I [x) — "C (rt) = "C, (flj), avrenio
| "C,

|
< 2 a, "C, (a) = 0, "C. = ?!',

'C = fCi -i-U«)]' <"^ [t^i+ 'C' («)]: oiide applicando a "C, la (45) avreaio la (60).

Ciu poslo, sia P., mobile suUa curva (S., di equazlone

(/ = !?,(*); (CI)

perclie d dia 11 ininimo, occonora aggiungere alle coudizioiii del leoreina pre-

cedente, le altre:

6.'^
Ci!, laglia Irasversalinente in x^ y., la (^.,

,

7.'^ <i non tocca d., in x, y^; onde esisteranno due numeri positivi v„ e Vj

tali die in un intorno siifficientemeute piccolo di *„ sia

V2< p, («)— r, (a?)
<V3, (62)

?>? il fiioco a destra x'„ di d. precede il fiioco a destra x\ di (Si (con-

dizioiic di Bliss); o in altri termini la soluzione dell'equazione di Jacobi che

soddista a (54) soddisfa pure, — iudicando coll'indice 2 i valori dalle fuu-

zioni di x calcolati in x., — alia disuguaglianza

<?',= + (pV.
r:, 4- ?V= v'Vi + 5 (?",V2 + <?",,,! -i'^ + ?",/-. -i".) (j/.. - -1'=) +

)

u' (63)

Inline icr condisione 4." dovra essere soddisfalta per cc, — t-^x ^x.i-\-z.

Possiamo allora snpporre di i)rendere s tanto piccolo die la condizione 'i!^

sia so(ldist'all;i in liillo {x^ — s, a?., -f s), e die in <iuesto iatervallo la fuii-

zione u(x) individnala da (54) soddisii alle (55). Supporremo poi die per

la cnrvji variata 1 sia
| 2 1< * conr< — . r< —

;
per le (49) e (62), detti

(x,, v, (x-,)), (v,, r},(x,)) gli esti'eini di X, saiii (x,, i,) inlcrno a. («, — e, ajo + s),

e (iiiindi in esso varriiinio la ;!,'', la 4.'^ condizione e le (55).

Ilagionando come nd nniin'i-o prcccilentc, si vede die in virlu ddia 6." con-
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(li/Joiic (• dclU.' posizioni H'rl), si li;i.

A7=( ^'

E{x,y;n'~\-z,n',!/)(lx^\ ' [k^z] \-l, n z\z',\dx + ]

+ jA {x, — a?,)'-' -I- A, (r, - x,y j- A. (r, — x,y
j

As esseiido fiiiizioiie alfalto simile a A.- Si applicliino ora i rajiionainciili

del II." 7, usaiido pern del Icinina \'III in liio^^o del leiiinia \\\ poirhe ipii

la s, noil si aiiiiulla piu iief^ii eslienii: si avra

j
'E {x,

I) ; r,' f z, it', //') (/ x -\-
j

\l,zl -\- I, u z\ z\\ dx> 1

> H\ r z{ (x%) 4- (y. m\ - r H\) ( z\ d x + (. , m, - r H".;)
(
\s\\dx\

-' X J /A

(<«)

dove /_ e /, indicano al solito riusienie di (Xi r.) in cui
|

s\ u
|
^ p, e I'insieme

conipleaientaie, Ii\ e H\ souo dali dalle {p')) {'i-'i), dove alle K\, K\,... si

sostituiscono le K'\, K\,... ed inline

H\ =^ (;». + ,n,r (.r, - a". + ^2 0^^ '". ("'. H "'0 i" -]• 0''^).

Si avra poi per ((Jl'):

I

A. {X, - x.y
I

< ^^ (X, - x,y
I

,^ (X.) I< ^ '• (x. - ag^ (66)

E per il leiiinia X, ricnrdando ehe c sempre x^ — Xi ^ X-. — x^ + 2 :, si lia

I
A, (X, - x,y |< ^^'

I

r' (xO I < ^- ;"^ /•
[
^? (x,)

|
=^

^ r ["2
^-'

»/.^ ^^ (x,) + ^~ ml (x,-x,+<i z)j z] dx+ \ (CT)

+

Onde, osservaiulo inline clie

' ^ "^ ir (x,.) /«;
,
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otterrenio dalle (64) . . . (67)

'"'
'' ™' '^

) (68)

H\ = H\-Y- 2^ »,l {x, - X, + 2 £)

H\ = //"., + 8^ m- -^ •

E qiiesta disuguaglianza dimoslra senz'altro il teoreiiia. E anche (|ui con-

froutando questa disuguaglianza col lemma X, si potrebbe oltenere subito il

teorema di Osgood.

CAPITOLO II.

L'iutegrale f (x, y, ij',.. ., if") d x.

1. Poskione del problema. Classificaziona del varii tipi di minimo. Sia

/U;, y, y',...,f")dx, (1)

assegnato l'iutegrale

e si suppoiiga (die la fuiizioiic f sia di classe (7'"+"' (juaiido (x )j) e iu una

certa regione R e y', y"...., .//''" sono tiniti (*). Fissati in R i [»unti Pi = (a.'i yi)

e Pj = (it",, //,), si ceiclii una curva (&. di e(iuazione

y = r, ix), (2)

— VI essendo di classe (7*'* alnieuo — passaule |)ei- P, e P., e talc clie ivi

le derivate dei [)rimi p - I ordiui assumauo rispellivameute i valori

(*) Nel n. 6 dovreino supporre /'di classe 0'='' altiiciio, cin (he |)ort;i iiii.i iiltcriore restri

zione solo sc p = 2.
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//',, y/",,..., i/'"'^; //',., !i"..,..., ;'/?""'; f ''111' ilia ad / il iiiiniiiHi valorc, I'i-

spcllo allc curve .i clu' soddisfamio alle stesso coiKlizioiii in /', c ]'. o ^'iac-

ciono ill nil coiivciiiciilc iiilonio di (fi.

Iii(licliiaiii() colic IcIUmc i^rcclie 'i, 9,,... i valor! di /', /',,.•• iliiamlo per

y, I/',...,
ij"''

si poii^a r,, r,', 7,"'. E nolo clic nelle iioslre ipolpsi d dove

essere uii estremalc del piohlcina : la liinzioiH' r, (x) e quiiidi IjiIo die, se

2 (cc) i' nulla colic sue (lcii\alc doi |)iiiiii /; — I ordini in /•", P., b. idcnli-

camcnlc

S I= r
f
cp', . H^ '/,,

^' + • • • + ?'„o.>
^""] ^ ^^ = ; (:{)

cio die porta (*) die -fl i' di dasse C""'" alineuo c soddisfa I'equazione

9',-^9V + ---+ (-lr^V,„ = 0. (4)

Qualclie niaiit^ior pailicolare occorre aggiungere sulle curve vaiialc £
con ciii vorreiiio cont'idiilarc d. Inlaiilo, se noi le rappreseutiaiiio con

la z {.V) i' nulla colle sue derivate dci prinii p — J ordini in 1\ c I'.,: ma
inoltre e noto die da una parte perdic il |)rol)lenia alihia senso, ij (x), e

(|uindi s {x), debbono avere finite e continue Ic derivate dei prim! p — 1 or-

dini alnieuo; in altri termini occorre supporle di classe i)"'* almeno, poicbe

ove si considerino curve le quali aljbiano pure discontinuita nelle derivate

p-esime, rintegrale (1) uoii ammette jiiii minimo (**): e die d'altra parte,

premesso cio, nel ricercare le condizioni pcrche d dia il minimo, si puo scuza

inconveniente supporre S, di classe C-''", o anclie analitica (***).

Se si impone a X di soddisf'are alle disuguaglianze

\z\= \y—,\^o,, |s'|= |v/'-V|^p, ,..., |5<"-|= |y<")_r,'«|^P.„ (fj^p), (G)

meiitre nessuna disuguaglianza si impone a v/"+", .. . , v/"", dircmo die <£ giace

nell'intorno l?" ' ?> ^ • 1 P, ^ ^ ? • 5 •^j ili orcliiie p di d; Po , Pi , . • , si di-

ranno la xvima, secoiidd, . . . diiiieiisionc deWinfonw. Con tali dcnominazioni.

(*) Circa I'obijiezione di Uv Hois-Revmond per qiiesto problem;! vedi Zkhmelo, Ueber

(lie Herleitmuj der Dijfareiitialgleickungen, etc.. Math. Annalen, Vol. 58 (190i-). pag. 558.

(**) Zermelo, Dissertazione citata, pag. 44 e ss. Hadamard, 1. c. pag. 145.

(***) Hadamard, 1. c, pag. 51 e, ss.
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il prol)lema die ci proponianio si enuncera in modo preciso cosi: cercare

sotto qiKili coinUzioiii d d(( U niiiiimo rispeUo alle curve £ di un intorno le

cui prime 5, ((/, ^p + I) (Umensioni siano sufficientemente piccole, c le residue

p4-l — q, siaiio date a priori jiiiitc iuptiite. Un tale intorno lo chianie-

remo Z*„; e, chiamando r mvindeterminata che si sottintende debba scegliersi

convenienteniente pifrohi. noi lo indiclierenio con j,,!"' /,''"', *'<?«" ?«'••' ^A,
'

U<>) (1) (0(1-1) r
i nunieii p essendo liiiiti o inlinili. II problema proposlo si spezzera in tanti

probleini parziali secondo i valori del nnniero g, e delle p + 1 — q, dimen-

sioni preiissate. Ed e cbiaro die, se ci da il niinimo in un dato intorno D^,

essa da pure in particolare il niininio in tutti gli intorni i)„ con g, ^g die

hanno le ultiniep+ 1 — g, diniensioni iiguali o nu'nori di quelle coriispondenti

di D,^: onde e da prevedere die al diininuire di q il pfol)lema diverra senipre

piu difficile, e converra, per accertare il niininio, iniporre nuove condizioni

sempre piu lestrittive.

Conviene pero notare cbe le diniensioni di un intorno si possono pen-

sare sempre legate da certe lelazioni di disuguaglianza: le quali pennettono

di ridurre assai il iiiimero dei casi, che secondo quanto precede apparireb-

bero possibili. Cio lisuKeia da alcuni leninii die andianio a diinostrare.

Lemma XI. ^'e nel tratto {a b) {a<Cb) la funsione K{x) e di classe C" ed

e sempre 'Q'^ (,r)^k, oppnre A sempre C' Ok)<C— h, k iiidicaiido mi uHiiiero

> 0, la fmizioiic 'C,{x) ha ini'osrillazioiic "^ k

h

Sia iiifatii /=!: sara 'C [b]
—

"C (f/) = 'C {.r) d x : essendo per ipotesi

"C continua e
j "C

!

> /i, segue \'C(b) — '(, {a) ';>k {b — a): die diniostra reniin-

ciato per t = I.

Si sujiponga oia diiiKislralo il liMiiiiia jier i < ~, e provianiolo jier

i = T. Poidie si su|)|)oii(' die sia scniiire "C'"(.r)>/v op]mre "C<'^'(a') < — h,

presi due qualiUKjue jiuiili c, e c. di (a b) ragionando come sopia per il

caso di T = I , si avra ' 'C''-'i (0,) — O""'* (Co)
j

> ft
|

c, — c, i . Ne vieii(> die,

se coiisidci-iaiiio i due iiilcrxalli la, a -\ ^— , e lb ,-— , b\. in iiiio

almeno di essi l^''— ') (.r) 11011 camhia segno, ed an/.i e sempre in valore

assoluto > /£

—

T l^oiche, se c, e c, I'ossero due piiiiti. riiiio nd |)iiino,

I'altro nel secondo di dclli inlcrvalli, in cui fosse
|

"Ct"^-'' (c,)
| <C k —-=—

>
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I
"C"-^' (c_)

I

< k ^^^ sarobbe
i

"0^-') (c,) - ^'^-') (c,)
\

< k —-"' , cio vho ron-

traddicc ;illa prorodciito disuguafiiianza pniche

^ /, b — a\ j ,
b—a\ b—a

Si cbiaiiu dnn((n<> (V^6,) (|iiello dei dctli iiilprvalh' in ciii e seiiiprc

C'"^"'* (»)> /i —T^— o (""''{-^'X — /' ^-T" • *^ '^^ applichi — coiiift per i|)olPsi

k legiltimo — il noslid IcMiinia pKiiciidn t — I al poslo di /, (a,h,) al poslo di

{(ih), k , al poslo di k. l/osciilazione di "C in (''i'^,) sai'a (|iiiiidi inag-

,. . b—a{b,~a,Y-^ . {b — aV
, , , ,•

giorc <ii/c-^-
02(T+i)(T-j) =^ u2(r+a)(,-i)

^^'''" ^OI•tio^lr•lo varia quindi per ('(/>).

Lkmma XII. <S'(Yf "C «r(/r/ fiiuzioiie di classc IJ"'' in {a h): si sniijHDHja

— b — a [*]

I'CKP^, |"C'"1-<p^: e, per fissare le idee, si suppomja po
'' <

u)
'

• K^i^tono

q iiitiiieri 2>osi(ivi a,,..., «^ ,
faiisioni di p,, soUatdo, tali die

q—i

rO''|<^-,?o" (i=l,...ri). (7)

11 teoreiiia e vero per i = g, poiciie basta alloia fare z,^ = p,^: noi lo sup-

porrenio diinostrato per /' > t, e io provotcmo por «=': con cio sara dinio-

strato in generale.

Sia c 11 punlo in cui '0'^' (x) assume il suo massinio valore assoluto:

e, per fissare le idee, sia C* (c) = i >> 0. Sia c, iin punto di (ab) lale die

— ~ b — ,

c, — c| = p„'' : poiclie si suppone ?„ '^ <C—^

—

'

' un tale punto esistera cer-

taniente. Per la formula di Taylok e

t'-' {x) = l+ "C-^" (c) {x - c) + ^,
0^+-^'

(P) (« - c)'-' H h

+ (gl^'*''(^)(*-^)'

(*) Poiche in quanlo segue userenio queslo teorema quaiido p^, teiule a zero, (|uesta li-

initazione che lega po i^ b — a si potra serapre supporre soddisfatta, quindi non ci iniporta

toglierla. Peru sarebbe facile moditicare il ragionaniento in modo da evitare quesla ipotesi:

le a,- lisulterebbero funzioni, oltre che di pq, anclie di 6

—

a e di pg, creseenti con p^.
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X indicando un miniero coiiipreso fra a; e c. Quiiidi, ricoidando clie per i>> t

1

si amineltono vere le (7), se x e un i»unto di [c.^ c) per cui quindi \x— c|<;po'^,

sani

'~~[
1 11

Distinguiamo due casi socondo die e

f/-T

r 1 11

(«)

(9)

nppure e

^>?o b+1 -i-^ar+^a-h-
(g =^!"']

In questo secondo caso il secondo mcmbro di (S) e positive: quindi si

pu6 applicare a 'C ed airintervallo (c, , c) il ieuuna pieeedenle; avrcmo da (8)

die I'oscillazione di 'C in (c,, c) supera

'J
J

^ -^ Po "f+i •riYj'^r+'i-]

1

(f^ _ t) I '
;j

i2(T+iiCT+i)

Ma roscillazione di "C in (ah), e qnindi a t'ortioi'i in (V, r). nnn pun suporare

!2po: ((uindi si avra

I

I' (piindi pure

(3 :^^j]^.
'^ <-C)(r-h'-Jl{r-l)-|-1,

i< 1
^2'''+-i

-f a,+, + _„,+, + •• + 7-^-^. a,.

(g-T)!
'I

(10)

i veriiica dunque Tuna o I'allra delle due disuguaglianze (9) o (10), e poidie

(10) iiidud(! (!)), risulta senz'aliro dinioslrata la (7) per i = - ove si pon^a

„^ = 2T-.+r-l 4_ « , ^^ _^ 1 „^^, ^ _,_
1

2! (g - T) !

« (II)

E (piindi pienainente dinioslralo il lemma, e la tormola (II), ove si ag-

giuiiga c/.,^ = o,^. deleriniiia per ricorrenza le «,.
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II conlcmilo di ((iicslo Iciiuiiii si pun aiii:lic cinini-iaic iIicmkIo die. i|iiaii(|i)

si coiisidd'aiio dcj^li iiit(ii-ni di una data fiii'va d- di ciii la |iiiiiia c la

(0'+ Ijesiina diiiiciisionc siaiio p„ e p,,, (-i si [)iio sciiiinc, scn/.a portare alfuiia

liiiii[a/',i()ne offcltiva, liinitai-(> a considerare 11 caso in ciii la i-osiiiia diincii-

7- '4-1

siuiic con i-^q sia dala da nn niniirro -<!<,_, p,,
'^ In paiiicolarc ovu si

considerino dej^li inldrni del lipo 7>,, in ciii ahueno la piiinadinionsione ci

si I'iserva di prcndcr*' aii)itrai-ianicido piccola, si puu son/ZaHro supporrc die

audio arhilrarianicnic ])iccole si possano picndcif tulle le dinieusloni die

lireccdoiKi (pidia die lialo /) -|- 1 — 7, diinensioni prclissale die non sono 00

e di ordinc inassinio. In allii tcrinini diinipic luii potronui, scn/.a restringere

la poiiata delle noslro considerazioiii, iiiiiilard a sludiai<> le coiidizioiii sid-

lidenti (0 uecessarie) perdio ^ dia il niinimo risjietto allc curve X die ap-

partengono ad uu inloino />,, di uno tici due tipi segueiili

("»•, r,... r, p,„, ^, 00,... ^1 /|c,>

U") (I) Wi-l) (71+1) {'h+'-) (P) J' ^ '

f r. r,... r, ^>, .^, oc,... ^' l- /|;nm (II ('h-i) i'h) w,+i) ('/+-') d') r ^ '

poiclie la I'icerca ddle condizioni di iiiininio rispetto ad mi inldi-no />_ dd

tipo^,!;' ^;-„:i„P- ?"+"••• P-
(,:?/,••• ^] per cni le p,„ p,„ , , . . . los-

.sero qualunqiie finite o 110, 111a la p,, fosse finita, e eipiivalcnte alia ricerca

delle condizioni di minimo in un iutorno D,^ del lipo (I'i). Per lirevita a se-

conda die (i dara ad / il uiiniiiio in un inloruo del lipo (12) o (1.")), direiiio

die d da il Dunimo di ordinc f/, — i )u'l canrpo liinitato od illimitalo (*) : la

distinzionc cade solo iiel caso in cni f/, =^p^ 1 perclie allora tnlte le diinen-

sioni deirintonio sono da scegliersi arbitrariamenle piccole (uiininio debole).

In quanto segue uoi dareino condizioni suRicienti per il niiuimo di or-

diiie p — 1 nel canipo liniilalo o illiniitato, e di oidiiie p — 2 nd caiiiiio li-

initato. Mostrereiiio poi su eseiiipi die (piaiido si voglia studiare il iiiiniiiio

di ordine p — 'i nel canipo illimitalo, e a maggior ragione qnando si voglia

il iiiiiiiiiio di ordine q<^p — 5^, si dovra certo inlrodurre delle condizioni di

lipo iiuovo, e probabilinenle assai diverso da quelle nolo come condizioni

uecessarie.

(*) Con tale termiiiologia i due teoremi dei nn. 3 e 7 del Capitolo preciMlenle si do-

vrebljero cliianiare rispettivameiite teoremi delle condizioni isiiflicieiiti per il niiniuio di

7^=1 '

f{x. If, ij') d X di ordine nel canipo liinitato e ne! canipo illiiuitato.
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2. La variazione secoixia e la trasformazione dl Lerjeiidre-jQcohi. — Ci

c necessario ricliiamaro alcuiii lisullati noti suUa variazioue seconda ed al-

cune idenlita die ci saranno utili in seguito. Seguendo Clebsch e Fkobe-

Nius (*) iudichianio con ^v (ii) una forma differenziale lineare autoaggiunta di

ordine 2p, sia '^ (x) il cocfficiente di h*"''* in essa : sia inline ?(,, u.,,..., u^, un

sistema di soluzioni a:<sociate (**) deU'eqiiazione

«F {u) = 0. (14)

Se z (a?) e una funzione die si annulla coUe sue derivale dei piimi p — 1

ordini in tr, e in x,, e die si puo porre sotlo la forma

z' = z, u\ + -, u', H h s„ «'„
f

, . _,

s<"-'> = z, n'r'^ + z„ u^'-''> -\ [-z^, k;"-"
, )

si lia i'identita

I

'"

z 'r (z) dx^{~ 1)"
I
" ^ {x) {z\ »r " H h ^; »]f'-'T' f? *'• (16)

Cio poslo, si consideri la variazione seconda di (1): sappiamo che sempre

neiripotesi die z si annulli coUe derivale dei suoi jtrimi (p — 1) ordini in

Xi e in X.., si ha

Cliiameremo ccpiazione di Jncohi re([iiazi()ne "r (»)=-(): per la foiiuula (16),

se z si esprime per un sistema di soluzioni associate deire(|uazione di .Iacoiu

per mezzo delle (15), si lia

r/

(*) Cfr. specialiiRMili! Fhoiikmcs, Cretlcs Joiinial, Vol. S") (1878).

(**) Ecioe tali che, delta
i>

(ii, v) la forma bilineare associata alla^ (it), si ;il)lii.i ^{iii. iu)=
[)(•!• tuUi i valori diversi di i e k.
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I'] oppoiluiio Irasfoi iiiiuc aiicora leygeniH.'ale la (ISj: si poiiga

Z. = )^z,iir, {1 = 0, I,..., p); ^= V0>fr'>, {i=\...p); ( !<))

le (15) si sciivcraiiiio

ed avi'aiiiio come (•(luscyucnza Ic altre

Z,=.Z, = -.. = Z^,_,=0. (21)

Infiiie la (18) ilara luot^o airideiilita seguenlo, t'DiKJaini'iilalc per iioi:

E nolo die la (•(iiidizioiie di Jac.oiu — uecessaiia perciie ol dia ad / iiii

valore iiiassiiiio o miiiimo — si })uo esprimeie diceudo clie esiste uii sisleiiia

di soluzioiii assoeiate deU'equazioiie di .I.ACdin, il ciii Wioiiskiauo e =|==^0 in

lulto il tratlo (it;, x..). D'ora ia i)oi suppoiiciiio elie li soddisfaccia alia coiidi-

zione di Jacoui : e clie »,, w.,..., n,, sia il sisteiiia di fuiizioiii di cui (piesla

coiidizioiie afferma I'esistenza : indiraiido con \V{r, s,..., i' W loiiskiaiio di

;•, «,..., /. supporreiiio ])recisaiiieiile clie in (.r, ,r._.) sia

IF (it,, II,,..., jgs= (»,>(>; (^i:?)

ed iiiollie die le /(, e le ioro deiivate dei priiai p oi'diai siano ia uiodalo

lutte iat'erioi'i a nr. :

[i»,i, I

«',!,..., h"/'i]<"'. {i=\...p). m
In lale ipotesi, (iaalaa(iae sia la S., e (piiadi ia I'laizione -|,c) di (•">), si

potiaaao delermiaare le z, ia aiodo die siaao soildisfaU(! le (15), poidie le

(15) soao e(jaazioai liaeari aelle z, il cai delenaiaaate e 1V'(j(,, a.,,..., «,,).

Iniporta aotaie le relazioni die passeiaaao Ira le z^'''^ =^ Z,, {0 :^ k ^ p — 1),

z,, Z^,, Z^,. Si avra dalle (15)

Z, = v".' p,,. {x) z^'\ (25),
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dove

»•«- (a;) = 1 SW[u,...u„)

Dalle {-23) e (i^i) segue (juiudi die esisleiaiino diir iiuincii pusitivi a^

e a. dipeiideiili solo da m,, iik (e da p) tali clie

|««. l^')|<o. , \P,{x}\<a,. (i2Gj

liiiillro |)er Z^,^}^z',ii'i''~''' si polraiino aiiche trc.vaie altre espressioni eli-

miiiaiido uicdiante le (31) alcune delle z',. Ad esenipio si avranno per Z^, le

miove espressioni

Z, = v,(a;)/, {l = l...p) (27)

coil

!'.(«) = W(«,, ^^2,..., t«,_,, M„ ?*,+,,.-, «,,)

e per le (33) e (34) si [lolra Irovare iiii luiinero iiusilivu a,, tale clie

(38)

3. TrdsfvniKizioiic e parfizione della rariazioiie lotalc. Si ponrra, eoiiie

al soli to,

= f{x, y, y',..., //'-', yn-f{^, !/, //',•••, //"->, //"'',

-iy"'-jnrA-^\ II, y',-.-, y"'"\ z/""), )

(39)

e si iiiaiilengano le noiazioiii del nuinei'o pi'ecedente. Si lia suliilo:

M = \

"^
^f {x, y,y\..., yn - ?] dx =

=
f"'

E{x, y,..., y-'; r,<"> + Z^„ y<"^)dx +

.' !,
I

+ Z, /•;„„ {X, y,y',..., //'"-", -/i"" + Z,)] rf X.
I

.' a-,

(30)
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Ma i)ei' la Imniola ili Tavloh, raiiiinonlaudo clie per i:^p
y<'' = r/'' + ;f, , si avra

fix, y, y',..., v/'"-", Y,"" + ^,)-9 =

(love si pone

1 _ V T"' 7 7
'

e con /'" /'" si indicano vaioii delle derivale lerze di /' caleolali in jmnli con-

venienli della I'oiina

{X, r, + fi Z„ ,. .
. , r/'-' + a V. >

''*"* + » ^,<) )

con 0<'9<1, 0<?<1. Soslituianio (:!l) nell'ultimo integrale di (.'50): si

vede subito che gli intejirali ciie ])oilan() sn termini di primo e di secondo

g-rado nelle Z,, ^ sono nulli per le idenlila (o) e [M). E si ottei-i'iY perlaiito

A/=("s(.r, y, y\..., y"-"; V" + ^,„ .(/"') ^7 a^
+('''

()., + Z,X:) d x. (34)

E questa la formula analoga alia (1(1) del Cap. I.

4. II iiiiiunio di ordhie p — I tipJ caiiipo UmUato o ilUniitdlo. Partendo

dalla foiiiiuia pi-ecedente, e assai facile diinosli-are i due teoremi seguenli re-

lalivi al minimo di ordine /) — 1 nel <-ain|H) linnlato o iliimitalo che sono gli

analoglii dei teoremi del Cap. 1.

I. Se Veslremale d aoddisfa alia condizloHe di Jacohi e se inoUre sono

soddisfatte Je coiidizioiii seguenti

:

"2." E (.r, r, . 7,', . .
.
, y/"

-
" ; t/"', .//"') > per <

|

y'-"' - •//'"
| ^ ?„

,

si pud trovare uii nmnero r tale die d da ad I il valore minimo rispetto a
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tuile le curve £ die soddisfaiino olle stesse condisioui chc d uegJi eslrenii e

soiio tali die

I
!) — ''I — '%

I

y*''' — '''"''
I — ?,>

•

anclie, come risuUa dal lemma XII. rinpello a hiltc Ir curve X die ap-

partengono alVintoruol^^^ m"""' (/-ii
'^''

'
^''^ '* *"''^'' ^'^^^^^ coiiveiiieiileiiieiite

piccolo.

Le precedeiili condiziimi, qitcmdo si iideiidtiiio le disugiiagliauze prese in

senso largo, sono pure necessarie per il mhiiuio.

II. Se Vestremale (3. soddlsfa alia coiidizioue di Jacohi. ed hiollrc e tale die

1." f",,,>.fi^, •«. V,..., r/">)>0,

2." esistono j) + I iinmerl ;•„. r,, r.,,..., r^, tali die per x^ -^x ^:X..,

\l,-x\^r,,..., |y<-"_V'-"|-»v,, |2/''--7,""|^r,, 0<\rr-y"'>\
sia E{x, y,y',..., 2/'"-"; y"", .;/'0>O,

.s* pjfo trovare mi miniero r tale die d da il iiiiiiimo rispclto a tiitte le curve

X die soddisfaiino alle stesse condizioui di d ncgli estremi ed appartengono

cM'intorno [,;•' JV--' J^^^
^] di d.

La (limostrazione di quesli due teoremi e affatlo simile a qiiella degli

analoglii iiel caso iJ=l. Importa richiamarne aleuiii |)Uiiti cssenziali, per

mostrare in die parti essa venga a mancare quando si parli di iin miiiimo

di oidine :^ p — 2. Fissiamo la mente sul primo di (piesti teoiemi. E esseii-

ziale il iibtare clie, ia conseguenza delie osservazioiii fiiiali del n." 2, quando

si abliia \s\i^r , \z' \^r , . . . , |
s"'""

|
r^ r, si ha pui'e clie

\
Z^\ ^ r per

i^p — 1, \
Zj,\^ a, r. In base a questo si vede subito clie per r convenien-

lemenle piccolo |)cr il i)iim() integrale di (o4) si avra una limitazione del lipo

I

"' E {X, y,y',..., y"-''
; r/"' + Z^

,
y'") dx>i>A

"'

Z; d x,

(•lie per (57) o C-^S) si pcilra pure scrivere

r E(x,y,y',...,y'-'': r,^"^ + Z,, y'^ dx>^ir zfdx. (35)
J X, P i .1 .r,

D'altro canto, indicando con ?./ il massimo delle deiivate terze di

fix, y,..., If) n.'irintorno [,»;. ^,--
J^^

f<^
di (fi. si avra per (^. {^

j

'^^ {l,-\- 1, Z,) dx^^ M Z,„
I

''
1
/, Z„ Z,

I

d X + ,1,
M V,,,

I

"
I

Z. Z„ Z,.
\
d x. (;]b)
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Ma, su[)i)oslo per scinpliciLa «2 Ss: 1, |)CM- niodn die scii/.a ('cce'/ioiic si

possa scrivere | ^. | <C«2 '' (":^i^p),si lia, ricordaiido il Iciiiiiia ill:

r
I

^, Z„ Z,\dx< a, rT'l Z, Z„\dx^ a, r n^ v„„ ( | 2„ ^,, | f/ a; ^

r 1,,,.. (^",, + z-,) (I x^ a., ml K ' r v,_, z'\ d x.

(:57)

- ^^
. ..,,

E analogamentc, licordaiido aiiclic (111) e (2;3):

;?, Z„ Z„ \dx<: a, r f
"

I

Z, /„
I

d x ^ a, ihj r £„,
( "'

|
^„ s'„ \dx^

-i 1 .' a-, ^ 1 .' .r,

E chiaro come somiiiando le (-lb) (^Ui), per (37) e (38) si ahbia

(38)

(39)

i^e = ^ (P + 1)' «2 W^ /V:' + ^ (P + 1)' «2 «^^ (/^'. + 1 ),

onde basta supporre r<i^—f^j perclie sia A7>0.

Non insistero sii qiiesta dimostrazione ne su quella del teoreiiia II perclie

qiiesti teorenii risultano d'altra parte anche dalla ordinaria teoria (*). No-

liamo invece die, ove si voglia parlare di minimo di ordiiie ^p — 2, come

faremo in seguito, il punto in cui il ptecedenle ragionamento vieiie a man-

care, sta nelle disuguaglianze (37) e (38). Perche ove ad es. si voglia il

minimo di ordine p — % si polra solo imporre die |s|, \z'\,..., \z'''~-^\ siano

inferiori ad uii numero r die resta in nostro arbitrio scegliere sufficiente-

mente piccolo: ne verra die 1^,1, \Z.,\,..., \Z^_„\ saranno ancora inferiori

ad r; ma nulla si potra dire per \Zj,_,\ e \Zj,\. Onde non sara |)()ssibile

senz'altro dedurre le disuguaglianze (37) e (38) quando gli indici i, ]i, k siano

tutti uguali a p — 1 o a p. Cosicche per procedere noi dovremo con parli-

colari arlifici eliminare appunto (piesti termini. Occorre a tale scopo pre-

mettere un lemma.

(,*) Hadamard, 1. c, pag. 4t3\3.
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5. Lemma XIII. Sla un integrale della forma y (x, z,z',..., z'''~') s"'' dx;

e sia Y una fumione die abbia le derivate prime. Si pud determinare una

funzione y, (a?, z, z',..., z^'"") tale che, se z e, una fimzioiie arbitraria die si

annnlU colle sue derivate di ordine ^p — 1 in a-, e x.,, sia identicamente

r'y(x, z, z',..., 2<--'>) 2'^' da? = ('
y, (x, z, z',..., z"'-")dx. (40)

Invero si ponga

S {X, z, z,..., s<-=>, z'--'>) = yix, z, z',..., z"-'\ 'C) d'C

;

.1

si avra identicamente, se z e un'arbitraria funzione di x, di c.lasse C"^''

D'altra parte B {x, z, z',..., z"' "', 0) = 0: quindi, se z si annuUa colle sue

derivate dei primi p — 1 ordini in a", e x.,, sarii

0-S(a-,, 0,..., 0)-S(a-., 0,..., 0) = T
J «!

-'-^dS(^. ^,<..., ^'^-")
^^

das

= \'^y{x, z,..., z^'-")z"''dx — i"' Y,{x, z, z',..., z^''-'^)dx

dove si ponga

y,K ., .',..., ^"'-') = -[f "(f^+T ^^"i^^^-
^**^

E questa dimostra la (40).

Sulla (41) si possono fare due osservazioni.

Osservazione I. Se y ha le derivate parziali dei primi s ordini rapporto

a z, z',..., s"""", e se T-; lia le analoghe derivate parziali di ordine ^s — 1,

anche y, ha le derivate parziali di ordine ^s — 1. Se inoltre in un certo

campo finito C in cui siano soddisfatte disnguaglianze della forma
|

^'*"
|
:^ p,

lo doi'ivate di y e di —^ sono inferiori in modulo a nu certo lunnero Jl/,

,

' dx
le derivate di y, in C sono inferiori a ua iiumcrd della forma ail/,, dove «.

e una funzione (non decrescente) delle p^.
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Osservazione II. Se |)er z = s' ^= = z^' " := 0, y o (luindi inire „—

hanno le derivate parziali rappoiio a z, z',..., z^'" " dei prlmi .s-, ordiiii nulle,

lo stesso sara per le derivate parziali di y, di ordiiie ^s, 4- 1. Naluralmeiite

si suppotie A", :^ 6" — 2, allrimeiiU iioii saremmo (•erti per I'osservazione I die

esistessei'O le derivate di y. ''' o'lliue .v, -f- 1.

Applicando a y e y, la Ibriiuila di Tavlou arrestata ai priini leniiini iioii

iiulli iicirori^'iiie, si puo dire rlie s(! y e della I'oriDa

i i
I,...l,^ ~ ' . . . ~.

,

la y, lia la forma

:

il — ^ yi,i,i.....i,^,,_+i ~ '--... ~

6. II minimo d'ordine p— 2 nel campo limitato. Iidi-odurremo ora I'ipo-

tesi che f sia di classe C'"' per {x y) in R e per ij'...i/'" fiiiiti; tale ipotesi

e conseguenza di quelle fatte in principio del Gapitolo fuorche per p = 2.

Avrenio allora il teorenia seguente : Sia (^ un'estremale del prohlema la quale

soddisfaccia alia condizioiie di Jacobi : e, fissato uii iiuinero f,,_^, stqipoHiavto

che per

I

^o-) _ V-"
I
^ ?,_, (42)

\T/''" — r,"'^\^A dove J!>rf., p,._, (43)

siano soddisfaUe le condizioni seguenti

:

i." f"y..Ao^, -1, -I'v, ^"'-°-\ y'"-'', r')>o,
2° esistano p — 1 numeri r„, r,,..., r^.s tali che per \y — -n\^ro,

ij' - r/
I

^ r, ,. .
. , 1

1"-'^ - r/"
-='

! ^ r„_, , 0<\y''> - y<^'
|
sia

E{x, y, y',..., y"-"-\ v/<"-; 7/<'", y/'^")><»;

e possibile trovnre nn r taiifo piccolo che d din ad I il minimo rispelto alle curve

X die soddisfaiDto alle stesse co)idizio)ii ncyli estremi e che giacciono uelV inlorno

,m' r>''"' ^\s f-p-" '^
I
f?i *i- anche per il lemma XII, sotto forma appa-M (1) (p-^) J

' ' '

renlemenle piu larga, e possibile irovare un r tale die d dia ad I il minimo

risjjetto alle curve Jt le quali soddisfaiino la Umitazione (42) e la

I

v/ — r, |< r.

Gominc'iamo coU'osservare die, semplicemente ricordaado la detinizione

della funzione E, si puo estendere il teorema del n." 5 del Cap. I sul com-
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portamento della funzione E per //' tendente ad cx), diiiiostrando clie : se in

un campo finite e chiuso T di valori di {x, y, y',..., y"'^", y'''') sono soddi-

sfatte le condizioni seguenti

:

1-° f",ji,>ri^, y, 2/'v, y''"\ y"-'\ 2/'^")>o,

2." E(x, y,y',..., y'--'\ y'"'''
; Tf\ y"")>0 per 0<

1

2/<-' -y'-'
|,

se T, e un campo chiuso contenuto in T — per cui esista un S>>0 tale die

ogni punto di T^ sia 11 punto di mezzo di un segmento di lungliezza 2 S,

parallelo all'asse delle J/'" e totalniente contenuto in T, — esistono due luiineii

positivi 1, e [^., tali die, se
i

//"" ^ v/"''|>'t, e {x, y,...,y""'\y"'^) e di T,, si ha

E {X, y, y',..., 2/<^'-"
; r', y'n > [/., I r* - 2/""

I- (4^)

Cio preniesso, dalle condizioni poste nel nostro teorema segue eviden-

temente che si pu6 prendere un r\ minore di /•„, i\,..., t\,_^, e tale die sia

e che per valori di x, y, y',..., </'*"", y'^" che soddisfanno a (42), (43) e alle

x,^x^x,,
1
y — Y)

i

^ r',
I

y'— Ti'
I

^ r' , . .
. , |

y'""-^ — -/i*^"""
]
^ r, (46)

si abbia sempre

E [x, y,y',..., y-"
; y"\ y^") > per <

|

y/<'" - y<">
1

.

Prendianio come campo Til campo dato da (42), (43), (46); come campo

r, il campo dato da (42), (46), e

ir*--v'"M«=(p.-.+(p-i)o, (47)

come nnmero 5 il numero A — «2(Pj,-i+(iJ — 1)»"') che per (45) e >0; ap-

plichiamo il teorema ora enunciate : si potra dunque determinare s, e (^., tali

che nel campo dato da (42), (46), (47), tosto che e

|y(.>_yO"|>^,,
(48)

si abbia (44).

D'aliiii iiiuie, posto al solilo

£, {X, y, y',..., y-"; y<"', y"") = ^ (^. ^^ J^
-^^^

//' '". ^

)

,^, ,-.,) _ yO„ ^j^ q,

E, (X, y, y',..., y-"; y"", 2/"") =
-2 /"V"*'' ^'^ ^''••' ^"'""' ^"")'
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l;i tuiizioiie A', risulla s('iii])re coiiliiiiui e [lo.siliva ncl ciinipo (4iJ), (4Gj, (i/j;

quiiidi se aggiuiigianio la limilazione

I jr - y""
I

- d.

,

(49)

si pun (U^terminarc iiii [j. lalo cIk^ in (4*^), (4()), (47), (4!>) sia /t^, > y- : sara

alloia

E (:x, fi. if //"
-

'

' ;
//"", //<"') > [J. (//"•' - f'"y. (50)

III lali coiulizioiii \eiiiaiiio aircsaiiic ili A/: c jiicsa una i|iialiin(]ue

(•iii-\a j£ sodilisfacente alle (39), (43), aiiiilicliiaino (34). InconiiiiciaiiKi ad esa-

minare il prinio integrale: intanto in cs.so per y/*'' conipaie •/i"''-|-/p: ma per

(-25), e (^(l), 12;, l^rt,, (p^,_, + (i>— I) /•'), cioe risulta soddisfatta la (47): si

pos.soiio duiique applicare le disuguagliaiize (44), (")()); (|iiiiidi, cliiaiiiando

X riiisieme dei puuti di (XiX.,) in cui \Z^,\-^<7i, e /_, Fiiisieine couiiiliMiicn-

tare, sara

I

"

E (x, y, y',..., y<"-"
; -/i*"' + Z^, , y/"") d x > ,..

( Zl d a; + ;... I
|
Z^, \dx;

die i)er (27) e (28) possiamo pure serivere

I

" E (x, y, y',.... i/<"-' ; V" + Z,
,

//"") r/ a?> ,.. "^- v I .7 f/ «; +
)''•1 P I ' y.
'

,-iv

Pill deiicato e resainc dciraltro integrale di (34). Osserviaiiio an/.itufto

che se si pone per Z^, il siio valore s*'' — Z,, si Iia

h+l, Z, = (1, - 1, Z^,) + X, s^'\

Ma per (32) e (25), si ha

A, — ^2 ^p — 2; Una- s * S

(;)2)
(i, h, k^p — l)

^ ,

- — J_ 7'" _ 1 ="'
Pi \

Se quiiidi il/ indica iiii luimero che siiperi in valore assoliilo i valori

delle derivale terze di /' iiel canqio (40), (47), avremo
I y,7,t | <C q-j + ^j p^/-
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Quaiilo a Ao s"" si osservi che per (31) e

p
V.^. = /;„., (-^s .'I, ii'^--, >r", v^" + ^"") -?',,-'> -2:<?Vy.>^.

= /^;„., {X, ; + z, r/ +z\.... r/'-" + z"'-'\ v/'" +"^] P, 2'") - cp;,,, (X) -

p—

1

p—l

essa e dunque una tiiiizioiie die anuuette le <l('rivate parziali dei prinii 4

ordiiii rlspetU) alle z, s',..., s"' "; e -^' aiuuiette le tlerivate analoghe dei

piimi 3 ordiiii; e inline per le (32) evidentemente 1. e le sue dette derivate

parziali dei primi 2 ordini si annullaao per s = s' = • • • = s**'"" = 0. Appli-

cando allora il lenuua XII a loZ^^'^dx, avrenio

("X^ J*.Tn
" \ z"'> dx =

\

"V
^.,_^

3<'> ^c" ^<" d X (i, h, k^p — l). (53)

E per Tosservazione I del n." 5, se il/ e anche uiaggiore dei valori delle

derivate dei primi 5 ordini nel campo (46), (47), le ^,,,i. sono tutte nel campo

(4G), (47) inferiori ad uu numero della forma a, M dove x^ e uii numero, ana-

logo ad a, il quale dipeiide solo dai massimi moduli delle z"* in (40), (47), e

dal massimo modulo delle ri e delle loro derivate, e da n,, a.,.

Riassumendo dalle (52) e (53) abbiamo Tidentita

r {1
. + ^, Z^)dx = ^i

"
y.„, z^'>

2<">
s'"' d

X

(54)

dove i, /?, k sono conipresi fra e p — 1, e le (/,;,^ sono quantita die soddi-

sfanno ad una disuguaglianza del tipo

I r/,;,A
I
< «U i>/.

. (55)

Cio posto indicando con r un'indeterminata (^ /•') clu^ ci riserbiamo di

lissare couvenieiitemenle, supponiamo die sia

,(J'-2)
(56)

Consideriamo un terinine (juaiuiiqiie di (r>2) die noii sia (pidlo !n c"'~'

e cioe tale die uno degli indici almeno sia <J>— 1 : per lissare le idee. Tin-
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(lice <^])— I sia /. Applicaiiild lipelutaiiiciilc il Iciiiina 1 1 1 si iia per I

(jiiiiidi per (").")), (.")())

I P <7,7,.
^*" ^"" -" dx <: a, M r

f

'"'

|

;r<'" s"" \dx^
I J X, J .>,

^ 4" "''' ^f ' f f
^""' ^ « +P s''" <? a;]^

z^"-'^"- d X ^
ij p.,

1 J .<•,

/,-!,

^-^a.Mr^ K ''-'-' + A'
''-'-*

;'|^ a„ i\/>- A"""'-^ + AT''—' I
V,

Quanlo al leniiiiie in s^''
"' si osservi die

,(i'-i)
I

,(p-2>
1
~(p-')

I
,(;')

dx
onde

i'^l)

I P sr,_„_„._,
3"-"^ d cc

I

< a„ Jl/p I

z"-'> \\lx =

= 2 a„ Jl/P"
I

s<"-°' s'"-" s<"'
I

da; ^

^^a,Mrr'\z"'-"z""\dx,^

^ 2 i»i «.„ il/ r
I

V,.,., ( '"
I

--„ z,.. \dx + £„„ p'
I

z,^ z„ \dx\-

Ora ricordiamo die per C^.^), e C^G) e sempi-e

l~^l<«. (?,- + (i>
— !)'•');

quindi applicando il leiiiiiia VII avremo

p I
.'„ ^,.. k/ ^ ^ 4-

1

" (~ '.
+ " '-•^ ^' '^^ - 4- ^^"

f
(-''

.
+ ~

''-^^ '^ '^ + )

(58)

(59)

(GO)
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dove per (59) e 7v '., = a, (?,„, +{p — 1) r') {x„ — x,). Imitando poi il ragiona-

mento del lemma VI, sara

£'
I

s„ .< \dx^\\Zn ^'>:
I

f' « + «, [?.-. + (l) - 1 ) r'j

J I

2',, \dx^

^^1 4r/fl3 +
-^J

s'iVZaj + a, pj,_. + (j(j
— !)>•'

I

|y,Jf7a7^

-1 /v"
f

,-1. dx + lf z'l dx + l- K'., i
I
z'„ \dx +

(01)

f
+« pp-, + (iJ-l)»-' iC.

Onde iiifiiie raccogliendo dalle (54), (57), (58), (60) e (61), avremo

\\ + \, Z^) X H,y,
I

z'idx + H,!:,
I

\z',\dx], (62)

dove H^ e ii/g sono iiumeri foiiiiati con m.,, a,.,, M, «i(pj,_iH-(p — l)*"')) K',

K\, p, ma indipendenli da r.

Associando (62) colla (51) si avra

A/=U. «?
rH. z'; d X ,.^-rH^

P I .' X \ f J .' -A,

Glide bastera premiere r tale clie si abbia, oltrecbe r^r'

f
\z,\dx,

' Y,

(63)

r< [y. a;

perclie sia A />0.

pH,

c. V. d.

r<

7. Osserva~i()>ii critidie : II caso rcgolare. II (X)nfroiito deireiiuncialo del

teorema precedente coireiiuiiciato del teorema II del ii." 4 ci fa vedere ini-

mciliMlanifiilc come in sostanza \i\ condizioni iinposte siano nei due casi di

tipo afi'atto aualogo, e differiscaiio per il solo fallo che le condizioni relative

alle futizioni E e Z"',^,,,)-
nel teorema precedente devonsi ammetterc soddi-

sl'atle per vni insieme di valori di y"'~", y"'* pin ampio ciie nel teorema II.

Sareld)e del resto facile mostrare die le condizioni del ieoi-cina I! del n." 4

non sarebbero sul'ticienti nel caso presente.

Un caso assai importante in cui tiilte ([neste condizioni sono soddisfatte
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e il ciiso die, per aiialoLii.i .1 <|naiil(> si ii>a faic se p^ I, diieino il caso re-

golarc: iiii indiilciiiadi iiiiniiiio iliccsi rcLiolarc in iiii ccilo cainiKi A' del pi;iiio

XI), «e ill R I! scnipro /"y„„=(aj, //, .//,..., if''\ v/*'")>(», (|ualiiii(|iH! siaiut

if, //",..., v/''. K fliiai-o clio soddisfatta questa cniidizione in iiii inLdino di (£,

lie risullaiio siiliilo soddist'attc aiiclie le roiidizioiii I." 2." del iioslio loo-

reina : oiidc polrcino ciiniliiiiilere : se il prohlcma f' regolare iieU'iHlorno di d,

(4 (la il iiuiiiiiio (li ordiiir p ti iiel ccniipo limitato.

S. Sul miuimo di ordine p — 2 nel cnmpo illimHato c siii minimi di

online <Cp — 3. Si dovi'ebhe ora spiiigore ulterioniienlo I'analisi siii minimi

in caiiipi meno rcstriltivi : mm mi (• riuscilo di irovarc nnovc condizioni sui-

lififMili di lipd nun lioppi) cvidcntcnuMite lianaic. Si pun pcio notare che per

studiarc tali casi occori'CM'a cer.to iniiddnnc dcllc (-(mdizioni di iipo ini(i\o:

precisamenle diro die non si possono otlenere condizioni sullicienii jicr (piesli

ulleriori minimi solo colTallarj^are il campo in cui si innuaginano variabiii

le y, y',..., y'-''~",
J/''\

y''" iielle funzioni /"^(^, , E; come avveniva invece nei

tre leorcmi dimoslrali lin (pii.

Percio consideriamo finlegrale

'l+y'"-p"- d X. (64)

Se noi imponiamo che nei piinti x=0 e x ^ i, y ed y/' si annullino, I'e-

stremale <& di (64) die soddisfa a delte condizioni e il scgmento O^a?:^!
dell'asse delle a-, e Cjuesta curva da ad I il valore 0: ed evidenlcmcnte sod-

disfa la condizioiie di Jacob:.

D'altra parte il projjlema e sciiipre regolare, poidie /"„•:== ^:

ne segue che e sempre f,,"~.{x, y, y\ v/")>0, E {x, y, y ;
y'\ vy")>0 per

\y" — y"|>0. Per il teoreraa precedenle quel segmento da ad / il miaimo

di ordine nel campo limitato; cioe lissato uii nuiiiero p, arhihaiio, si puo

determinare un r[^^) tale che lutte le curve per cui |//|^r(p,), \y'\^^^

dauno ad 7 uu valore >>0. Ora io dimostrero die invece detto segmento

non dd certo il mintmo di ordine nel campo illimitato : cio che proviene

dal fatlo die col teudere di p, airinlinito, r{^^) tende necessariameute a

zero.
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Preso dunqiie uii r arljitrariainente piccolo, sia £ la curva rtala dalle

foniuile

:

x~ X
qua ndo -^ x ^ r\ sia U = ^.' y'= ^' ?/" = "

1

quando r" < a*^ 2 r", sia v/= — r -h
\x x"- . 2 X

(juaudo '^2 )'- <Cx ^ I, sia

1 — cc

1 — X

y (jr 1

(1 — % i-y \ 1 — 2 r'[

1 — 2 r;

1 ^ X
y

1 — £C

6r
7 1—2 1 ^— X

(1— 2r)M/ -^{—-Ir"-

E cliiaro clie tale ciiiva e di classe 1*'-', e qiiindi put) essere assunta

quale cuiva variata: iiiollre ij assume su di essa il niassiiiio valore in x = 2 r"

e vale r : tale curva giace duuque neirintoino asseguato.

Si caleoli il valore di 1 ad essa relativa : si ottiene

/.= -2r\^- l|+0(r),

dove con 0{r) iiidichianio una qiuuitita clie (]uaudo r tende a zero divenla

iufinita di ordine ^ 1. Sara quiudi per r sufticieuteniente piccolo Ii<i^ = I<s..

c. V. d.

Kstralto (ia^'li Anmili di Matemutica
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Sopra una classe di trascendenti meromorfc.

(Del hull. KufiUNKj \iiAX Lkvi, a Fim.)

I. iMolla presente Nota mi piopongo di risolvere la questioiie soguciilc:

Coslriirre Intle le funzioni f(z), nicrotiiorfe in Inlto il piajio (nl fiiiilo) dclhi r((-

rUtblle cuniplessa z, die soddisfditiio le eqiidzioiii fiuizloiiali

fi^ + o^)=fiz)
,

(love to ed w, so)io coslanii arbilrarie e B (x) e il siinholo di una fuuzione ntzin-

iiale di .v{*). E naturale elio una talc funzione noii csislera (|ualuii(pi(' siano

(0, (o,, B: si tiatteia (piiiidi sia di tiovare le Gondizioiii sdtid ciii le (I) pos-

sono essere soddisfatto da (pialdic liiiizione f{z), sia di costriiiie ('Hcltiva-

niente le f{z) corrispondenti.

Se si pone n = e '"
, una ruiizione /'(:;) die soddisfaccia allc picccdcnii

condizioni diviene una fmizione nnifonne della variabile i< con pniili siii^o-

lai'i essenziali al piu iiei pnnti y( ^ ed »=oo; le equazioni (
I ) si lidiir-

2,1 /m,

lauiH) ad una sola eqiiazione 'i> (n> n) = li ('a (n)) dove vi= e
'"

. Va\ invei-sa-

iiH'iilc una fiinzione o (u) con piinli singolari solo ncU'origine c per m = oq

e soddisfaceute all'equazione o (ni ii) = li (9 (*f)) si trasforiiia poiieiido it =:e
"^

{*) 11 PiCAHD tratto im )irolikMiia analo^io iielle Meniorie : Sar wte classe iiouvelh di- Irn-

sceiidenles iinifoniivs (Acta Matheniaticn. Vol. 18 e 23). In queste il Pigahd dimoslro die

(late ni fiiiizioiii razioiiali /?, , Ti'j,..., /?,„ in m variabili e seniprc possibile costruire (lelle.

t'uii/i(ini TniToiiinrt'e iiel seiiiipiand (•he soildisfaci'iano le t'(|uazioni

/, (^ + CO) = f, (.'), f. (-^ + <u, ) - /i", (/, (.-), A (--: /'." (-')). (i= 1, !3 , . .
. ,

m).

Se le .r'i= R, (a-, x^. . . .r,„) definisconii una ti'astbniiazione birazionale le funzioni costruite sono

nieromorfe in tutto il piano.

1
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in niia fiinzinne f(z) che soddisfa alio eoiidizi'oiii del |)rol)loma: onde polronio

eoiicludere che il ijiohlcina i)roi)Osto equivale aU'altro :

Costruire 1e fimzioni <^{u) dvlhi rariahile coiiijdessa n i citi jiiiiili sinyo-

lari essemiali, se esistono, cadono iieU'origiiie od iill'iiifiiiifo e die socldisfano

Vequazione

f^ {m u) = R (<sj (H)) (2)

dove m e una coslante arbUrarin ed R (x) e, come precedetitemente, il simbolo

di una fumione razionale di x (*).

2. Occorre die [)reiiiettiaino qualche osseivazioiie liguardaiite la fuu-

zioiie razionale R (x).

Si ponga

sai'a

con

'''^ = 7fi+l' (-^-PrH^O);

A(2 + o.,) = i?, {'H-^))

«4^^^U^
' \ y a? — a. J

Vale a dire che una sostitiizione liiieare (luahiiHiiic (lum degenere) porta

da una funzione f {z) die soddisfa alle coiidizioni del problema ad una i|/ (s)

die soddisfa ancora alle condizioiii del pr()i)]ema per una conveniente fun-

zione razionale R.

LJsufruendo ddrariiitrariela (U a, p, y, S si puo fare in niodo die R,{x)

P(x)
soddisfaccia ad alcune (X)ndizioni. Ponendo R (x) = ~- la (3) si puo

Q(x)

(*) 11 PoiNCARi'; trattii sotto (|iialoh(' reatrizione iin prohleiua aiialo^ro a ((iicsto nella Me-

moria: 'S'ltr uiie classe nouvcUe ilc tiKsrondeiitcs unlfontips (Journal de Matlii'niati(|H('s, IV siTJe,

vol. (), 1890), ariclii' iicl caso di piii t'liiizioni incognite. 1 risullali di i|iiclla .Mriiioiia saraiiiio

ricliiamali pin in la pci' (piidla pailc clii' ci sara ncccssai-ia (vcdi ii. (i).
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scrivere

.p(=l^^)+,,(_l^)

Si deteniiiiiiiio aiizitutto y e S in iiiodu die sia soddisratla liMiuaziorip

Se 777— (' iiiedullihilc, P - e Q\ non saraiiiio aml)edue := 0.

7.

Si scelgano allora a c p in modo che -^^ =h -{~ e quindi y.<) — i^y-i 0; sara

"^(-7) + P«(-7) + ''^

ed in R, (,r) il niuncratore restera di grado maggiore di una unita ainicno

del denominatore. Ponendo di nnovo L' al posto di A', e cliianiando ]> il

grado del numeratore, potienio (|uindi anzitutto supporre R{x) = -^'~~

dove P,,(x) e un pulinoniiu di grado /t e §,,_,(;») e un polinoniio di grado

h — 1 al pill.

Ma si puo fare di pin. Fonniamo I'equazione Pi,{x) — xQ,,^,(x) = 0;

o essa non ammette radici, ed in tal caso si deve avere identicamente

Pu{x) — xQ,,_t{x) = a, a essendo una costante diversa da zero, e cioe

R(x) = x-\-:zr—^-^ (a = cost.) ;

oppure essa ammette radici: sia fi una di esse. Golla soslituzione x'^x— p

la funzione raziouale R (x) verra sostituita da una funziime ancora della

P (x)
forma ^ '' V^ . ma per cui si avra P,, (0) = ossia P,, {x) = x Pi,_t (x). Pos-

Q;,-, (X)

sianio ipiindi liniitarci a cercare le fnnzioni meromorfe f(z) per cui le equa-

zioni funziunali (I) ai)partengono ad uno dei tipi seguenti :

f{z + .) = f{z), fi^-^^^ = f^l^^^L^ ,,)
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dove P,,^, (x) e uii poliiioiuio di grado /; — 1 e (),,_, {x) b uii poliiioiiiio di

grado h — I al piu :

f{z + o^) = f(z). f (z + CO,) = f(z) -^^~j~^^ (a = cost. -,= 0) (1)',

dove Qi,_, (x) e un poliiioinin di grado A — 1 (*).

Possianio aiicora seiiiplificaie la (piestione: poidie sc iiiiii fuiizione sod-

disfa un sistenia (1)'. se ne puo dedune una cIh' soddisfaccia un sistema

di equazioni del tipo (1)',. Infatti o Q,,__,{x) e una fostante (/* ^ 1), oppure

Q,,„, (x) e un polinomio vero e propi'io.

Nel primo caso f{z) soddisfa il sistema

f (z -f o>) = f (z), / („r _ CO, ) = / (z) ^ a

,

e la funzione <i (5;) = e/*'' soddisfa il sistema

(j/(3+(o)=J,(s), ^(z-fo.,) = A:<j/(s) (A,- = e")

(he e del tijio (I)', (**).

(*) GeonietricHiiieiite: la i-elazione x'^= i?(x) deruiisee una corrispoiuleiiza supra la retta,

la quale si put) ottenere poneiido x'^ f{3 + <o,), x= f(z) dove f(^) soddisfa alle (1). Se questa

corrispondenza ha due puiiti uiiiti. si puo mediaiite una trasforiuazionc lineare assumere

questi come puuti e 00: fatta una tale trasforniazione lineare sulla .r, per oUenere la corrispon-

denza baslera porre .»•'= /( ^ + w,) e x = f{z) dove f(g) soddisfa alle (I)',. Se invece la cor-

rispondenza ha un solo punto uiiito si potra prendere, con una sostituzioiie lineare, qucsto

punto come punto all'oo: in tal niodo x' — x deve annullarsi solo peric^oo e cioe es-

sere della forma -y —
- (a = cost) : in tal caso la f{z) corrispondente soddisfa alle (1)',. E

qui debbonsi distiflguere due casi: se la corrispondenza e una proiettivita parabolica (h= 1)

ogni sua potenza e ancora una proiettivita paraboUca collo stesso punto unito : se non e una
proiettivita, la discussione che segue nel testo dimostra rigorosaniente che il suo quadrato

possiede altri punti uniti distinti da quelli della corrispondenza priniitiva : cosa che facil-

mente si puo prevederc conteggiando il lore nuniero. Ed allora sostituendo alia corrispon-

denza priniitiva il quadrato di essa si ricade nel primo caso. E questo in sostanza il risul-

talo espresso dal teorema finale del presente n. 2.

(**) Si noti che la proposizione inversa non <• valida : poiclie non scmjire il logai'itnio di

una funzione I// («) che soddisfaccia I'eiiuazione t/» (s + w) = i/< (s) soddisfa pure re(|uazione

niedesima : occorre percio che il logaritmo riprenda la stessa deterniinazione iiei punti s c

s +0). Non sarebbe difficile esaurire direttamente lo studio del caso in cui le equazioni sono

del tipo f(3-\-a>) = f(z), f{3+o>^)-f(z) + a: tutlavia [ler omogeneita di trattazione, scgui-

reino I'arlihcio iudicato nel testo.
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ye Qi,-i ("f') 'i<Jii t' co.slaiiU' si avra

a a
/•(^ + 2 «,) = /• (2) +

Q,. , ifi^))
Q^^

f(^}
«/.-. (/(^))J } (4)

= n^^ -1 rr
Q<--n'.(/'(^))+Q!:-.(/^(^))

ove <?,,„,^,, (.r) rappri'st'iila iiii |p(ilin<iini() di ^i-ado // (// — I). Ovn Q,,,,, ,,(ir):=0

*' Q;,^i (^') = '* ix'ii liaiino ladici coiniiiii; iiil'atti so [i, . . . [i,,__, soiio If ladici

d(41a pquazione Q,,_, (x) = U, quelle di Q,,,,,.,, (x) = sono le radici dellc // I

eqiiazioiii x Q,,_, (x) + a = p, Q,,.., (u;-), ossia Q,,_, (a?) (fi,-
-- a?) — a, = 0; o (|iiiiidi

non possono niai coincidere colle [i, . La frazione del secondo hhmiiIho di (4)

e (|iiiiidi inediilliljile : il siki dcimiiiiiialore risulta uii jioliiKpniio di i^iado

(/^H- 1) [h — 1); ed 11 suo numeratoi-o, se si osserva die in (>,,„,„,) U') e QLi {x)

i coefficienti di j-'"'"" soiio iiiiuali, risulta lui poliuomio di grado h{h — 1).

Esisteranuo qiiindi delle radici deirequazione (?„,_,,,, (a:-) + QLi (a") ^ 0: se [i

e una di esse, si vede i'aciliiieHte clie la funzione <]^(z)^f(z) — [i sod-

disfa ad uu sisteiua di equazioni del tipo di (1)', lelativaniente ai pe-

riod i (o e "2 (0, .

Concludeiido possiauio duinpie dire die basta risolvere la (piestioiie se-

guente

:

Costriirro tutfe Ic fiiiizioiii iiicroiuorfc f(z) dm sod'li-sf'niiio Ic ((iii((zioiil

dove P,,_i (x) e un poUnoniio di (jtitdo li — 1 e Q,,_, {x) e nii poUiiuiiiio di (/nido

li — [ nl pik.

Assoggettando queste fuuzioni ad una qualunque sostituzione lineare. si

otterranno altiettante nunve funzioni do! tipo cereato. Inoltre ])otcaiino an-

cora essere funzioni die soddisfauno a! nnstro problema i logaritnii delle

Innzioiii f{z) die si ottengono (piaiidd iidia seconda delle (I), sia /;= 1

taldie essa si riduca a f(z + (•>,) = A- f{z) {k = cost.) (*).

Oppure possianio andie liniitard a

Codriirre tiitte le funzioni 9 (h) i cui piinti sincjolari essenziali, «e e^isloiio,

(*) Cl'r. la nota precedeiite.
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cadono neU'origine e all'inpnito e die soddisfanno all'equazione

dove m= e
'"

e Pi,_, (x), Q,,^,{jc) hamto il solifo significato.

Si noti che, se invece delle funzioni f{z) o <p(ti) soddisfacenti (1), o (2),,

si considerano le funzioni -^-r-r o -y- • le nuove funzioni soddisfanno an-
f{z) (p(»)

cora delle equazioni del tipo (1), o ("2), . Ed anoora dal modo stesso con cui

si e dimostrato la possibilita di giungere ad equazioni del tipo (l)i (od (1)',)

e (2), risulta che se p e una nulice dell'equazione P,,_, (a?) — Q,,^, (a;) = 0, le

funzioni /(^) — p e <p (tt) — [i soddisfanno insieme coUe f{z) e 9 (m) ad equa-

zioni dei tipi (1), e (2), (*).

3. Incominciamo coU'esaniinare se il lappoito — puo essere reals : in
CO,

tal caso III e di modulo 1 e tutti i j)unti /(, in 11, iir ti . . . stanno su un cer-

cliio di centro I'origine. Dobbiamo dislinmiere due casi secondoche — e ra-

zionale no.

Se - - e razionale, si ponga — = — » e r/ essendo interi pi'imi fra loro.
(o, (0, q

Si considerino alloia (hie interi h e k tali die Jip + kq=\, e si ponga

(•/, = /(, oj 4- A: w, : si avra to', = A, -}- A; - co = — = —
' • D'allra parte se si

'

P.! P 2

pone 7,', {x) ^ R (i?,^, {x)), li, (x) = R (R (x)\ si ha

/• (s 4- './, ) = f(z^hi<^^kio,) = f(z + koH) = R,_, if (z)).

nuiiidi hi tini/.ionr ccrcala soddisla ud una eipiazione del lipo delta seconda

delle (1), anche rispetto at perindo w', = — •

P

{*) Si ricoi'di clir |M'r' |iass;iri' dal liim di ('(piM/ioni /(- f iii|) = — ''

l ~ di rui r im
Qh i{f{~))

caso pai-licdlarc il li|iii (I), al li|Hi (I)', (ud (I),) liaslava sostituiir a /"(.r) la luiizidiie

tj) (z) ^ f (z) ^ p d()V(> /* era radirc ili I',, {.>)- x Qi,-i (x) - 0. Ncl caso |iri'S(>nti' in cui

P,(x)^xP,.-,{x)

laic ci|iiazioiic si ridiicc a I',,-,(x) — Qi,-i{x) — 0.
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Inversaineiilc so f(z) e tale clic f{z ' (,>',) = /?,. ,(f(z)), si iivi;"i die

/(s-l- w,) = /(s-f r/ w',) i\ una fiiiizionc razioiialc di /'U). Ouimli in (piesto

caso possiaiiio sostituire al periodo w, che lia raiipoilo lazionale coii m iiii

periodo die sia [)recisaiiienfe uii scdtniiiidfiplo di w : c ({iiindi liniilaici a

cercare le t'uiizioiii f{z) die snddisfaiiiio le e(piazioMi

f{z + c) = f (z), f [z 4-
'^}j
= H if (^)).

Le due equazioui iioii soiio iiidipendenli: ])erdie esse siano eoinjiatihili

occorre che Ry_, (x) = x.

Ma ill tal caso la sostituzione x'=^R{x) si iiiverle iiiiivocainciite colla

x = R,,_^{x'), quiiidi Jlix) deve essere lineare e (piindi lidiicibile con una
trasformazione lineare alia forma kxo(\X']-a(a (I) (•(irrispondeiitemenle

ai tipi (l)'i ed (l)'o del n." !2. Ma le equazioni

f{z+ ..) = f{z), /[. + ^j
= /-(g) + « {a=\=0)

nou sono coinpatibili ; e le altre

f{z + o.) = f{zl f[z-^'^^==kfiz) (5)

sono compatibili solo quando A'' = 1 ossia k = e '' (» = (), 1,2,..., p — I).

Una fuiizione di z che soddisfa in tal caso le (5) e e "
. E se f(z) e

una qualun(|ue altia fuiizione die soddisfaccia le (5) la fuiizione
"f (2) ^ 4;^

0}

e

soddisfa refiuazione iL s H \ = <l/{z), oiide notoriainente e una fuiizione
'

\ PJ

nieroniorfa di e
'"

. E inversamente una fuiizione mei'oiiiorfa di e
'" soddi-

sfa I'equazioiie ifLs+ -^= iL(£). Huindi h' fniizioiii die .soffdixfanuo al no-

stra problemn quando il rapporto — e delht forma —- sono le funzioni
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clove ii e il simholo (U nxa quahinqite fniizioue ineromorfn ed r e iiuo del tm-

meri 0, 1. ^1,..., i>
— 1, (e le loi'o fiinzioni lineari fratte). Le ecpiazioni corri-

spo)ide)iti .w)io

f{z + to) = f(z), f(z + c.) = e"^ nz).

Sia (la una osservazione precedente, sia dalla diretta ispezione della for-

mula risulla die i logaiitmi di (jueste fuuzioiii non soddisfanno alle coiidi-

zioni del probleina, traiiiie quaiido r = 0, nel (jual caso noii possono dare

che delle fuazioui della slessa t'ornia die le precedenti.

4. Nel caso die il i-apnorto sia irrazioiiale ikhi iiuo esistere alcuii
(0,

lipu di liuiziorii f (z) o o(») die soddisfacciaiio ad equazioni ildla IViriiia (1)

'inirs

o (2) oltre al caso evidente f(z) = ke " ossia fiw)=-Jiu''.

Toriia pill comodo in questo caso porci il probleina nella seconda forma:

allora i puiiti u. itin, urn,..., die, come gia si e notato, sono sii un cerchio,

sono tutli distinti e tali die vicino ((uanto si vuole ad un punto arbitrario

del cerchio si potra trovare dei puiiti m' u con s graiide a piacere. Cio

posto, si osservi anzitutto die una funzione ip (n) die soddisfaccia una equ£i-

zione del tipo {"!),, non puo avere in un punto al finito diverso daU'origine

uno zero od un i)olo, od assunieie un valore y. ladice di P,,_, (x) ^ od un

valoie P radice di Q,,^,(x) = 0. Poiclie se in un jjuiito n , cp((f) assumesse

il valore zero od un valore v., nei punti mu, iir ii,..., o)i"ii,... la funzione

avrebbe degli zeri : onde neirintorno di n cadrebbero inliniti zeri il che e

assurdo se si suppone che <p (»,) non abbia punti singolari essenziali altro che

nell'origine od airiiiliiiiln. Analogamente se 'ij{it) avesse nn jjoIo in ii oppure

assumesse un valore P, in mu, m'-u,..., mu,... avreblie sempre dei poli

(poiclie nella funzione razionale del secondo membro di {'i), il nunieratore

e di grado superiore al dcnomiiialore) ; onde in i)iossiniita di u si avranno

inliiiili |ioii: il die, coinc piiiiia e assuitlo. .

Ma pt'i- nil nolo teoiema del Picahd la funzione deve asgumere (pialunque

valore, due a! pin eccettuali, in punti al finito diversi daU'origine. (piindi

tutti i valoii z e [i devono coinciiiere coUo o coH'cxj : e cpiiudi fequazione ["!},

deve essere (Idia forma:
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Ora o e
i

c
I

= I, /^ == I , oppiiii' e h^'i e c (|ualiiii(|ii(! o /« = 1 e \c\ =^|^^ 1.

Coiniiiciando dal caso in ciii li^'2 e c (|Uiilmi(|ue, o //, = 1 e |c|H=l si os-

scrvi (lie uaiiiliiaiKlo al pifi iii in si piio siipporrc seiiz'altro o ft ^2 o

/(, = 1 |c[>-l. Si picnila alloia un nnnino positivo yl lah; die \c'A''^yA

COM y rcale < >• I : rin r scinprc possiljilc; poielie, se /( ^ "2 basta picmlfre

nn (pialnn(|nc v>l e scej^lierc poi .1 cosi ^laiulc die y <C
i

c
|

/i'' ', se poi

/j = 1
I

c
I

> I l)asta pieiidore A ([uaiinHpic c per y lo slesso valore
j

c ;. Si

pi'pnda poi un pmilo ii divcrso dall'origiiie in cui 0(11) = A: siccomn i(u)

non prendc gia in punii divcisi daU'origine i valori zero ed -k,. lali pnnii

esisteianno cei'tanienle. Ailora nci jiiniti 111 h, iirii,..., in" 11,... si avra

I 9 {m u)
\

= \c A'' \^Y A

I 9 (»r u)
I

Si
I

c (y >1)"
I

^ y"+' ^1 s± y^ .-1

9(w'it)j^|c(y"-My|^y^|^|

E quindi ricordando che y>l, vicino (piaiito si vuole ad n si troverauno

altri punti in cui <f\u\ preude vaioi-i in modulo iiiag-f;iori di una (piahuKpic

quautita asseguata : cio die e assuido.

Se poi ft == 1
I

c
1

= 1, si deduce su un (pialunciuc ccrdiio di ccniro Toi-i-

giue 9(») e di modulo eostanle. Kd inl'alli pi-eso un jmnto ariiilraiio 11. in

cui la funzioue a.l)bia uu valoie di modido = vl, in tulti i punIi m n, urn,...,

ih'm.,..., 9 ((f) prendeni dei valori in modulo uguali ad A; e siccome questi

punti foi'mauo uu iusiome ovunque denso sul cerdiio; lie se^'ue per eonti-

nuita die il modulo di '•, (n) e costanle sul cerdiio medesimo. Si deduce die

j 9 (m)
I

e funzioue di \u\, e (piindi die, posto u = ii, -+- iu,, log
| 9 (») |

e una

fuiizione armonica di u, e n., dipeiidente da \u\ solaniente. Si deduce che

log
I 9 (u)

i

= r log
1

i<
I

+ A- (*), dove r e k sono costanti, e quindi 9 (») = fc m"

(*) Sia » = !(, + iu„ = qb'^, i' cioe \u\^ q. Una I'linziiinf ^ ("1 "2) armonica di », ed »„

.

consideruta come t'unzione di ye* devi? come e nolo soddislare re(|iiazione :

se quindi ^ pei' ilJOtesi e indipendetile da * deve necessariamente avere la lorma

X = »• log Q + k (r e k costanti).
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dove r e k sono ancora costaiiti: la comlizione chc '^(n) sia nieronioifa iiii-

pone clie r sla iiitero posilivo o iiegulivo. (Juesta soluzione t'u gia trovata

nel nuniero pi-ecedente e, come e naturale, la ritioveremo in seguito anche

per qualLuu|ue valore di in.

5. Ci I'imane a traUare il caso in cui — e complesso : riconendo an-
w,

fora alia seconda toiina del nostro pioblema dovrenio cercare le fnnzioni

0(h) die soddisfanno a (3), ed lianno singolarita essenziali al piii neU'origine

ed airinfinito, il nuniero i» essendo di modulo J- 1. Se 9 (m) ha uu solo

punto singolare essenziale si puo seni|iie supporre che esso sia aH'infinito,

perche ove fosse neU'origine hasterebbe eainbiare 11 in — per ricondurci a

quel caso.

Possiamo quindi distinguere tre casi:

1° <f(u) e regolare od ha una singolarita polare neU'origine, ed e

2.0 o(u) e regolare od ha una singolarita polare neU'origine, ed e

|wi<l.
3.° 9 (it) iia una singolarita essenziale sia neU'origine che all' inhnito.

Trattereino nei nunieri seguenti dei tre casi notati.

6. La ricerca relativa ai priini due casi si juio facUmente esaurire ri-

correndo ai risultati ottennii da! IVuncaki': nella Meinoria citata. Da (2), po-

nendo u = U seyue

.piindi: o 9((») = U, o 9 (0) == oc, oil inline 'i (0) e tale che ^^=4^7»7-! = '• H

secondo di (iiipsti casi si riconduce al ininHi camiiiando oiif) in - ; il terzo

cainbiando ^(/(j in '•'(<() ^, P essendo una radice (il valor'e di 9(0)) di

P,,^, (x)— Qi, -, (rc) =0: con cio in virtii deU'osservazione finale del n." 2 non

si inuta la forma deU'equazioni' iiii soddisfa la funzione cercata : onde {los-

sianio supporre che la finizioue f (n) soddisfaccia all'iMiuazione C^), ed in-

sieme sia tale die 9 (0) = 0.
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rigine iino zero di iiriiiin ordine, r. chc si ahhia = m. Tutte

(lio ])()st() ricordiiiiuo clic il risulUito del PoiNCAufi si jhk'i iMiunciart' ucl

modo seguenle :

Condizlone neeefisnria e sufficiente affiticM esistano funzioni f (u), refjolari

in im intonin drU'orifiine die soddinfacciniio Vrqjmzione (2), ed nhbiaiio )ieU'o-

d ix P,,_, (x)

dx\ Q,,_y(x)

queste funzioiii ,si oUengoiio ,s(Kstitueitdo u u. ad a in hhh di e.s'.ve, [/. ensendo

una codantc arhitraria (*).

Per giuugere a risolvore il iiosiro |M()lil(^in;i (iccdiic slinliinr (|iiaii(lo gli

sviluppi del Poincaisk rappreseiiltTiio fimzidiii inoiindroiiic in liitlo il piano,

e come si inodificaiid le precedciili (•oiiclusifini i(ii;nidn si siip|ii)iiga che ip (m)

abbia neiroiigine iiiio zeio di ordine k (pialsiasi ^ I.

Iiiconiinciaino da quest'ultima qnestioiie. E facile vcderc die in lal raso

d^ / a; P,,_i (x) \

dx\ Q,_,{x)
)

essere fnnzione di »'. Essendo infatti '^{n) reg-olare iieU'origine per i|)otesi,

la si potri'i svilujipare in serie di n, per mostrare I'asserto bastera inoslrare

che la derivata r-esinia e nell'origine diversa da zero solo quaudo r = (mod k).

X P (x)
Invero posto '-'

^^ _, j^ ^j..^ dall'equazioue '^{nin} = Ii{f{u}) si deduce

ni-j'' (ni (f) = B.' i'f ill)) 'b (».).

m- <p" (lu H) = ii*' (rp (H)) '</ (II) + M" {f (ii)) -J- (?*),

deve essere = »// e cIk' la fnnzione "Au), se esiste deve

m" 'f [m n) = E
(-f (»)) f (») + H, (»),

dove i/i(»-) e una sonnna di termini ciascuno dei (piali contiene a fattore

tante derivate di <p (m) di ordine <;A: che la sonnna degli indici di ogni ter-

mine e k. ed almeno una derivata di Tl (.r) di ordine maggiore di 1. Onde

intanto dalFipotesi ciie le prime A:-- 1 ilerivate si annullino per n = segue

i4(0) = 0; e quiiidi affiuche sia cp'" (0) =|=-0, occorre die sia ft' (0) = m". Si

(*) II PoivcARE siiiipoiiP |;i)]>l. 1^ chiMi-o die p"!- la (liriKisti'azionc dolln coiivorgpiiza

degli sviiupiii olleiuili flal PoiNCARft tale reslrizioiio mm (' iieccssaria. Essa e iiecessaria nei

rajiionameiiti del PoiNCAur: solo in qiianto gli serve a diMlurre ehe lo sviliippci r^gola^c nel-

l'origine rappresenla una fnnzione regolare e nioiiodroma in tuUo il piano,
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ha poi

,,„«:+. .^(«+.) ,,„ „) = ji: (,^ (»))
./-"

(„) ^ H,+, (n),

w'+- 9<^+--' (j» n) = R' {y (")) ?"+" (") + H,^, (n).

m' 9'" {m n) = ft'Vf (».)) 9'" (m) + 7/, ( u ),

dove 11,{>') (^ U'l'i .soiiiUKi (li termini ciascuiio dei quali contieiie a fattore

tante derivate di 9 (ri) di ordine < / die la soinma degli indici sia = /. ed

almeno una derivata di R {x) di ordine niaggiore di 1. Ricordiamo clie non

l)u6 mai essere 111,' = in'' per I -\= k, poiche si suppose
|

m
\

=-| I ; dair egua-

glianza R' (0) = m' segue allora che 9'" (0) == tutte le Aolte che H, (0) = 0. Ora

ogni termine di i/,+,, 7/,,,.,,..., H.^^, deve contenere almeno una derivata di

ordine < \ ipiindi sara H,,
, (0) = //(.,, (0) . . . = H,,

,

(d) = 0; invece //„, (»)

pno contenere an termine in ciii conipaiji [9'" (")]% onde potra darsi che

-/^-A (0) -0 e quindi 9'"" (f) 1= " K"' iii geiierale. anuiiosso rho tutte le deri-

vate di ordine rH'=()(modfr) miuore di un ceito numero I siano nulle nel-

Forigine, lo saranno ancora tutte quelle di ordine / se non e ? = 0(mod/,);

perche quando cio noia sia ogni termine di H, deve pure contenere una de-

i-ivata di ordine r HJri^O (mod A) e (piindi sara //, (0) =^ (» e 9"'(0)=0. Onde

risulta dimostrato I'assunto.

Gosicche se esiste una Innzione che soddisfaccia alle nostrc condizioni

ed abbia nno zero di ordine A- neH'origine, questa dovra essere fnnzione di »'

e come tale soddisfera Tequazione 9 (»<' »') = R (9 (/f')), dove R{x) e tale che

Ponendo «'==(', la nostra linizionc diventa una fnnzione di v che sod-

disfa I'equazione

o(m' v)= /.'(9(''))

e che iia in /• = () nno zero di primo ordine. Ma alhira il teoremadel F^oix-

c.Aiu'; ci (hce die le condizioni imposte ad /i'(.r) sono sid1ici(>nti per assicu-

rarci dell'esistenza di una tale Innzione, ondi" ne verra di conseguenza che

la fnnzione cercata avente uno zei-o di ordine A neirorigine esiste.

Dai calcoli precedcnti segue inollic che, (piando h = l,e quindi re(pia-

zione si riducc alia forma 9 (wt «) = c 9 (vt), f{ii) non jiuo diffeiiic da »', A

essendo un intero positivo e c essendo uguale ad m'\ o dalle I'unzioni (,u. «)*

die da (pidle si oltengono nnitando 11 in u»: ed invero tutte le (piautita
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H,(u} suraiiiio idciilicameiiU; iiullc |)eiclie Ic derivalc di ordine >. 1 di

E (a;) = c X soiio Millie.

Rimane ad csainiiiare qiiali di queste t'linzidiii sono iiioiiodroiiir in tiitto

il piano. Se si e iicIIji prima ilcllc i|i(il('si lallc nrl iiiinicro aiitecedente e

cioe ;»(|>>I,dal i'atto slesso die la riiiizioiie e re^olare nell'origrinp o sod-

disfa Tequaziono (2),, scg'Uf', coiiie gia ossorva il I'oincauk, flio la fiiiizioiip

9(*f) e regolare in tiillo il piano. Dircmo clic (incsle rnn/,i(ini appartengono

alia classe del Poincark.

Se invece iii\<.\. tale dediizione non e possibile. Ma si osservi allora

(lie la t'unzione non piio aveie poli in iiessun punto al fiiiito del piano pc-

cettuata Forigine, poiclie in viitn deli'equazione (2), se n. e nn polo di 'ii{ii)

anche m it, nr ii,..., inn,... sono poli di 9(H), e di (ali pnnli in \iitn delTi-

potesi |Hi|<;l se ne potra trovare quanti se lie vuolc vicino airorigine onde

Forigine risulterehbe iin punto singolare cssenziale per9(v() contro Fipotesi;

e per la stessa ragione f(i() non piio avere zeri al tinito fuori delForigine. Ed
analoganiente .[ii) non puo assninei'e al linihi. I'noii (IcIFiuigine nn val(n-e 7. ra-

dice di F,,^, {x) = 0, o un valoi'e (i radice di y,,., (x) = () iieirlie in 111 11 avrebhe

uno zero od uu polo rispettivainente. Quiudi per iin ragionaineiilo analogo a

quello del 11." 4 Fequazione avra la forma 9 (<«»)= c (9 (h)]'', e dovra essere

\dx
III'', onde /^ = 1 c = in''. Per una osser-

vazione fatta preeedeiitemente otterrenio di qui necessariamenle 9(») = ('. m)'.

Queste ultiine funzioni le abhianio gia trovate: di piu rieutrauo iiella classe

ora studiata, poiche esse si coiii|>ortaiio regolarineiite anche alFiniinito onde

basta cambiare 71. in — per ottenere die esse soddisfacciano ad una etnia-
(f

zione per cui
|

in
\

>> 1. Quindi liUle Ic fnnzioni che rlnpoiidoiio alle condizioni del

problema nelle ipolesi 1." e 2." del 11." 5 si jiossoiio considers re come riapondeiiti

al problema yiell'ipotcsi 1." cd appartengono tiUte alia classe del Poincakk.

Si noli die nessuna di (pieste funzioni e tale die il suo logaritiiio sod-

disfaccia alle condizioni del problema, poiche, es.sendo esse regolari uelFori-

gine, il logarilmo e necessariameute fuuzioue polidroma di u.

7. Audiamo ora a studiare Fipotesi :>.'' del 11." '>. Potreino st>n//altro

supporre
|

»h ! > 1 ; ove cio non fosse basterebiie mutare n in — e cioe z

in — z. Ci proponiamo di luostrare che in quesla ipolesi la {'1)^ deve ridursi
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alia forma

'f
(m ») = c 9 (11,).

Rammentianio infatti che, come piu volte si e notato, in viitCi di (2), se

u e nil polo per cp(») anehe mn, lu-n,... m' ti,... sotio \m)\\ per '?(»). Cosi

a ciascun polo n di <f{n) ne corris[)Oiirle una serie infinita contenuta in una

successione

...nr'ii, ;»r"f' (I,..., /(, m n, iii.'ii,..., m'li,... (S)

e precisamenle, tosto che an numero di questa successione e un polo di 9 (m),

sono pure poll tutti i successivi. Ora una successione (S), contiene sempre un

terniine ed uno solo in ogni corona circolare r compresa fra due cerchi di

centro I'origine c raggio p e
j

w
|

p. nuiiidi Ic serie (S) che iifll'iiitorno dell'o-

rigine contengono dei poli sono in numero finito, altrimenti dentro una tale

corona r esisterebliero infiniti poli e un punto singolare essenziale in un loro

puiito di condensazione. Ma vi e di piu: se il grado di f^-i {•"') ^ ''

—

jij~ 1)

e se 9(») ha un polo in n, di ordine /, in iir 11 iia un jwlo di ordine tj, in

m' u, un polo di oidine tf. ecc; cpiindi iinclic iielle successioni {>S) non vi

potranno essere poli nei punti ni'n per valori di s grandi a jiiacere se non

e j ^ I, poiche altrimenti in un punto arbitrario di (S) vi sarebbe un polo

di online grande a piaceie il che e assurdo. Quindi o neirintorno dell'ori-

gine non vi sono poli, (ippure (),,_, (x) e proprio di grado h — 1 e i i)o]i sono

tutti su un numero finito di successioni (S). Analogamente ragionando per

gli zeri, si conchiude die neirintorno deU'origine non vi sono zeri oppure sono

distribuiti su un numero tinito di successioni (S) e P;,_, (a?) ^ non aiumette

lo zero come radice.

Sia oni [i (z) uiui r;idice di Q,, ,
(.r) = (<h P,,_| (.r) = 0): se ^^ (») prende

in 11 il valorc '/ {y.}, in in 11 o(«) ha un polo (inio zero), quindi in ogni suc-

cessione (S) non pno a\crsi che un punto at pin in cui 'M") assume il va-

lore p (il \;dor(> z) imI una serio (S) che contenga un tal punto e una serie

con ten (Mile poli (o zeri I. .Ma per essere liiiilo il iiiimero delle siM'ie (.S') coiitenente

poli (o zeri) segue che neirinioriio deH'ongine o(h) iioii assumera iiiai ne un

valore a, ne un vnlore [1 Ma jiel gia ricordiilo Icorema del Pic.aiu) neirin-

torno di nil pniilo singolare ogni t'nnzionc deve prendere un (pialuinpie suo

valore I'alla aslra/.iniic ;il piii per due ili (|iiesli ; iir xcira clie Ire casi sol-

lanto possono darsi:

I." /(. I, e (5/,,^, '.!•) e di grado Ji — I : esisloiio nii valore a ed un va-
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lore p, iiui pan essere a = 0. L"('(|iiazioiie (^), ( dclla loiiiia

f {m u)
(?(»)-P)"

hi I'uiizione ^(h) iioii premie lie il valore a iie ii valoic [t iiell' inldind dcl-

rorlgine; preiideiii (|iiiiHli ogiii altro valore.

±" Ii
\ 1, Mia Q,, ,

(x-) e di j^rado <^— I; aueora P„_,(x} = (} deve

animettere una sola radice a che puo essere aiiche uguale alio zero : e ^(tt)

noil puo assumere ne il valore « ne il valore 3c iiell'iiitonio deH'orii^iiie, onde
segue elie Q,,^, (x) =0 non dovra annnettere radice e quindi I'equazione (i2),

divena della forma -p (m «) = c 9 (m) (p (m) — «)'''.

:j.o h= I; I'equazione (2), e della forma

(p (in 11) = c f (u).

Ma il primo caso non puo veriliearsi. Invero siccome ueirintorno dejl'o-

rigine f(u) non puo prendere ne il valore a ne il valore p, essa non puo

prendere neppure i valori di a, e p, lali clie
"' ^

'— ;_, = a oppure

R (R _«)'-'

CR _ R\''-'
= P • tl"*''^ti valoii a, e p, doviebbero quindi coincidere tiitti

con y. o (i : cio ciie evidentemente per essere « =^|= P non puo avvenire.

Analogamente non puo aversi il secondo caso. Invero: se a=|=0 esi-

stera ancora un valore a, -|^ y. tale die c ot, (a, -- a)'' ' ^ a, e neppure questo

valore a, non doviebbe essere ammesso da 'i(jt) il che e assurdo. Se poi

« = I'equazione diviene (p(»t it) = c (cp (».))'', e f {u) non deve neU'intorno

dell'origine prendere ii valore zero ne aveivi dei |)oli. Dall'equazione mede-

sima si deduce che lo stesso si avra allora in tutto il piano. Ma ueH'intorno

dell'origine essa prendera un qualunque valore diverso ila e da oc : in

particolare un valore A tale che \c\A''^yA y essendo un numero reale

e > I. Ma se u e un tale punlo. nel puiito in" u — come risulta da un ra-

ft"—

1

gionamento del n." 4 — f{u) prendera un valore di modulo >y''~^ A e

quindi un valore che diviene col crescere di 6- in modulo maggiore di una

qualunque quantita assegnata. Fissato allora .s- arbitrariamente grande, si

p
prenda un punto u in cui <^ (it) = A e tale che [it <C^; nella corona r

lit'

compresa fra i cerchi di raggi p ed ! m p e centro Torigine esistera un punto
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in cui f (u) diviene niaggiore iii modulo di y'^-l: quiiuli in una tale corona

r f {h) prendera dei valoi'i di modulo maggiore di ogni quantita assegnata, il

die contradiee alia eonclusione tralta precedeiiteniente che9(») iion ha poli

in tutto il piano.

Non ci resta quindi die di trattare il teizo dei casi precedentemente

enumerati.

Ritorniamo percio alia prima forma del nostro problema : si deve allora

cercare le funzioni meromorfe della variabile complessa z die soddisfanno

alle equazioni

f{z + oy)^f(z), f(z + o.,) = cf{z)

e sotto quesla forma si licoiiosce die tjueste funzioni esistono e non sono

die una classe delle funzioni doppianiente jieriodiche di seconda categoria

relative ai periodi w e w, : precisaniente esse (*) si oltengono tutte mediante

la formula

f{z}= -P :e "" z(z)
/ logcwi ^ '

'^\ ^ - / j

dove con t{z) si indica una qualunque funzioiie elliltica di periodi w ed w,,

con a{z) la funzione n relativa agli slessi periodi ed inline con r, si indica

il primo dei periodi di seconda sjjecie.

Resta ancora a vedere, per teiiiiinarc la noslia dassificazione se i lo-

garitmi delle ultinie funzioni trovate possono considerarsi come funzioni me-

romorfe di ::; die soddisfacciano il sistenia :

/(S + to) = /(.'), /•(,-t-c^,)=/-(3)4-a,.

Sarebbe facile vedere clie si: del resto inimediatamente si vede die le

finizioni die soddisfanno a queste equazioni sono tulte e sole le funzioni

della forma

(*) Cfr. ad esetnpio Bianchi : Lezioni sulla teoria dalle fuu:^i(»ii di variabile complessa e

sulle funzioni ellittiche. pag. 'ilO e ss.
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S. Kiassiiinciido possiiiiiKi coiicliiiKlcrc :

Le finizioni. die sorldi.sfaiiiio alle condizioni del problenia del n." 1 sono

funzloni linear I fratte delle segnenti

:

I." fnnzioiil della classe del I'oiNCAiiK;

'i." fmizioHt per cut II neeondo nieiiihro delln srroiuht ((iiuizioin' ( I )
/ 11-

iicarc ill o(/(): e precisameiilc :

2." a) se =- (/) e ii iiitcii iiiiiiii Ira loio) fnnzioni della fornia-

f(z) = e '" <\i\e " j dove r e umo dei priini 7 Humeri della serie iiatiirale e

(L e il simbolo di una fiuizione meromorfa ;

'2." 1)) fnnzioni ellilliclie di prima o .secomla categoria di periodi oj ed W;

della forma

A- to \

2 - i!

dove k e una costante ed z (z) e ana qiialunqiie funzione elliltica di prima ca-

tegoria di periodi w ed u,
;

%.° c) fnmioni del tipo

h[—o^l{z) + -nz] + z(z).

Osservazione I. Se invece di una sola funzione prendiaino a considei'aie

come il Picard ed il Poingare nelle Meniorie citate un sistema di piu I'un-

zioni, I'imniediata generalizzazione delle due classi di funzioni del precedente

teorema ci riporta ai due tipi gia trovati da ([uesti autori e cioe alle t'lui-

zioni del Poincarb ed a quelle per cui la tiasfonnazione subita dalle fun-

zioni quando la variabile aumenta di w, e birazionale. Sarebbe interessante

ricouoscere se si puo, come nel caso trattato nel presente lavoro, invertire

la proposizione anche nel caso generale : cio noa mi e finora riuscito.

Osservazione II. 1 lisullali precedenti si possono facilraente estendere a

casi piu genei-ali. Cosi si supponga di sostituire alia prima delle (1) I'equa-

zione fiz+ cj) = ''•

' y> -̂c, talche si abbiano a cercare le funzioni meromorfe
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per fui si lia

f{z+ o,,) = l{(f(z)),
^

Aiizitiitto dovra essere

(1).

xMa una sostituzione lineare data I
^

^ si puu iiotorianientf trasforaiare

niediaiite una conveniente sostituzione lineaie in una delie forme '
,

• o

I

^'^'^ P=i **• '"^i Pi'"^^' ijuindi senipre passare con una sostituzione lineare

dalla f{z) ad una 0(5:) clie f^oddisfaccia alle equazioni

o(.'+ co) = ao(-). o(2--(o,) = ii;*('i(-)) (1)'3

<)|iliui'e

o (;r + CO) = o (2) -r- P, ? (-' - CO, ) = ii-* (o (.J)

)

(1
)',

<love E* {:x) h una conveniente funzione razionaie. Nei due casi rispcttiva-

meutc la (()) si riduce alia forma

R* {x + p) = 7i'* {x) + p. ((>),

(lominciamo dal 1." caso. Dai lagionamenti dei n.' '>, 4, (5 risulta in partico-

lare ciie una funzione o («) regolare ueirorigine die soddisfaccia ad una equa-

zione 9 (mu) = c <p {u) deve essere uiediante una ti'asforniazione lineare riduci-

iiiic ad una dclle forme 9 {u) =\i. u/' {k inlero) oppiu'e <o(ii) ^u''6(u'')
^i*
essendo

una funzione mei'omoifa ed r, j9 essendo iutci'i : uci due casi rispcltivamente

i III/' = c, oppure m^e^', c = e^' . Per a\ere le solu/.ioni di ((>)., l)asta cer-

care quando pei' ic funzioni precedenli si ha c= />t = a e o e razionaie. Si

deduce clie tre soli casi possono avei'si :

1." ='- = 1, E* {x) qualunque,
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2." a. = e'\ R* (x) = X R** {x'') dove R** 6 ancoia il I'isiiltato di iiii.i

fiiiizioiie razioiiiilc,

.')." '/ (|iiiiliiii(|iie, R* (x) = Kj X (a, costaiile).

II iiiiino ciiso ( ([Liello da noi sludiato nel preseiite lavoro.

Nel secoiidn caso si avia

2/1 i

(p ( +o>) = e " o (.-),
'f

(z + 0.,) = 9 (s) i?** ([(p (z)]").

niiiiidi

9 (s +p 0)) = o (s), (p (z + oj,) = 9 {z) R** ([9 (2)]'').

Si ricade (juiiidi aiicoi'a in I'uii/joiii die soddisfaiino aiiclic ad (Mjiia/.ioiii

del tijxi gia studiato. Quiiidi iiiionc fuiizioiii si possoiio otleiiei-e solo nel

terzo easo : le Innzioni ceicale soddisfaniio alle equazioiii

o{z-JrOi) = v.f(z), 9 (5; + CO,) = a, 9(3). (I),

Nel caso elie si al)biano le eijiiazioni (\)\, la (G), ci dice clie R* (x) deve

avere la forma R* (x) ^= x ^ ^^ (fi, costante). Onde si avra il sistema

9 {z ^- 0.) = 9 {z) — (i, 9 (z — (0, ) = 9 (z) 4- [i, . ( 1 ).

(Juiiidi le fauzioui soddisfnceidi (1),, sono tru le fnnzioni <jlu Irocalv,

soddisfanno ad (1)3, ad (1)^, od iitfiiie sono fnnzioni lineari di queste.

Come al u." 'i l)asta studiare il sistema di ecjuazioni (
I ); . Se 9 (z) sod-

dista ad (1), la Innzioue 6 (z) = e "
9 {^) soddisfa le equazioni

4- (s + oj) = A (^), <!^ (z^ io,) = C'\> {z) \c = a., e "'j

quindi e una deile ruuzioiii dei tij)i '2." 11) o "2."])) di quelle gia trovate da

noi. E viceversa da ogni funzione i{2) se iie deduce una <f{z) soddisfacente (1)3.

Oade le fnnzioni soddisfacentl (1);, sono:

{^^\
. .

a) le fnnzioni 9 (.j) = c'" i\e '"
/ liove k e costaute, i e il smibolo di

una luuzione meromorta. p e iutert) tiaune die nel caso in cui y e una

costante, dovia ])er queste funzioni essere — razionale delta forma — |-
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h) le funzloni doppkimcntc pcriodiclie di priinti o at'coiidd raienoria.

Corrispondentemente U fnnzioni die soddisfanno (l)^ sono :

a) le funsioni 9 (s) = A's + iU '"

j jAncora se i iion e una costante

\w\- tall tunzinni deve essere — ^ — •

1 to, rj ;

h) le fnitaioiii della forma

Kstratto dagU AnnaH di Mateniatica
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Caratteristiche multiple e Problema di Cauchy.

{Di KuGKNio l<]i,iA Lkvi, a Genova.)

1. — ioia :

^M<-,

/M.r./. />,„/'.. ..^0 = (p^, = ^,^-,| (I)

uirequaziuiiL' alle doiivale j)aiziali di ordiiic j* in dut' xariahili indipeiidctili :

e noto come la considerazione delle caratteristiche costitiiisca it piu poteiite

elemeulo di classificazione delle equazioni medesinie. Failicdlaiinenli' sliidialo

e il caso delle caratteristiche seiiiphci (*) : val^ono per esse i se^uenti fonda-

iiientali teorenii

:

I. — Una caratteristica si'iiij)Ucc di online n « contomla in una scni-

plice infinila di caratteristidic di online i( + I, e piii in generaJe in niui in-

finifd di ('(iraUeristiclie di ordine n \-h dipendente da li roslaidi aihitrarie.

Se due siiperficie soluzioni dell'ecpiazione (I) nnnneUono una cayaUeristica di

ordine n a comiine ed in un pnnfo di esaa lianno iin contatlo di ordine n + h

{cioe lianno «- comnne un elemeido di ordine n -\-h), esse hanno un contatlo di

ordine n^h luncjo titlla la cdratlerisUca (**).

Tale teorema vale sia dal puiito di vista delle hmzioni di vaiiaijiii reali,

sia dal piuito di vista delle fimzioiii analiticlie: con qiieslo solo die iiel prime

caso devesi supporre clie la corrispondenle radice deU'equazioiie delle carat-

teristiche sia 11011 solo semplice, ma auche reaie.

II. — Supposta I'equazione (I) anaUtica, nna caratteristica setnplice di

ordine n, analitica, appartiene ad infinite superficie integrali detV eqtiazione

data ancditiche nell'intorno di essa : e una di tali superficie b pienamente iti-

dividuata quando si assegni die, oltreche contenere la caratteristica, essa debha

{*) E cioe cori-ispondeiite ad una radice semplice dell'equa/.ioiie delle caraftcristiclie

(**) GounsAT, Lemons sur V integration des equations aux derivees partielles dii second ordre.

Vol. II. Ca]). X e specialnieute pag. 299-302.

1
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passare per mm ciirva arhitraria cite incoiifri la caratterialica in ini piinlo

— ed ivi sia tale die Ic i^arie determinazionl delV eleme)ito di ordiiic n die ne

risidtano, siano concordi (*).

III. — Se in iin campo A dello spazio S (**) in ciii soiio coordinate x,

y, s,pio---Po,, ta (1) Ji(( caralteristidie tutte reali e seviplici, it probleiua di

Cauchv ammctte luia ed mm sola solusioiie andir dal pnido di vista delle

funzioni di variahili reali (***).

II caso delle earalteristiche imiltiple e assai meno sliidiatd: si sa die

nessuno di qiiesti tre leoremi lesta veio : clie in generale una caratterislica

di ordiiie ii. e conlenuta in una sola caiatlerislica di ordine » + 1, in una

sola di ordine n-\-^2,,... in una sola di ordine »? + /*; die parimenli una ca-

ratteristica analitica assepfuata di ordine ii non senipre appartiene ad una

supei'ficie analitica neirintorno di essa (5"***); die inline ii |»roblenia di Calt.hy

non e senipre risolubile dal punto di vista delle funzioni di variahili leali (*^).

(*) OouRSAT, Cap. X, n. 211, pag. 303-30(1.

(.*, A « = <^±^H^1J^, ahne.nsioni.

(***) E. E. LeM, Sitl i)roble>iiu (// Cauchy iier le pqiifi-:ii}iii a fur/itterisliclie reali e distbite.

Rendiconti delta R. Accademia dei Lincei, vol. XVIII. seiie 5.''. J." seni. 1908, pag. 331-339.

Ivi soiio anclie date altro indicazioiii liibliogratiche relative ai ])oclii casi particolari in eui

questo teorema era stato diinostrato prima. Vodi anclic le allre iiiie Note: Stil problenni di

CAUCHYj>e>- le equasioni lineari in due variahili iiidiin'iidenN a ca ratteristiche reali. Rendiconti

deiristituto Ijonitiardo, vol. .XLI, serie II, Nola I (pag. 40S-4-28), Nota 11 (pa^-. 091-714). Citero

in spf,fuito ((uesti niiei lavori con « Lincei », « Loniliardo I », « Louiliardo II*. Notero (pii die

i metodi nsati in (|iicsti' iilliine note possono service a staliilire allri teoremi di esistenza ana-

loglii a (pn'sti: ad es. il teorema di esistenza die si presenta nel caso delta estensione del

metodo (Ii RiK.MANX alle e(|nazioni di ordine snperiore al secondo, quale e slala indicala dai

sigg. Hoi.MCHK.N (Sur Vextvuniou dr la mHhode d'iufi'-nraliou <lc Rikmanx. .\rdiiv I'oi- Mate-

raatik, Astrononii och Fysit;, Bd. I, l!l(l.3-0i) e }3uii(iATTi (Sidt'esteiisiniie del metodo di iiite-

grazione di Rik.man'N, ecc. Rendieonii delta It. Ace. dei Lincei, 1900 (2." sent.)).

(****) L noto resempio della K(n' alkvski {TUeorio <lcr parliellrn Differe)ili(d<jleirlm>igeu.

Crelles .lonrnal, 80). Vedi andie gli altii del RiQiin;ii (Sur uite question fnudaiiientale dii

caleul iiiteural. .\da Math., ^'ol. 23, n. 20, pag. 2r)l-2r)9). Vedi anclie ta breve, nia inte-

ressanli' nola drl Lk Roti.x nd Hiilldiii di Dahhoii.v, 1895 (vol. 19, 2." serie), pug. 122-8:

Sur les iidi'qrales auahil i(iues de l'v(iuatiov H. -„ = „~ .

c-»' dy
{*:^) Holmgren, Om Cauchys pnMem vid de lineara etc. . . . (Arkiv for Mathematilc

Astrononii ocii Fvsil<, 1906) ed anctie la mia Nota: .S»? ^iroft^ejiift (7/ Cai(c7ii/ (Rendiconti della

R. Accademia dei Lincei, 1907, 2." seni., serie S.", vol. XVI). E vedi aiiche « Loniluirdo II »,

§ IV, n. 5.
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1'liii' hiislii Jiiipidlnndirc Icjif^ci-iiiciilc i cjilcdli ii.^ii.ili |ici- ^iiiMycrc ;i(l iiiin

deteriniiia/.idMc niollo miiiliorc ili i|iicsli risiill;ili. I-; cio mi iiropongo di fare

iii'l iircsciilc la\<ii(): liiiiihiii(l(iiiii a liallare il caso delle caratlefisticlK! dopiiic,

e, con iiiiiiori pailicolaii, iiiidlo dcllc caratliM-isliche liiplc: aiialojihi lisul-

tati si oU('i'ivl)l»('r() certaiiicnle iicl caso delU' carattcristiclic iiiidti|ilc.

RiassiHiHi ({Ili hi-evemeiite i lisidtati oltcnnli, indicaiidii conic mi pare

.si iiKpiadiiiKi iiclla Icdi'ia ^cnorale.

I. — (§ I). — Esisiono tre tipi ili caratteristiche doppie :

Tipn A2). — fj(i carntlcrMkd di ordiiie n e confennfa in dnn sole —
eventualniriife coincidenfi — rarntfrri.sliche di nrdine n -] I.

I'ipo B„). — La carailcriaHra di (irdiiif 11 i' roidciiida in una doppia

infinitit di caratteristiche di ordinc 11
;

I, in (jmerate k conteimta in nn'insieme

di carattrrifiticlir di ordinc n ; /' dipendeido da 2/^ rostanti arljitrarie.

Ti|)o t';). — IjC carattcristiclic ili nrdine n I coutenenli la caratteri-

stica di ordine n dipendono da nna fnnzionc arfiilraria.

Due sii})erficie die ahhiano an contallo di in-dine n-^h^ I in iin piiido

di una, ca ratteristica del tipn li.) hanno alnienn int cnnlattn di ordine n i-

k

in lidti i pnnii delta caralteri.stica' tite,sNa : cin nnn avviene per nna caratteri-

.stica, del tipn C.,). Una caratteristica del tipo A..) r, in generate, contennfa al

jiiii in due sole sujterficie inlefjrati.

If. — (S II). — that raratferistica andtitica del tipo B.,) a ('.,) appar-

tiene scnipre (at infinite siiper/icie interp-ali analiticlie netl'intorno di essa. Una

tale snperjtcie e pienainente indiridnata qnando oltre alia condizinne di con-

tenere la caratteristica si assecjni die essa debba ancora contoiere nn'aUra

curvO' di elenicnti di primo nrdine die inconiri la raralleristica in iin piintn

— e dia in quel punto per relemeiiin di online n 1 I dclcrminazioni con-

cordi con quelle della caratteristica.

III. — (§ III). — Se in nil canipo A detto spazio S t'eipiazione lia senipre

una caratteristica doppia, essa e senipre del tipn A.,) del tipo /)',.,). Se in A

tutte le caratteristiche sono reali, ma v di esse sono doppie e del lipn B.,) e le

altre sonn seniplici, il proldeina di (Iaccuv c risolnbile andie dal pnnin di risia

detle fnnzioni di variabili reali.

E chiaro il parallelismo tra <piesti Ire teoremi e tpielli precedeutemente

enunciali per le (•aratteristiche semplici. Se j)ero considciiaino i corrispoii-

denti teoremi I e II, comiuciamo col notare die una divergenza notevole e

costituita dal presentarsi delle caratteristiche del tipo 0.), le quali sono an-

cora curve di dementi di ordine n di di'etliva indeterminazione della super-
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ficie integrale. ma iioii sono pifi curve di conlatto superiore airy(-psiiiio pei- due

superlicie che passitio per esse. E da notaisi pero come tali caiatterislicho

debbono ritenersi in certo modo come eccezioiiali; cio si vedra meglio nel se-

guito, ma del lesto risulta gia dal priiicipiu deireiuiuciato del teoreiua III.

Pare a uie pero die amora piu notevole sia I'aualogia dei leoremi III.

Dopo clie fu notato die il problema di Cauchy non ammette sempre solu-

zione dal punto di vista delle funzioni di variabili reali mi sembra che uno

dei problemi piii importanti della teoria delle eijuazioni tlifferenziali sia il

classificare le equazioni in tipi per ciascuuo dei quali si possa lissare I'eco-

nomia dei dati iniziali die determinano sempre una ed una sola soluzione:

ill particolare trovare le equazioni alle derivate parziali per cui il prolilema

di Calchv ammette una ed una sola soluzione (*). — I teoremi 111 indieano

due casi in cui cio e possibile; io credo die jier le equazioni in due varia-

bili indipendenti questi casi e gli analoglii pei- le caratteristiclie multiple

esauriscano la classe delle equazioni per cui il problema di Cauchy e riso-

lubile. Pare cosi di potere affermare in generate die il prolilema di Cauchy

ammette soluzione dal punto di vista delle fnnzioni di varialiili reali quando

liitte le caratteristiche deU'equazione sono curve di elementi di effettiva in-

determinazione per le superticie integrali: ed anzi piu precisamente rispetto

alia superticie integrale hanno la massima indeterminazione compatibile colla

loro multiplicita.

Disgraziatamente I'intima natura di cio non compare cbiaramente dai

calcoli die seguono: tuttavia tale presunzione e confermata net § IV di questo

lavoro pel caso delle caratteristiclie triple: ne altra ditlicolta vi sarebbe nel

proseguire I'analisi per la via qui indicata jier il caso delle caratteristiche

4-ple, 5-ple, ecc, che quella proveniente dal rapido complicarsi dei calcoli

che si presentano.

(*) E voti Weber iieirartindo Pnrtidte I>iffefciiti<ilijh'i<-huii<ieH nvlVEiicyctopmlie der Maili.

Wiss. |Bcl. II. A5, pag. 297, iiota l.''| osserva che ilal piiiiln di vista delle funzioni di varia-

bili reali poche speriali classi di •(|uazioni sono stale sludiate. ed in particolare nianca una

estonsione del leorenia di csisleu/.a di O.-^uchv-Lip.schiiz per le e(|ua/,i(ini dilVeiY-nziali ordi-

nai'ii'. Una tale estonsione non e sempre possibile: il pnililcma si deve (pjindi poire nel ri-

cercare quando essa e possibile. Del jiriddenia di (".al'chv dal punto di vista (hdle fniizioni

di varialiili reali si e occnpato assai il prol'. .XhzelA: ma con scopi del Intto diversi da quelli

ihi' io i|ui mi proponjio: ef^li cerco di niaggiormcnlr limil.ire Ir condizioiii per I'esistenza

delle soluzioni delle e(]nazioni di prinio ordine per cni il pi-olilema di (lALicnv gia risulta i>o-

tersi risolvere daU'ordinaria leoria delle caratleristi<'lie (o, con condizioni sovrabliondanti, dal

leoreriiM III iiiunciato piii sopra a |iag. Kii!). I'olrci din' che h' ricerchc del prof. Anzui..\ hanno

carattere inlensivo; i|Lieste inie carattere esteusivo.
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§ I-

2. — Coiisideiiaiiio diiiKiuc nii'cquazione :

F{xyzp^„...p„..) = [p. = ^j^- (1)

Per niag^ioi'e unif'ormitiY in (juanto sciiue iiidichcro sovente con pa„ la

z niedesinia. Supporro senz'altro in qnesto priino paragrafo cIio la Famnietla

derivate finite e continue fino a quoll'ordine che occorrera di considerare.

Usero ancoi'a la notazionc seiiuente. So '^ (.r ij z . . . i)„y) e una t'uiizione

di .r, 11, z V dellc dtM'ivate di ~ timi all'ordine v, indicliero con ,,-- > ^^r- Ic dcri-
lix by

vate totaii di y lappoito ad x ed //, e cioe le derivate di -j (piando z e \e sue

derivate si considerino quali funzioni di x ed y. Porro poi :

dy^-^y ^'dp.^J'''-'^'- ]

Cio posto, si consider] una caratteristica di ordine h di (1): lungo di

essa sia x la variahile corrente : le y, z, [>,„ P<.,.
saranno certe funzioni

di X, le quali, come e nolo, soddisfanno ad (1) ed alle equazioni

:

8 F d F
d y = xdx dove ,5

«" —
7^ a" ' + ••• + (

—

idF\
,

'=: (I p,„^, %•• dF
dxj ^ i^i dx k=i dp,„_^

or.

dpo„
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Se, come snpporreino ora, « e una radice )iinlti|ila di (3) sara inoltre:

Per deleniiinare le caratteristiche di oidine n + l, >*4-2,... bastera de-

terminare le p,^. con i-r-k = )i^l, »-f-2,... in funzione della x per modo

clie risultino soddisfatte le nuove equazioni (*)

^=iVu. + ^-i^.^, (* + & = », »-M,». + "2,...) (8)

y

Dalle (8) si possono ottenere le p,, di online <^-l- 1, n + '^l,... in funzione

di una sola delle derivate di oidine n^l, ^ + 2,... rispettivaniente — ad

es. di _/J„„f,, i>„„+o,... — e delle derivate rapporto ad x delle p,, di ordine

^ n, ^ /i + 1,... (**). Sostituendo in ('.>) avremo delle eipiazioni in (pieste ul-

tinie incognite j>„„,,, p„„-i.-,,-..: determinate (piesle, si otterranno le altre p,,.

in niodo unico. Generalmente le etfuazioni die si de«luc(ino cosi da (9) con-

tengono rispettivaniente le J"^' ' J"^'
'•; ma (piando e soddisfatta (7)

Ct QO ft OS

i coefflcienti di (uieste derivate soim nulli.

(*) Ricordo che le fqunzioni (11) si ottengono esprimendo die le (3) (4) (8) sono compa-

S" F
tiliili iiille „— =0. Cfi'. GouRSAT. vol. 11, cap. X. pao-. 300 e sy., e piii diffusamente per le

S ya 1 r F- 1 I

e<|uazi()Mi di '2° ordine, vol. 1, rap. IV, pag. 181-183.

(**) Le forinole che si uUerramio saranno le segiienti

:

J— I
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Iilsegueiido ol'Icllivjiiiii'iilc r<'liiiiiii;i/,i(iiu', si oltcngoiio Ic ('(jiiJizioiii

A Pi, , , + (£ H-. 2 /A) p„.,+, + 0=0 \

(:!.)/.,.„H+(B + 3i?,)|yj„„+, + C', = /

|4 .1 y^,„„ + (B + 4 /?, )] /Jo.,, 3 + C, =
(10)

A

III i|iieste ecjiiiizioiii si r posto :

X V (— l)'*-'a't^'

02 Jp

d°-F

decda?
+

1)./-. ^,/-. ^i^«"

;=K-1 gp
3p,„-,-.

dx

1 f/ a '-" 8 F
f/,r ;^j ^Pi»-i

, , . . .da S a.
,

fW.
la qiiesl iiUiiiia equazione sara -j— = ^^ h =<

ŷ

(II)

Quanto alle fuiizioiii (\ C, , C',,... die conipaioiio in (KM esse ilipciidoiio

(lallf (lerivate prime e secnuilc lappoild ad ,/• delle /»,, di ordiiie ii, n j-
1

,

«+'2,... rispettivamente. Ritorneremo pid tardi siil calcolo effetlivo di (',

(\, ('.,,... sotto aleune ipotesi seniplilicatrici (% IV): per ora ci hasla osser-

vaic flie, se espi-imiaino i valoii delle derivate prime e seconde delle ;»,, di

ordiiie i^ J/ + 1,... per le derivate di /^,„ , Pc+i ,••• 6 le derivate di p,, di or-

diiie iiiferiore ad h, i(+l,... rispellivameiite. otterremo i'acilmente per le C

i valnri sejiuenti :

^lJ^ + M +^ ^.

d X- tff'=l



8 E. E. Levi: CaraUerisliche multiple e Probleiiia di (Janclni.

dove le M, M,, M.,,... rappreseiitano una soiiima di teriniiii, fiascuno dpi fjuali

Iia a fattoie almeno una pa- od una - f per cui / + ^' e ^n, ^» + I,.--

rispettivamente.

3. — Gonviene subilo iiotare die uel caso paiiicolarniente inii»ortaiile

delle equazioni tali die, in un campo A dello spazio 6' in cui sono coordinate

xyzp^o---'P„.., la caratteristica corrispoiidenle ad una certa radice a e sempre

mullipla, le precedenti formule si seiiipliiicano nioUo. Infatti tale ipotesi si

traduce in cio die per quella radice « deU'ecpiazioiie :

die si considera, si ha die, almeno quando sia soddisfatta la :

risulta sempre :

2 ("iri/-^'---'=o. (6)
.^ dp„,_^

Derivando allora ("2) rapporto ad una quahnique oj delle variabili x, y,

z,... p„„ si ha identicamenle

:

a a 'e^'
, . d F , ,

'^
, ,, c' F

u^ 2 HI) 's— =^ ^- ^ (- Do -d-

E (piiiidi per ((J)

'=" 9'-' F

Basta allora ricliianiare le espressioni (II) di A e B, pei- otlenere sen-

z'altro in foi/a di (13)

J = J5, = 0.

Le (9) si I'iducono allora alia iornia pifi semjdice :

Bpo..u =-(-!, Bp,.,+, = C,, Bp,„+, = C,,... (14)

4. — Basta ora esaminarc (piali divcrsi casi possouo iiresenlai'e lo equa-

zioni (10) (14) per classiticare le carallcristichc duppie.
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7V/<o A-.). AliiiL'iKi mill (Idle (|ii;iiilila .1 e iy-|-'3 J5, sia diversti da va-vik Allora

hi |)iiiii;i (lelle eqiia/.ioiii ( IU| ci (Iflciiiiina due valoii — eventualiiiente uiio

solo (*) - |n'i la />„„: , ; lissiild il i|iial(' !< successive equazioni (10) deterniinaiio

in geiicialf in iikkIo iiiiico j>„„_;_., ,
ji>„„_^.,,...; quindi uua caraUeristica di ordine n

del tipo .1.) c (•oiilciiiila ill due od in una sola caratteristica di ordiiie h+1,
cii ojiiiiiiia (11 i|ii('sl(' ill una di ordinr ti~\~^2, in una di ordine w + 3, ecc. Si

noli |ien"i i-lic |iiin licnissiiiio accadcic die una (lelle eqiiazioiii ( 10) sia incom-

paliiiile, oppure poili ad una indetenninazione. Si presentera questo dul)l)i()

(piando per nil conveiiieiile intero v sia v^4po„fi \ J^ } v 7?, = 0. Aliora noii

esisleraiiiKi o esisleranno (•araliei-isliche di ordine h + v — 1 confenenli la

(lata caratleristica di (inline ii a secunda die <\_., -0 o C',_., =0: eii in ipie-

sfiiiliiiKi caso lie esisteranno iiilinile.

Nel caso stndiato al n." 3 alle (Id) deidjonsi sostituire le(14), cd i risul-

tali prendono quindi una niaggiore deterininazione : esiste aliora una sola

caraUeristica di ordine n H- 1 contenente quella di ordine n assegnata : e pa-

i-iiiiente una sola caratteiistica di (irdiiie ii -\ v: non piu'i mai avvenire il

caso eccezionale notato pur oia.

Le condusioni tratte ora relativamente al tipo A.,) valgoiio iidPijiotesi

generate die la caratteristica sia iiiultipla, e non e necessario clii! essa sia

soltanlo doppia (Cfr. aiidie [liTi (dtre il § IV).

5. — Quando si ahliia iiivcce:

.4 = 7if + 2£, = 0, (15)

perclie la caratteristica di (udine n sia coiitenuta in una (_li ordine n-\- 1 e

quindi possa appartenere ad una superficie soluzibne, occorre clie sia ancora

:

C = 0. (i(i)

Suppoiiiamo questa equazioiie soddisfatta. Possono avvenire due casi.

Tipo B.,). A^B= By=0. Aliora le successive e([uazioiii (10) si ridncono

senz'altro alle :

C, =0, a = 0,... (17)

(*) I ihie valori possono essere eventualiiiente coinciiientt : ma puo aiiclie avvenire che

ess! si ridueano ad iino solo, perche sia .1 = 0. L'altra solnzioiie diventa infinita, ma tale

sohizione non ha senso nclle nostrc rjoerclie in ([tiaiito si esclndono sokizioni siiigolari siilla

caratterislica.

I.)
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Ma basta riehiamare le (12) clie ci daiino le C,, C.,... per riconoscere che

quando si suppoiifia la caratteiistioa doppia, e noii piu ohe tloppia, 1(3 (17)

rappi-esentaiio effetlive equazioui diffeieiiziali di secondo ordine iielle /)„„,,,

Po.,i2v successivaiiiente. E ikm polriMiio coucliiudere che le earatteristiclie

di ordine « + 1 coiileueiiti la caratteristica assegnata di (irdiiic n ilipeudono

da due costauti arliitrarie, cpielle di oidiiie h -f- 2 da 4, (pielle di ordine » 4-7?

da 2/1.

Per quesle costanti arl)iliarie possiaiiio assumere i valori che in un punlo

della caralteristica iianno ^)o„+i- ~ j-]— ' Po,,^-^,
——-.••

Po„^,,, —^r-p- Ma
(( 'J(' (' 00 (I 'Ji*

111 ^ Poti-i-i ^* Pon-^"
iicordando die i>i„a-i ^- ~, 3t pu„f.. , i->i„+2 = , ^i^oH+sj--* possiamo

anciie assumere come costanti aihitrarie i valori iniziali di Po„^i , Po.,+1 ^

Pi„-f,,---, Po„+/,-., i'i„4-;,-2, 2Jo„f;,, ~^^' Segue di (pii: se due snperficie inte-

iirall Iniinui a comniic mid ((iratferistica di lipo B.) ed in mi pmito di e.s.sa

liiuiHi) 11)1 rinduHo di online ii^li. hamio mi contalto di ordine n-\-h— 1

almeiio Imigo hitta la caratferistica.

Tipo C,). A = i), i>'-f 2.B, = (), B,=!=0. In tal caso la prima e(|uazione (10)

e identica per (16). Determinata arbitrariamente iJo,.i-,, le altre e(piazioni (l(J)

ci dainio senza ambiginta jrj„„_|_.,, Po„+:f.-- L^i determinazione delle caralteri-

stiche di ordine n + 1 dipende dunque da una funzione arbitraria, ma non

esiste poi altra amhiguita. Due snperhcie integrali analitiche diverse non pos-

sono avere lui contatlo di ordine maggiore di » lungo tutta la caratteristica.

Si noti ancora

:

I." II lipo ('.,) non si presenta mai iieU'ipotesi del n." :> in cni e />', =0:
ondi' lisidla pi'ovato il {)rimo panto deU'enunciatu 111.

-2." II lipd (',) pun considerarsi come lui caso parlicolare del lipo .^.,),

(piando avviene che rand)iguila die alihiamo notato potersi presentaie nella

I'isolii/.ioiie delle eipiazioni (lO)di(pi('l lipo, si presenii proprio nella prima

e((uazioni'. K conn' |»el tipo .1,,), nella discussione del lipo (',) t> nect^ssario

solo che la caratteristica sia nudlipla, e non che sia proprio doppia. Ahbianu)

pero tenido distinto il lipo (J..), perclie. (piamlo una lale caratteristica sia

soltanto do|)pia, essa, come si vedra pin niiiintaiiicnlc iiel paragrafo seguente

lia rispello alle snpei'ticie integrali che la cnnlcn^joiio lui cninpdrlamento del

tulto analogo a quello del ti|io 71,).

Da (piaidd iirecede risulta che il teorema 1 e (|uindi c(nnpiulamente di-

mostrato.
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6. — Ci |)i-()poiiiaiuo oia di dimostnue il teorenia II: segiiiiciiio poicio

passo passo la (liiiiosti'azioiic del Icorfina analogfo ])er le caratloiisticlic som-

piici data dal (Jouusat. Acccniicrn il pii'i lirtM'cmontc possihiU- a (picsia di-

iiKislia/joiic. SiippdiiiaiiKP duiKpic rcipiaziiiiii' (I) aiialilica ic;i<ilai(' nciriii-

tonio di una sua caralU'i-islica ddppia del lipo 7^,) O C'.,). I'tT sfiiiplilicaic i

calcoli siippDiiiaiiKi di avere t'alto taU' liaslniiiiazionc iifdlc varialiili x ij e

aelia ruiizioiie iiico^iiila z clie la carattci'islica assp,miala vcii^a pmlala iiflla

purva di elemcnti di ordine n

7/ = ^ = /),„ = P,„
=-- = p„„ = 0, (18)

e die la cur\a di elciiit'iiti di'l piiiiio ordine Ldletiunueute assegriata pcf la

siiperficie integrale apparteiiga alia varieta a; = 0.

L"i|)otesi chc la caratU'ristica (IS) sia doppia — e iion piu chc duppia —
ci da alloi'a die la (I) si pun poi-tarc uella roniia :

P2„-2 = /(*, y, ^- /',.., /'«,-•.. p,.o---, th..-,, pu.->, p...) (1^)

risoluta rappoi'to a p.,,-i, /' essendo una fuiizidiie legolare analilica iicirin-

torno deU'origiue e tale die |»er i valori (IS) si abhia. (jualumpie sia x,

f^lL^pL^JL_^o, ,20)
d !j dp,,,, p,..^,

L'ipotesi die la caralteristica sia pio]Mio dei tipi B.) o ('.,) porta die

per i valori (IS) siano soddisfatte le (ir>) e (Hi): le quali per le (11) e (12)

diveiigouo in questo case :

i!l = 2
^'"' /'

I

^
/" =^ = (">!)

dpi. dpo„dy 2po„-. bif '

In altii teiinini lo svilii|)po in serie di /' non pud contenere termini in

X'", y x"\ y' x"\ p„„x"', p,„_,x"', pl,x"' (in=0, 1, 2,...) soltanto, ed i terinini

in !ipo„x'", p„„_,x"' li contiene solo neiraggruppamento (.w,,,,
— 2 /»„,_,) a-'".

(jio posto, si cerclii la soliizione deH'etpHizione ( M») i)er cui si lia :

per !j = 2 =iJ,o =i'i,i = • • = p„_,o = =i),„-* = /A.,,-. = t> (22)

per * =- z = o {if) p,o = ?i {y) C23)
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dove © (v/) e 91 (y) sono due fun/.ioni arbitrarie purche tali chf iieU'origine

diano per relemento di ordiiie n -- 1 deteniiinazioni concdrdi con ({uelle ri-

chieste dali'appartetiere relemento niedesimo alia caratterislica (IS): o(//) e

o, (y) debbono cioe essere tali che sia :

.0(0)= .y(0) = ..- = o'"'(0) = )^' ' '
' ' ' ' '

(24)
o, (0) = -/, (0) = • = o";> (0) = 0. )

W'v nil nolo teoicMiia del Gol'ksat (*) tale soUizioiie esiste ed e iiiiica:

ed il suo sviluppo in serie si ottiene farilniente calcdiaiido nit'diante la ( 1(J)

ed i (lati ini/Jali i valori delle derivate p,,. neU'origine.

Per dinidsliaie il teoiema II Ijastera provare die tale solnzione contiene

tutta la earalteriitiea (IS). Ma cid lisultera tosto che sia diniostrato elie i

valoti (nelTorigine) delle p,. con k :^ n che si ottengouo pei- la nostia fnn-

zione sono lidti nulli. Oia dalle (22) risulta intanto die e (p,,.)„ = per

k^n — it: basta quindi studiare le derivate dei tipi jj,„_o, jj,^,„_,, Pj-.2„- Ora

e facile vedere col calcolo effettivo-, tenendo conto delle 7 equazioni (20) e (21)

che cosi e verainente, e cio alio stesso inodo tenuto dal Goursat. Onde anche

il teorenia II risulta diniostrato {*'^').

(*) GounsAT, cap. X, 11.° 210, vol. II, jiag. 303 e ss.

(**) Per maggior coinodita del letlore, iiidico (lui \nu luiiuitameiite la diiiioj^trazioiie ac-

eennata iiel testo. Per quanto riguarda le derivate di ordiiie n — 2, n — 1 la cosa risulta im-

mediatamente dalle condizioiii iniziali; per quanto riguarda le derivate di ordine n essa e

ancora coiiseguenza delle (23) (24) per riguardo a p,„ e p,„-i , e consegueiiza di (19) e delta

prima delle (20) perp.,™-... . Iiitine dalle (2i) segue ancora direttamente che e (Pi„)o=0.

Animetlianio ora clie sia stato dimostrato che (lUk)^'-^ (^ per i-i-k^ii -\-j e A-<<». (j'^O)

e proponiaiMoci di dimostrare Tanatogo per le derivate di ordine i(+j-f I.

ha. Pj+3n -2 si otterra derivando (I'.l) J+ I volta rapporto ad x, considci'andd le /) r la ,r

come funzioni di x ed y. Sicconie in /' non esistono termini in .»"• .soltanto, con tale deriva-

zioiie not otterremo da f una serie contenente in ogni termine una delle variahili .1/, s, /),i. con

i -\- k ^ )! -\- j '\- 1 e k^n die non sono la Pii,,--: niedesima. Tutte queste \arialiili si an-

nullano neU'origine tranne al piii pj+i„-i, pj\\n'- liasta (juindi provare die ndia serie non

vi sono termini in jy\«„-.^x"\ pj',,„x"' soltanto. Ma cio risulta suliito dal t'atto che nello svi-

luppo di / non vi sono termini in /),„., a;'" e ponX"'. Quindi sara (('j-|3»-a)o^ "•

La iVi'.'H-i **' ottiene derivando (19) una volta rajiporlo ad ,1/ ed / volte rapporto ad .>.

Siccome nello sviluppo in srric di /'non vi sono termini in //.'"". i termini ddio svilujipo

in serie di p/|2„_i conlcrranno Intli una ddle variahili //, -. p.vt con i\ k:^ii-\-j \ 1. k;^n-\ 1

che non sono la, /)/-).j„_, inedesima. Ora tutte queste variahili sono nulle neU'origine tranne

al piii p/i 1,. e le Pan^\ {" —]) Ma nii termine in pj\ ,„ .r'" soltanto dovrehhe jirovenire da 1111 ler-

inirie di /" il quale contenesse pi„_; ,r"' soltanto, c di Lili tcriiiini non isisloiio. .\naloganicntc
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7. — Aiidiaino oi'Ji ad i»c(U|iaici del Icoieiiia fll. Diiiiosliciciiio il \i'<>-

rema pei' gradi, occiiihiiiddri |iiiiiia dcllc ciiiiazioni liiioari c \t(>\ di'lli' ciin,!-

zioni di tL|)() (|iialiMi(|ii(' (*).

III! ti'i'iuiiir <-lic cDntcnfia p„„, 1 X'" sollMrilti dovrchlic |iiov(.'nire da iiiv Icniiinc Hi /drll.i riirnia

.f""-/-" Pl„: ed aiR-oni tali lenriini iioii csislniKi in /. i|iiiiidi aiirlie (jt^_,-(-2»-i)„ = 0.

Resta inline da (•onsideiaic la I'j , ui

La /)_/+!„, se j= 0, sara la /),„ e (juindi, come giii si osservi), saia nulla ncll'orifjine: se

j^l essa si otterra derivando (19) /— 1 volta rappur-lo ad x, o 2 volte ra|ip(>ito ad //. Sic-

come nello svjluppo di /' ihim vi sorio terrniiu in y;^.r"' soltanto, ogni tcrminc dello sviluppo

in serie di pjri« coidicin' una aluuMui ili-l|i> vaiialiili it, s, jUt con i -{-k^ n-\-j+ \ , k^)i-\-'i,

che ditierisca daila pj^^m medesima. Ora lulte queslc (|uantita sono nulle neirorigiiie tranne

al |)iii lf'p„„ ,(«^7) e \e p„„^^_(oi.t~ j — I ). Un tcrniinH in Panr-i^'" soltanto noii pno prove-

nire che da iin teruiinf ilrlla foiiua x'" i
'-«-'

;>,„ di f : nia tali termiui iu)ri csistouci in /'. e

quindi ill pj^in non \'i souo neppure tei'mini in jIj«„,2 •*'"• Ui termini in pan^-i pos.sono aversi

di <|uadratici e cioe del lipo PunriP^nH •"'" '" ''• li'ieari e cioe del tlpo p^nj^iX'". Un termine

ill /'«« ri Pflnfi
*'"' potii'blie provenire solo da un termine ii] f \\i p'-nX'"^'''''fi~K e quimli tali

termini certamente non esistono in pj^m come non esistono questi in f. Termini del tipo

.j.,..pa»i-i possouo provenire da termini in fdei tre tipi /)|„_i
«'"+' -a, p^,, jy x'"r}-a'\^ Pw~i x" +-"'-«-'

e, si noti, il tei'mine h ii,n .'/
<"' ''-''' "' di /'da in /»/ ,

,„ il termine i b ~
j

'- Xm Panri I
•

Ma ill /'non vi sono teiiiiiiii in pi„_, .x"'ti-n ; ed i termini dei>ii nitri due tipi si [ireseiilano

in / solo neiraggTuppamento (///>,„ — 2pi„-,) «'"+''-«-' e (|iiiiidi iioii possono dare origine a

termini contenenti solo j)„„ ,_,
.»'" nello sviluppo di pj^vi- Quiiuii amhe (|uest"ultima derivata

e nulla neirorigiiie c. v. d.

(*) La eondizione che Tequazioiie aliliia una caratteristica doppia del lipo /?„) |)orta die tale

caratteristica di online n deve soddisfare, oltre che alle
'

1- 3 eipiazioiii iiidi|)ciideiiti

(1) (3) (4) (6), aiiilie aH'eqiiazione (Id) C= 0: abliianio ipiindi per le caralteristiche di or-

. ^ ,
J/(/i + l)

, , ... ,.,,. . ,. ,. .. . (»( + !)(» 4- 2)
dine ;/ in tal caso ——= 1- 4 eqiiazioni ai dilterenziali ordinarii iii ^r— 1- a

u-,- r, -. ,
n(n-\-\)

, , (/). -I- l)(H + "2)
, , ^ , .,•,,

variabili. Per ii === i si ha —^-^r + 4 = ^.^^

—

h 1 = /, le caralteristiche vengono

allora a dipeiidere da al piii 7 costaiiti arhitrarie: e la possibilita di risolvere per le e(]ua-

zioni di secoiido ordine con earalleristiche del lipo B^'^ il prolileina di (Lauchv anche da!

punlo di visla delle f'uiizioiii di variahili reali. che e afferinata dal leorenia ill, e allora

evidenle. Queslo risultalo e di E. von Wkkeh, 8ur les equations atix derivees parlielles du

second ordre dnid les deux sijsfeiiies da canicterisfirpics sunt coiifondus. Coniptcs Reiidus,

vol. 124 (1897) pag. I"215. La medesima classe di eqnazioni era giit slata sludiata sotto allro

pLinto di vista dal Goursat. Vedi Gours.\t, Bemnrqnes swr luie note recenfe de M. Weber. C. R.,

124, pag. 1294. Ed anche Lerons. vol. I. cap. IV. pag. 205 e ss. ed Acta Mathemntica, vol. 19.
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Ma occorre premeltere alcune osservazioiii geiieiali oiule |)otpro pifi li-

beramente proseguire nel seguito.

Aiizitutto noi possiamo sempre supporre clie i dati iiiiziali consistoiio

iiel chiedere che la t'uiizione ^^ e le sue dorivate di ordiiie ^n si annulliiio

suU'asse delle //. Iiivero a tale caso partipolare ci si riporta, come e ben

noto, con una conveiiiente trasfomiazione delle vaiiabili x y e sostittiendo

poi alia funzione incognita z una nuova fuiizione z -^ u dove u e scelta in

niodo oppoiiuno (*). E tali trasformazioni non mutano evidentemente la na-

tura delle caratteiisticlie dellVqiiazione die si studia. E se, come devesi

sempre supporre, nei dati primitivi iiessuno degii elementi iniziali assegnati

apparteneva ad una caratteristica, lo stesso avverra dopo la trasformazione

e cio si tradurra nell'ipotesi che per i valori x = z = = p„„ ^ 0, e quindi

pure in un loio iiitorno conveiiiente, le radici di (3) sono tiitte finite; od in

d F
iiltri termini che e ^ =]= 0. Supporremo d ora in poi die i dati iniziali ab-

C P„a

biano (juesta forma ])articolare: e potremo allora senz"altro supporre die nel

campo A dello spazio in cui sono coor(nnate ,r, _»/, 2',... ji)o„ I'equazione abbia

la forma :

F= p„„ — fix y zp,„ . . . p„„_, p„_,, p„_,o . ..p,.,) = 0. (25)

Supporremo poi che in A la funzione f{xyzp,„.. .p„„_, p„^ii . . .po„) e pa-

rimenti le radici a deU'equazione (3) ammettano tutte le derivate che nei

varii casi occorrera consideraie, e che f, le a, e queste loro derivate siano

tutte limitate in A.

8. — .Ma (lol)liiaiiio a^vimigeie uiraltra considerazione di maggiore

iiiiportanza.

11 supporre che in lui campo A di S Tequazioiie (1) (o (25)) abbia v

(2v^n) caratteristiche dojipie del tipo B^ - e le residue n — 2 v semplici

c(|iii\al(' a dire die esisloiio v radici deirecpia/ione (•)), die per lissare le idee

siijipoi reiiio siano a, z, . . . «,, tali die per oL;iii iii(licej=l, 2,... v le ecpia-

(*) Maggiori parlicolari relativi ,i (iiiesla trasforiiiazioiie, in special iiKMiu iilativi alia

ipotesi clie occorre supporre soddislaUa per i ilali iniziali pcrche dopo l.i li;iKt'orinazione,

l'e(|uazione aiiimclla aiicora le derivate cli online r(in\ rnieiitenieiite elevato ho dato in ^< Loni-

bardo II » § VI, pag. 704 e ss.
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prinii niembri delle (26) dopo tale soslituzioiie : le (•")) e (O) (livciianno iii-

vece le

:

X dy
(27)

(cfr. la nota {*) a pag. 1<>6).

E le B'" = doviamio essere coiiseguenza algebrica della (25) e delle (27)

quando si pensiiio i primi iDeiuliri di (|Lieste equazioni come fimzioni di

xi/zp,o...pa„p„^u,---Pi„- Si osservi ora die si ha:

6x

0{p„oP„+ ,oP,„}

1 JJ~

1

cp„

1.

Segue (*) die perclie B'-" =0 sia coiiseguenza di (2/) e (2.j) occorre die

(*) Applifhianio (|ui il s(jgueMtt' teoreina : siaiio * (.'•(...a-,,), F, (.i-,. ...»„)... F,„ (x,...x„) »( + 1

funzioiii finite, continue e derivabili di n vaiiabili .c, j-j . . . x„; e sia *(x,)^0 un'equazione

conseguenza delle i-', {.v,) = 0, F, (.r,) ^= , . . . F„ (.r.)= 0; e si supponga m ^ n e che si pos-

sano seegiiere m delle variabili Xj x, . . .x„, ad es., le x, Xj . . . x,„ per iiiodo che suUa va-

lieta /^i
^ F,= . . . F™ -= si abbia :

d(F,F,...F„.)

d (X, X.... x„,)

Si avra alloi'a una ideiitita della forma:

0. («)

*(»•.) = 2./ *•'<•'') '^'^ (•'••) (M

le kj {•,) esseiido funzioni finite e continue delle x, x, . . ..<„.

Infatli si osservi che bastera diinoslrare che si ha la (b) iii'irinlnrno ilclla vaiicla /•', ().

i''j= 0, . . . Fm = 0: poiche ove una delle F, e =]=0 evideiitenieute si ha senipre un'idenlita

del tipo (6). Ma nell'intorno della varieta /•', il. . . T-',,, =--(! aveiidusi la (a) si pntia pri'iidere

F^Fj... FmXm^i... x„ (|uali variabili indipendcnli : e si polra porre :

•l- (x, .r, . . . x„.) = * (/^, F„ . . . F,„ x„, , . . . x„).

Ed allora poidic <)>(flf). . .Ox,„fi . . . x„)=^0 si ;ivra :

* (
;•', /-',... /•',„ x„,

;
, . . . a:,.)= S k, {

/'• Fj . . . F» x..., , . . . x„) Fj
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si abbia ideuticanieiite :

B''' = h' " /.'+ k''>~ + V''~ (28)ox hy

h'". A'"', /'" essondn fiur/.ioiii liiiit<^ o fonlinue dollo a\if z p . . . p„_^.,o. .
. p,„p„„^,

in IliUo ^.

9. — Derivando totalniente ii piiiiio mcnilM'o di (25) secoiido una di-

rezione ai-l)iti;iria di coefficiente angolare ».', — x' esseiido talc clic in A sia

1 ... ...
i

—

-,
: <Z 'J- — otttM'i'eino un eiiua/.HiiH' liiicarc nclie dcrivatf di nrdinc n -(- 1

I

a — a, I '

soddisfatta da tutte Ic sohizioiii di (^"))
: e cosi procedendo e cioe derivantlo

ancora totalniente .secondo altre direzioni arbitrarie di coefficiente anj^olare

a", y.'" ginntierenio intine ad una equazione di ordine » — :> lineare neile de-

rivate dei due ordini massimi n -) 3 ed »t + 2.

Studianio piu davvicino (piesle equazioni che successivamente si otlcn-

gono e le loro caratteristiclie. La jninia di esse si scrivera :

F,=l^ + .:l^=(y (29)ox b y
'

ed ogni soluzione di i^-)) sara pure soluzione di ("29); inversaniente ogni so-

luzione di (29) i cui valori iniziali soddisfacciano (25) e pure soluzione di

(25). Si av.ra inolire :

dF, ^ dj^ ^ I

3F. ^ dF .

, ^, dF
(>Po..i-i dp„„ ' 3p.„_.+i 2l),_,„_.+i

^
2i>.„_,- /

dF, _ , dF
y.

dPo,.4.X
'

dpo,.

(80)

dove

_ O (0 . . . F, Fj+, . . . F„x„+,'. . . X,.) - » (0 ... Fj^, . . . F„, x.,„ . , .„)

E poiche la * e quiiuli pure la * aninn>Ua li' dcrivate prime finite sara kj linita aiirlie

quando qualche Fj tende a zero.

Ripassando alle coordinate primitive si otteiigono le (?>).

3
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dF S dF , 8 dF I

oy dp,„_,

dF, _ dF
dpi„_i~dpi_,„_i

dF, , dF
'^

3̂iJo„_

dPi.,-i-i

S dF

>» OPi„-i

S dF

Ctl)

dpo„
V- 1^-

8x dpo„ ' 'V'/ dpo„

Costruiamo per la (29) I'equazione delle caratteristiclie : otteiremo cosi

'equazione

:

" d F

onde dedurrenio che la (29) amniette le stesse caratteristiclie di (25) e di piu

una nuova caratteristica seniplice corrispondeate ad a'. Ed aiicora evideiite-

mente poiche ablMamo gia visto che le (7) risultaiio ideiitiche, avremo che

a, a..... a., sono radici doppie anciio per la iiiiova equazione. Infiiie costruiamo

le equazioiii aualoghe alle (26) per le (2'.h: iudicando con B'"' i ))rinii lueinljri,

si avra faciliueiite per le ('>l). ricordaiido che e identicanieute :

V ' d p,„_,- d oj

e quindi

:

" d dF
V ' hx dPi„_i n hy dp,„_,

0.

la ideiitita segueiite :

"
/^ F \ f1 y "+' d F

(a — a')

'-1 3 F I rf a .

"
r*

7*'

11 <^7J,„_,-i 2r/.r-z^^ ^i>,„_, ) (;}2)

d a, " aF

\ (a — a') B''\

Cusicche inline noi cuucludianio die la (29) e uiTequazione che ainnielle

ancora •/ caratteristiche doppie corrispondenti a1le radici a,«,, ...a;, che di

queste (pidlc che ,ip|iarlcii^(ni(i alia varicia 1' dcllo spazio N ' (in ciii soiio

coor'dinate .v. y. z, /;,„...;;„„ />„ i ,„ . . . /'„„
(

, )
per la (piale sono soddisfalte le
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('(IIUIZIOIII

X b I)

sorid ilcl (i|t() /.',): iiiciilic in generalo per CM.) c (!28) si lia

B"" EE {cfj — *') B" =E (a,- — '/'

;» oy

Come si e opeialo su F, cosi si opera sii f, : si lia cosi una niiova

e((ii;izi()iie :

Oil' hy 6x 'hxhjf hy- ^ '

Ed ancora operando su questa alio stosso modo si oiteira, r-onie si disse

gia, uii'equazione di oidine w + 3

()=K
hx by

Sx'

_'VF
, , , ^'F

'^ •• ox by my

, . „ . ... .. .... ^"F , „ „,S^F
' bxby by

liueare nelle lieiivate di ordiiie »4-3 ed h + 2: essa avra cioe l:i forma:

11+3 «4-2

(^;„-/+5 Pm,-,4-2 (35)

le c iiidicaudo funzioni di .r, ;/, z, pt„ . . . Po„ri '^oltanto. E noi sappiamo an-

cora die la (35) lia v caratteristiclie doppie corrispoadenti alle radici a, a,... «„

e tali che fonnando per esse le solite espressioni B si ha :

"+3
1 fj

„ •i+-i

(7.
J ^ a') {c/.j — k") (a,. -~ a'") jB*'* =

(='•,, — ''')
i'-'-.i
— ''-") (s-— '-

(36,

bx by

Quelle quiiidi di (jueste caratteristiclie che g:iaccioiio sulla 1' data da :

^^_SF^
h X h y



/v.,„-,-,>> = f.r
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zioiii (;{7) s(!giie die si lia idciilitaiiiculo :

?,„-.,(-», '|„.-,f2j ~.h,~i+:. P-'isciuld I'liiiziotii semprc finit*> e continue in A. Ot)(l(>

ancora si ha ideiiticamente

:

(39)

cosicclie. se 2 e una soluzione di (25), per essa si avni F^ = F^ ^ 0.

Iiiversaiiiente, se z e una sniuzioiie di (:]8), si ponga :

F= p„, — fix, I], z ,. . . jPo„) = u (xy)
;

avieiiio die, posto

:

1'—

1

-{xif)= 2 ?...-.
i
2 i>.,-.+2,

(I

I—

1

)-—

1

per (39) e (34), la )i deve sodilisfare all'equazione :

3—3 + (a + z + y-
) a -2 „ -f (« =^ -r x a -|- a a

)

0^ u
, ,

d u
, d u

a. X X
tf/y

"^ ?£C d jj

E quindi, se iiiizialinente sono soddisfatte le (25) (29) (33) (38), se cioe

per X = sono nulle le u e le sue derivate dei primi 3 ordini sara neces-

sariamente ovunque n = 0.

Potrenio dunque sostituire la (3S) alia (25) : e per la (;^8) saranno sod-

disfatte le condizioni da noi esposte in principio: d'ora innanzi ei limiterenio

quindi a considerare eqnazioni aventi caratteristiche doppie per cui le eon-
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(lizioiii che espi'iinniio che (lueste cnrattoristiclie soiio del tipo /?..) risiilfrino

identiche.

Giova rilevare die dalle ()!()) e (31) segue clie, se da una tale e(|iiazione

se lie deduee uiraltra deiivandola totalnieiite rappoito ad una diiezioue ar-

bitraria, qiiesta godia ancora delle stesse propiieta.

II.- Preniesse tiitte queste coiisiderazioui iueoiiiinr-iaino coUo stu-

(liai'e il easo delle equaziciui liueari a oneffici^'nli fiuizinui di .f ed // soltaiito.

Base delle coiisiderazioui die seguouo sara il teorenia seguente da me
diniostrato altrove (*)

:

Siano in operazioni

:

X =— -y —

-

dx ' !j

E si cousideri requazione :

XI' X? . . . X^r ^ = 2 &/,;,...;„ (.r II) X\' X^ . . . X'- z -^ fU //) (40)

dove e f, + t, -}- • —^ ~„. = ", ^ i, + jj H— • + i„, ^ ii — 1, ^ ij ^ -j e

dove si iutenda che X" rappresenta Toperazione identica. E questa nn'equa-

zione con caratteristiche reali e nuiltiple seeoudo t, t, . . . t,„ rispettivanieiite.

Siipponiamo che a,, a,,... a,„_, anuiiettano rispettivaniente alineno le derivate

dei piinii t,, Ti4-t„,... t, + t^ + rf,„_i ordini ed a„, aminetta almeiio

quelle dei primi ', + ', -r • + f,„_i -r "„ — 1 ordiiii. Si supponga iiifine che

in un campo S, che per comodita supponiamo interuo alia sti'iscia \'x\<Z^

e eontenente un tratto dell'asse delle t/, sia M il massimo modulo delle a, e

delle derivate di cui sopi-a si aniniise Fesisteuza, sia u. (analoganientc a quanto

si pose uel uiunero S) il massimo valore assolido di {i /), .1/, il

I

«/ — ""-.i
1

massimo valore assolulo di hi^i.,...i„,; ed iidinc die si al.ibia
\ f(x ji)' <iE\ xf.

F e t esseudo nunu'ri posilivi o uulli. Nel canqx) <), I'nruilo dal massimo

r'omlx) conteuuto in << a\eut(' inia diaiioualc sullassc ddlc // ed i lati su

rette di coefticieute angolare ,1/ e - .1/, esisle una ed una sola funzione -

complelamente caralterizzata dalle coudizioni die su cssa si possa operare

coUe Xi' XJ . . . XJir e X[' Xr XlT, die soddislaccia a (40), e si aiuiulli sul-

I'asse delle // iusicmc collr X'l X'J . . . X',',',' ~. Kd esisle di pii'i un numeio K„

{*) Cfr. < l.oiiilianio 1 s^ III. n." i. pati'. 1-27
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(li|i(MHl('iil(,' solo (lai iiiiiiu'ii M, y, J/, e dulla I'oriiia dclla (tU) — e cioc da «,

~i. "-••• ",„ — t'i''-' c'lo si ha :

1
'

.. .

'''^

Sulla I'uazioiie ^ si |>iio aiuhc oiicrarc colle operazioni die si otteiigono

da X{' A'i-. . . A'|,7 scamhiaiido roidint' dei fattori, purchc il iiiiovo siml)olo

oppi'atorio cosi ottemilo alihia aiicor sense (e cioe puifhe esso, in bast' alle

ipolesi fatte suUe a,, aiiniiclla ancora lo sviluppo formale per le derivale dei

vaiii oiiliiii). Ill parlicolare su z si piio operare con qnelle operazioni clie si

ollengono da A'I' A|!^ . . A'1,7 portando nel primo posto uno dei f'atfnii A
corrispoiidente alia seconda A con espnnente diverso da zero (*).

E cliiaro die (piando i nunieri t, -,,... t„. die conipaiono in (40) sono

Uilli I o 'i, Feqiiazioiie (40) e a caratteristidie semplici e doppic

Ora iioi niostrerenio die condizione necessaria e sufficiimte a/liitclic ad una

('(inasioiie lineare a caratteristidie reali semplici e doppie si possa attrihuire

la forma (40) c che tntte le sue carutteristiche doppie siano del tipo B.,).

E cio bastera a deduri'e dal teoreiua ora enunciate il teorema ITT per le

equazioiii iiiieari, (luaiido ap|i(Mia si couipleti in alcuni punti il ra^ioiianiento

per nioilo di prevare die noii solo si puo tare la trasformazione formale di

una tale ccpiazione lineare in una ecpiazione del tipo (40), ma die anche la

soluzione z di (40) di ciii il Icorema piecedente afferma Tesistenza ammette

etfettivamente le derivate dei varii miiini.

Ma per dimostrare questo teorema occorre premeltere alcuni studii suite

operazioni ddla forma Ai' Ai" . . . A';,"'.

1*2. — Si consideriiio due o pii'i oj^erazioni di ordine li

:

ii-^AVA;'...A;;».^ia._.^-f^ + ---.

I

A
, = A, A, . . . A.„ =2<,«..-, f.^'Sy'--

( /, -f '
. . . .

-^-
/.., = i', -!- /"'• + •'-!- J'„, ^ • • • = /(.)

(*) Cosi se /,=;=?j=|--0 coiroiiei'n/.ione A'j -Yj' Xj- ^...X',;^. Confront;! riuuanJo que-

jfiilliiiiM .ittVrm.'izione « Lonibnrdo 1 -. i; 111. ii." 5. pnsi. 428.
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j termini tralasciati contenendo solo derivate di ordine ^h— 1. Supitoiiiaiiio.

come prima, U^/,^T;: per rammentare questa ipotesi, a volte indicliero le

i?''" col nome di operazioni di ordine h dedotte dalla X^Xl'...X^: esse

si ottengono infatti da ([uesta sopprimeiido t, — j, fattori A',, -., — L fattori

A'o . . . . T,„ — /„, fattori A',„

.

Diro per brevita die due tali operazioni sono equivalenti quando «,,,_, = «'„,_.

:

quando cioe esse non differiscono tra di loro clie per una conibinazione li-

neare di derivate di ordine inferiore ad h : diro pru'e che esse sono equiva-

leiiti alToperazione 5«.;,-.^^

—

^—r^ • Diro I'l'P l»iii oi)erazioni i?";' i?'*,'
. . . i?'*'*^ X u

sono indi]»eiideiiti ([uando nessuna loro rnmljiriazione lineare e equivalente

alio zero: o in altri termini quando la matrice del loro coefficient! (<',,,_;.

a'"ih-i~- , f'ft-. e diversa da zero.

Si considerino le opera::ioni li^'" di ordine h dedotte da Xl' Xl' . . . X^,T

(^1 + "a + • • • '„. = ")i f'* i''ili^ operazioni ve ne sono sole ft + 1 — ^ (-j — n + h)

indipendenti, la somma essendo estesa a quei valori di Zj i qnali sono mag-

giori di )i — li (*).

Incominciamo col mostiare che non vi possono essere piu di

/' + 1 - >i<v-«4-/0

operazioni in R''' indipendenti. Siccome per ogni ordine /; non esistono certo

pill di h ~ 1 operazioni indipendenti, bastera i)ercio mostrare che, se si pone

come in (42) R" = y, «,,,_,. ^r

—

^—j—- -| le o,,, _. soddisfanno ad un sistema
V X d II

di 2(~.. — >? + /() etjuazioni lineaii in(hpendenti.

Si osservi percio ciie una X, cui corrisponda un esponente Ty>j( — /(

e conlcinita in ogni operazione R"'' con esponente ^ t, — « -(- h. Concludiamo

che V v.. corrispondente e radice (t, — » + ft)-pla ahneno deU'equazione

^ (— !)'«,.,,_,. a'= 0. Segue che i coefficienti «,,,_, dello sviluj)po di 7?''" sod-

disferanno, per ogni indice / tale che -j~>n — h, alle -j — n + h equazioni

(*) In parlicolare : se t, = Tj = . . . = t,„= 1 vi sono h -\- \ operazioni indipendenti per ogni

ordine fe-<n come e inostrato in « Lombardo II » i? IV, n. I: se, come sempre nel seguito,

con T indichiamo 11 massimo dei numori t, . t^ t„, . vi sono fe+1 operazioni indipendenti

di ordine li^n — t conic In cnnmiato in <• i^iniili.iiilo 11 » § IV, n. 5.
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liiH'iiri :

(I

2 '('- 1 1 ... W --:^l^ — h 1 I) (- I ) it,,, .,

E le y](", — li^-lt) e(|iiazi()iii liiieari (i^lisoiio lutle iiKlipeiidciili poiche

il valorc del (letermiiiante foniiato colic piiin(> ^ (", — )i~\-h) colomie e, a

iiuMKi (Id scj^iio (• (li nil cocriiriciilc iiiiiiicrico (*), n (z, — j,
yT,-"-fft)(T_,-..+/.)^ come

rariliiicnle si vcilc con iiii calcolo pci rcllaiiicntc analogo a quello die si

liciic onliiiariaincnle per calcolarc il (Ictcriniiiaiite di Cauchy-Vandekmondi-;.

DiniostiiaiiH) oca die effettivameiile esisloiio /< -|- 1 — ^l", — n-\-Ji) ope-

I'azioiii iiidipciideiili. Poslo 5^ (t^— )(, + /0 = '7, e evidente die bastera iiio-

strare clic csistoiio li — c
| I ojicrazioiii indijiciidciiti i?"' *' dedotte daH'ope-

razione di ordiiie )( — r: A'
(

' .V j . . . A',','" die si ollieue da A'[' A'-j-
. . . A'!;," di-

iiiimiendo di ;/ — // iiiiita (piegli espoiienti t, i rpuiii superaiio n — li : polclie,

aij;giungendo ad una lale ojierazione ]{''-"
i fattoii A'

J-'""'*'''
relalivi agli indici

;

per cui t, > " — li, si oltieiie appiinld una delle fi"" primitive. In altii termini

ci possiamo limitaie a studiare il case die h sia iiiinore od ugiiale a n — ~

(love T, come sempre in seguito, indica il massimo del iiumeri t, -r„ . . . t„,
, ed

a dimostrare die allora esistoiio proprio /Ml operazioni R'" indipendenli.

Siccome noi sup|)oniamo die le a, iiel eampo die consideriamo restino

sempre due a due distintc potremo ordiuarle per valori crescenti : diiamia-

iiiole, ordinate in questo modo, a', «".... a""'; cliiamiamo X', X",... X""\

t', t", . . .
-:'"" le operazioui e gli esponenti corrispondenti. Consideriamo la

(*) 11 tattore luinierico c n I II, /!] il prudcjUi) i(t|)|iorto a J essendo esteso a (]uei

valori ilcll'inilici' y |irr eui T;>(/ — /(. Del I'esto risiilta che le (43) soiio imliiieiulenti tosto

die si osservi die le « equazioni analoglie a (43) le qnali esprimono (|uali soiio le radici del-

I'equazioiie S(— 1)' «,;,_(• «=0 e quale la loro multipiicita, sono indipeiidenti. poirhe indi-

viduano a meno di iiii fattore le o.v,-.: onde sono pure indipeiidenti uii ([ualiuique loro gruppo

particolare come il sistenia dello (43).

4
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successione delle n 0])erazioni

:

X , X ,. .. X , X , X ,

.

Poniaiiio inoltre:

.\
I

^\ i . . . ^v „,, — ^ J
,„_,

(r") (I) (2) (tC))

X",... X'-\ X'"",... X

dx' dy"
' .(T„o=l).

(44)

(45)

(loiisidei'iamo poi le /; -{-1 operazioiii i?'*', die si ottengonn soppiimoiido

da X\' X^-i' . . . XIt !4'li n — h faltori die nella successione (44) oecupaiio i

posti compresi tVa il j-esimo e il (n~h^j — l)-esiiiio (gli estrenii inclusi):

e facile vedere die le /? + 1 (iiierazioni cosi generate soiio tiilte indipeudeiiti.

Tnfatti si cliiaini o, la soimna delle a relative alle operazioni die nella suc-

cessione (44) oecupano i.posti dal ;-esimo all" (» — h-^j — l)-esimo: sieconie

H — h e niaggiore od uguale a tutti gli esponenti -r,, e siceome le a nella

successione (44) sono crescent!, noi avrenio die mai «,, ed a,., sono iiguali.

ma anzi die se .;>>»j, e «,.,>• r<„, e la loro differenza non puo mai scendere

al disotto della mininni diffei'enza fra due ladici diverse a,.. D'altra parte, ri-

cordando die le a, a,... a,„ sono le radici delFequazione ^ (— |)'y„_,a'=0,

e die quindi, per essere y„„ = 1, si lia y,,^,, ^ 21' "^^ "' V>—22 = • • • > si deduce
1

immediatamente

:

E":' = — u fv «,)
d"

I
,-,,-

d x" ' d If

— (I.

J .,-J2

d"

d x" - d )f

d X" ' d y'
+

e (piiiidi il (leterniinante del coefficient! delle 7)''*' e uguale a iiieno del segno

a n (c(, — r/,) (*). Segue die ctrellivamcnte le Rf sono in(li|iendenli. C. v. d.
'<j

Ma dalla precedente dimoslrazione seguoiio ancoia diif allri corollarii

per noi moito im)inrlanti. Dalla prima parte ddia diinoslrazione segue:

(*) CIV. per il calcolo di nil tli'li-iiiiinante assoiiilanipntc analo^o < Lomliardo 11 ». (^ IV,

n. 1. II teorenia prPoedenU' si sarebix- anclip piitulo (liniostrafi- iin po' piii sempiiceiiiente

per liidiiziDiK.' coMiplrta: ma cin ikiii ci avrclilic pfriiicsso di diiiKislrai-t" i coi'dllarii chc se-

frnono.
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CoHoi.i.Aiiio [. — Coiidizione ueccssnria e siiffiriente perclii- una operazione

c''

2 «.7. I

-
o 1

—k^ '^^'^ cquivaUide ad una coinbinazione lineare di onerazioni^ X y
^

It'" (' die per or/iii indice j tale die t^ > n — Ji sidiio noddisfalle le Xj — n-r- h

eqimzioni (io).

I'oiiiaiiio iiKuilc al liillo clic iiotaiiiino |^ia sopra clio la (lilTciciiza di

due a h sempre iiia^gioic dclla difforonza di duo a,, (dlerioiuo allora :

CoROi.LAisio II. — iS'e // (' iiiiiKiri' del intiiiero ii -, le derivate di online li

si ))ossoiio espriiiiere Uuearmeide per mezzo delle derivate di ordine ^ /t — 1

e delle li"l', RV,... lifli con coefficicnti certamente iiiferiori ad uii nnmero die

dipemle dat numeri M e [/. soUanto.

13. — Alio .stesso modo clio in < Londtardo II > ^ IV, ii. i2 e -i, iioi

siamo ora in grado di asserire: Se sojjra una fuiizione z si puo operare sia con

tuUe le operazioni It^'" — h essendo un qualunque numero ^ n — t, — sia

con quelle die si otlengono portando nel priaio posto uno dei fattori X cor-

rispondenli alia seconda X con esponente diverso da zero die conipaie in

i?*''*, la funzione z annnette tutte le derivate dei (iriini u — t ordiiii. K se

le R"" z per hr=s^ii. — t sono tuLte nuniericamente inferioi'i ad una (pian-

tila, (numero o funzione) P, noi possiamo trovare un numero v, dipendenle

solo da s, M, [J. tale die il valore di una qualunque derivata di z di ordine

^s e inferiore a v, P,

.

14. — Ed aggiungiamo inline un'osservazione :

Siano T, Y, . . . Y„ n operazioni distinte o no:

ox 01J

e tali die v; ainmetta le derivate dei priini i — 1 ordini, per niodo die si

jiossa del prodotto sindiolico V, Y, . . . Y,. avere lo svilujipo t'ormale per le

derivate dei varii ordini.

Si ponga

:

*^' d X II
"' X d II•^ -^

} (48)

-V. _ g"-'
, ...
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II calcolo effettivo iiioslra facilinente clie si lianiio le segiiculi ugua-

glianzc :

?., u) = >;(- i)'r„._,
'.' =

= (— 1
)"

(r, — -fl,) (r, — •/),) . . . (r, — r,,,) =
= (- l)"n,(r. --r„)

r,,)... (r, —/,,,_,) (r, — r,„j,). . .

a(49)

o_a^) = 2*-^)'r...- _> 'n =

15. — Cio posto, sianio orniai in grado di lisolvcre la qiiesUone pro-

postaci iiel n. 11.

Sia un'equazioae lineare

:

P„o + -P>-i . (» ,'/) P„- , 1 -i \-P„_Jx ii) p, ,_, + P„„ (a- y) po„ +
J

+ ^ c.^_ (ir y) p,,, + f(xif) = 0.
\

(50)

E si suppouga die essa aiiimetta v caiatteristicho doppie ed m — 2v ca-

ratteristiche semplici. Per fissare le idee supporro, come dissi al n. 8, che le

carallciisticlip doppie conispoiidano alle radici a., a.. ... o.^, le senij)lici alle

radici a,, , . . . a„_, , Per le a e la f{xy) supporro die iiel eaiiipo S deliuilo

al riumero II soddisfacciaiio alle condizioni del ii. 11 inedesiino, e die in

qucslo inedesinio canipo le r,, siaiio inferiori in valorc assolnto ad nn ceiio

nuniero 9)?,. Se, conrornie a (piaido si fece nel ii. preceilente, pouiamo :

A
i
A 5 ... A ^ Ay 1

0»> ^n~l

•

'
"-' ~~ ^ "''•"-

d x' d if-'
^ -iiT-"-'-'

s x' d If-'"
(•'.i;

i tcnniiii tralasciali essenilo di ordine r^ n — 2, noi sii|i|iiaiiio die si ha ideii-
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ticamcnte y„o = l, y,„ ,(•»'.'/) = -^'„-,- *' qiiindi (oO) iiioiidf l,i foiina

"
\ (52)

K (lal |iriiiio corolhiiid del ii. \~1 (|)a,y-. 187) scgiif i-lit% allim-lir (jiicstii

('((uazioiip si jMissa poi-taio iii'lla finiiia (4U), occorre p hasta die si al)l»ia:

2 (-ir(c,„_,_,-T.,_._,)^ = o (/ = !, 2,... V). (53)

Ma dalla secoada dcllc roniiule (49) segue senz'altro:

^ (- D' r.„_,_,
o' = X, a, . (a, - a, )^ (y., - aj^ . . (^, - a,_,)^ (a, - a,., ,)l . .

ossia, ricordando die a, z, . . . 7, soiio radici doppie, «v^, ...a,,^, radici sem-

plid deU'equazioue :

«" ^ P„„„ a-' ^ [-{~ 1)"- P„._, a + (- 1)" P„„ =

si avra, per ./ = 1, 2, . . . v

:

>
{)

1

>i(-i)'r-...-. «;= .,-^«., *( (i(. — 1 ) »,;-^' — ((( — 1) (h — 2) P„_,, 5.;-^ H

h2(-l)"-^P,„_,

Onde le equazioni {'>']) di\ enaniio

V(~i)'o,„„,_.«;
2

)(('/ — 1) «;'

(» — 1) (;j — 2) P„_,, a;-= H h 2 (— l)-^-' P,„_, -0. ^

m

Basta confronlare questa eqiiazione coU'espressione di Fl data al ti. 2

(t'orni. (11)) per dedurre senz'altro il teorenia enunciato al n. 11: Coiidizione

iiecessaria e snfpciente affinche un'eqiiazione Uneare (50) avente v caratteristiclie

doppie ed n — v semplici possa portarsi nella forma (40) e chc tntto le site ca-

ratteristiclie doppie siaiio del tipo B.,).



30 E. E. Levi: CaraUeristiche muUi2)le e Probleiiia di Cauchtf.

E da notare che in virtu del fatlo diniostrato iiel n. 2 che i determinanti

dei coefficieiili delle operazioiii iudipeiidciiti dei vaiii ordiiii dedotle da (.")!),

sono seninre maofnori di una certa notenza di • nol trasfoimare la (5(1) in
u.

una equazione del tipo (4U), i coefficienti h della nuova equazione saraniio

ancora inferiori ad un nuuiero Jl/, dipendenti da ??i,, ja ed M soltanlo. AUe

equazioni (50) di questo tipo noi potieaio dunque applieare il teorenia del

n. Jl; e, ricordando le osservazioni del n. 13, noi potieino piovare ('0.~i clie

per esse il probleraa di Cauchy annnelte senipre una ed una sola soluzione

la quale possiede tutte le derivate dei prinii « — 2 onlini.

16. — ]\la senza enunciare qui eon niaii>;iori particolari ii teorenia aiia-

looo al teorenia del n. 11 che cosi venianio ad ottenere, aggiungiamo subito

alcune osservazioni, le quali ci pennetteraiino di giungere senz'altro al risul-

tato linale. Seguiremo un artilicio affatto analogo a quelle usato nel § V di

« Lonibardo II ». Si supponga che I'equazione (50) lineare di ordine ii abbia,

come prima, v caratteristiche reali e doppie del tipo B.) corrispondenti alle

radici «!«»... Zv, ed )i — v caratteristiche reali e seniplici corrispondenti ad

tZy^, , oiy^.,,... a...^, e che nel solito campo 5 defmito al ii. 1 1 i coefficienti c.^

ammettano le derivate dei primi g oitlini tinite e continue ed inferiori ad un

numero '•Si,; si supponga inoltre che tutte le a ammettano tutte le derivate

dei ))rinii g ordini alineno ed inoltre die a, amnietta le derivate dei prinii '2 i

ordini se i<C''. dei primi 'It-— v ordini se />>v: inline che sia le a, die le

loro derivate siano tutte inferiori ad un numero M : e die [j. sia il massimo

di
i
(*=!=/)• Quanto ad f(.vif) si ammetta che anclie essa abbia le

derivate dei prinii |/ ordini finite e continue, e die F^, F...... F^, t^, t^,... t^

siano due successioni di iiumeri positivi o nulli tali che per o^^ni j -^g, f e

le sue derivate dei primi j ordini siano in modulo inferiori ad F,
|

x \k

Se noi prendiaino allora g numeri k„^vh ? «.,-vfs »••• "^..-vw, tutti inferiori.1
ad M per cui sia <^\j.(i=^\ 7, /= 1 11 — v^-f/), uui po-

tremo per le ipotesi fatte sopra deiivare lulalinenle Tequazioiie data rap))orto

alle direzioni di coefficienti angolari «„ ,,.<••• «.,-v)./? P'' "llcirciiio g eipia-

zioni lincari /t', , E.,,... K„, ili (irdiiic y/ I , n-\-"l,... H-\-g, lali die, pei' le

osservazioni del n. '.>, E, amnieth' aiicora v caratteristiche doppie del lipo

7?.,) corrisponilenli alle radici -/, z_, . . . a, ed (( ]- j — 2 v caratterislidie sem-
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plici coiiisixJiKleiili ;il](; ladici a^,,, ...a„ ^|,,: ed i coellicit'iili <li (jiiesLe equa-

zioni siiranno ancora iiiferiori ad uii certo luimero W, dipciideiitc da (/., Jl/,

W, soltaiito. E la solii/.ionc corcihi d('irc(|iiazi()iic proposta (" (piolla solii-

zione delle equazioiii /«.',, I'J.,,..., E„, i cui da(i iiiiziali soiio <i|i slossi clio i

primitivi por (|iianl() ri^iiarda lo dcrivatc di oi'dine ^v, c per (pipllo clio

ri<;iiarda Ic (UMivatc di (irdiiic inrcrioir si deU'rininano mediaiilc i'cipiazioiie

data (' ie E,, /?.,,... E„ iiu'dcsiinc.

Le equazioiii E,, E„,... E„ |»t'i- (pianlo precede si posscmo liille portare

nella Foinia (4i)); onde oniiai, seguendo passo passo i ragioiiaiueiiti del cilato

^ \ di « Lomltardo II » specie in quaiito si riferisce alia foiaiia clie assume
il teiiuiue nolo di /'J,, /?,,,... E,, quaiido si liporlino i dali iniziali uelia ioro

Inriiia iiormale iiidicata al u. 7, uoi iiolri'iiui coiicliiudcre clie nrlli' ipotesi

preeedeiili: uel campo (^, deiinito dal iiiassiiuo romho conleuuto in ^ con

una diagonale sull'asse delle y e cdi lati paralleli alle rette di coefficiente

angolaie Me —71/ esiste una ed una sola soluzione di (")()) nulla sull'asse

delle // insi(Mii(' colle sue derivale del |ii-iini u oi'dini, ed esisfono r/ -(- 1 nu-

nieri /,•„, h"„\ . . . , k'l' . diprndeiiti da u, v, yV, [j-, 11i, soltardo, tali clie:

z <fc„
1 F X !'"'

"

7'. /'ol <.f^..T^F\^\'^"~\
t + \

,
i i),-„_._.- i < fe„

1

t + i
F\x\'+°-

I

L+[ F,
I

X r=+- + F,\x !'.+' + i^
I

a; I'l

(55)

^^ F„
I

X
I'.--' + F,_,\x |V,+'-+ F.,_,

I

X |'-.lP>..^<+,.. !
< k-r

17. — Ed orniai pei' diniostrare il teoreina generale non resla piu die

apjilicare il nietodo indi<'al<i in •< Lincei » per diniostrare il leoieiiia 111 per

le e(piazioni a caratterisliche reali e distiiitc.

Quando la F anmietta un conveniente numero di derivate si potra evi-

denleniente applicare ad essa il procediinento del n. 2 di quella nota, e cioe

dedurre le equazioni di ordine n+1, H-t-2,... che si ottengono derivando

lulalmente F rappurto alle direzioni a', a", x.'",...; fine a ridurci alio studio

di un'equazione lineare nelle derivate dei due ordini tnassiini e tale che
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cliianiamlo di nuovo n il siio ordine al)bia la forma:

p„„ + P„_,,iJ„-u ~\ |-Po,.Po„ + 21c,,,_,._,7),„_,_, =f{xusp,„. . .;\,„_.;) (5G)

dove le c,„_,_, soiio funzioni delle derivate dei piiini n— 2 ordiui, le P,, delle

sole derivate dei priiiii u, ordiui, u, essendo tale die 2 n, + 1 ^ n. Inline delle

radici dell'equazione delle caratteristiche di (56) v sono dopjiie — siano ad es.

:

a, a,, ... a, — , altre v, — 2 v sono semplici — siano ad es. : a,, , a.,,., . . . a,^_^ —

,

e le residue n — Vi+. v sono pure semplici e costauti (*). K poiclie si })u6 sup-

porre clie per I'equazione primitiva F = secondo quanto si vide ai nu. 8-10,

le condizioni die esprimono die le caratteristidie doppie siano del lipo B.)

siano idenlicameiite soddisfalte, anche per Fetpiazione dedotta col nostro pio-

cedimento (in virtii delFidenlita (32)) le condizioni aualoghe saranno pureiden-

ticamente soddisfalte e cioe le prime v caratteristiche saranno del lipo B.,).

Inoltre le funzioni P, c, /', a aminelleranno iii iiii camjio A dello spazio in

cui X [I s [),„... p^„_.. sono coordinate ([uel ceito luimcro di ilcrivale parziali

liiiite e continue die occoriera e die (jni e inutile pifi piecisamente enuii-

ciare.

Sulle e(|uazioiii dei lipo (5G) si ragiona precisaniente come sulle equa-

zioui del lipo (6) (pag. 333) di « Lincei»: per esse si dimostra la possibilila

di risolvere il problema di Cauchv per approssimazioni successive: deternii-

uando la funzione incognita s quale iiniitc ddle funzioni ~, soluzioni delle

equazioni

:

P,.,.o M- P..,,„_, i>,,,„_i H— • + Po.o,, pi.o,, + 2 c„„„_,_, p, „„_,_, =
= f{xifQ...O) = fJxii)

]h,.,» + p,.,„-, jh,,.,-, ^ !- p,,„„ /'.,o„ ^- 2 1'.,. »-.-. P2.,„-,_.
=

= /(•»
!l z, ?>,,o„-2) = /> (x V) ,57)

= f {'» y^j-t-- ft-i.0.,-2) = fj-x (« y)

(*) Noil abliiaiiiii iicl testo fissatn II iiuiticin dfllc derlva/ldiil clic oci-orrdiio jxt dpiiurre

un'eqiiuzioiH' ild li|io (')()) pt'ii'lie a Sfcoiula dclla Inriiia dclla ((|iia/i(iili' |ii'iiilltlva |Mi() csseri'

piii o meiio idevato: per.) e da iiotare elic dala uii'imiuuzIojic ((iialaii(|iie liastcra certaiiieiiti'

a|)plicar(> il procedimento di dorivazione tanto voltf qiiaiito ( rordiiip dell'equazione ainnen-

tato ili 1 |ier dediirre un'equazione del li|i(i (.'>(>): anzi iin'i-(|iiazi(iiie die jjode ancor-a di allre

propriela die al nostro sropo non liaiinn cllieacla.
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<1"V(' /'„,,,_, EE /',„
,
(X y . . . 0) , c„,,„_,_, = c,„_,_, (3 y ... 0) , />,.,„_,

=
/',„

,

(.<• // 2, . . . p,,o„, .•), (•,,„- ,

-^ ',,_. ('•
// 2, • P,,..„ ?). Tale sistema e uri sisloma

di 0(|ua/,i(ini del tipo (50); od a))pli(aiidi) il tcoiciiia del iiiiiiicin |>i (ccdeiite

si diinoslia I'esislcii/.a dcllc riiir/.ioni -, c la hii'r) ((iiixci'i'i'iiza a nil liinih;.

IS. (li (iccii|icr(Mii() (ira lircxcnicntc dcllo earaUi'i'islichc lii|ii('. M |mm'

nia^'^'ior S('in|ilicita ikmi mi (ircii|ii'iu dcllc varie specie di raratleiisi irlie triple

die si i)OSSOiio preseiilare aiiclie iscilale: ina liniileiu la lii-eri-a al casi) in

cui reqiiazioiie pi'oposia

F{.v,izi,,.,...iiJ = (1)

alibia ill liitto nil caiiipi) A dello spazio N una earatterislica liipla coi rispon-

deide alia ladice z deirei|uazione delle caiatteristiche. Allura per una tale

I'adice a iioi avremo, raiiioiiandd comi^ al n. "i. elie lu^n solo sniio soddi-

sl'atte le

:

(57)

ma aneora clie. delte oi, to, dne (pialiiiKiue — eveutualmente coincidenli

delle \arialiili x, //, z,... p,„,, soiio pure soddisfatte le :

d' F

d' F
3 />,„__, d w d oji

2,(— 1) i-^ o- <

I l),„_, w

^.(-l)' yj =

0.

(58)

Sostituendo allnra iiella /^-esiiiia delle eijuazioni ("•>) alle />,„_,).,,, jA„_,-!-j,-

dl\,.+„
ed alle loro derivate rapinirlo ad x le loro espressioni per j)„„j.,,,

I>«..

dp„„+,.^, d-p^„

dx

dx d X'
e per le />,; di iirdine inferiore ad n ^-h — 1 e
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le derivale di queste (*) otterrcnio lo ef|uazioni sopueiiti :

^^'"- +^%?^ + ^^+^^^''>^'- + ^--"
(59)

i?iJo„+3 + E '^l^ + (//4-4 7/,)p„,„, + G, =

III (jiioste equazioni B e dato dairullinia dcllc (II). die pero in queslo

caso si seiiiplilica in grazia alia terza delie (57):

5=2; (-l)'„-^^ a'. (60)
,wi 01)„,_,__,

Si ha iaoltre

:

+ f f4i(-lVM/~l)(^-^)/^a'-

"-^-'»'.M^}
(*) Nfl Irast'oiinarc la //-I'.siiiia (lelli> e(|uazioni ('.)) orcorre iisare delle formolc (die si ot-

tengono tacilnienic ilallc fonmile dclla seeonila iiota di pag. I(i6)

:

i..„-,H,- (-!)« ;),,., f. +
(,^

j(- ir-'«--%J-|jA,n,,.-i + /(-i)'-a-''^'";^^-' + . .

.

+ (_i)'-.,:«,-.l'A'«''+^-'.^_

i tcrniiiii Iralasciali rdiili'iifiido solo /)(*. di ordiiii' ^ n \- li — I c qiiiiidi iioii porlaiido con-

trihiito allro chc iiejili idtiiiii li'iriiini didlr ("id).
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montre r/,, r,\,, (7.,,... diperidono solo dalle p,,, di ordine »«, n t-l,... rispel-

livMincnli' f didic lofo dcrMvatc: od aii/.i liaiino la rornia :

''•-
(I

'-'»'"'-'"• - ^>
si:':,

"'")%- - '«)

onde so. conio si sii|i|i(Miri d'ora in poi, la caratteristica ("' pinprin liipla. e

lion piu die tripla, esse haiiiio il cocriicitMito di — ,""X^~' certaiiu'iiic 0.

Se />' iioi ricadiiinio in nn ciiso del Inllo analogo al Ciiso A.,) gia

sliidialo per Ic carallcrisl iclic doppic c clic pdlrenio indicafe con ^1,,).

Ma se, come noi siippuniaiiio d'oia in p(M', pei' Ic caiattei'istichf' clio si

studiauo si ha :

B = {{>:>,)

si dedurra come al ii. o die, se (o e una qualunque delie vaiiaiiili x, //,

z,... j)a,,i si ha pure :

onde seguira H,=(), e alle equazioiii (oO) si dovra sostiluire il sislema piu

semplicc

:

E<l^^Hp.,.,. + G. =
,

^^^^

E^^ + Hp,,„,., + G„_ = Q

La prima di queste equazioui da allora una nuova condizioue ])er le ca-

latleristiche di ordine n. Ma se noi la supponiamo soddisfatta e considerianio

solo le equazioni che seguono, possono aversi piu casi.

1." _E='-0. — AUoj-a le caralleiisliclH' di ordine » + l, u+ 2,... die

contengono una data caratteristica di ordine a dipendono da 1. % ?>,... co-

stanti arhitrarie; e due supertici(> soluzioni di (I) die abhiano in comune
una tale caratteristica, se in un punio liannu an contatto di ordine h 4^/^,

lianiio to stesso contatto luiigo la caratli'ristica.

2." 7? = 0, F=i=0. — Esiste una sola caratteristica di ordine n^ I, una
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sola di ordine « + 2, uii:i <li oidiiie >t - h. Ic (juali contengono I'assegnata

caratteristica di ordine it: eil in ailri teruiiiii, supjjosto che I'eqnazione e la

caratteristica siano aualitiche, non puo esistCMP |)iu di una superficie soln-

zione di (1) anaiitica nclUntDrno delia caratteristica assegnata die la cdii-

tenga.

3." E=^F=i). — AUora anche la seconda delle equazioni (G4) divenla

una imova condizione cui deve soddisfare la caratteristica di ordine ii poiche

si riduce a G^ =0. Ma, snpposto die essa sia soddisfatia, le successive equa-

zioni G', = 1), 0.^ = 0,... risultano i)er (Oii) equazidiii di terzo oi'dine nelle

Po«+t, P«„^2,--- E quindi le caratterislidie di ordine n + l, h + 5,..., /( + //,

che contengonu la caratteristica data dipendono rispettivamente da 3, (i

3 7/ coslanti arbitraiie: e due superficie soluzioni di (!) le (jnali in un jiunto

delta caratteristica ahliiano un contatto di ordine ii'\-li lianno lui contatto

di oidine n \-

h

— 2 almeno in tutti i pnnii ddla caratteristica niedesima.

Le caratteristidie di (|nest"nltinio tipo souo (|uelle per cui compatil)il-

niente coUa condizione die la caratteristica sia trij)la, resta niassiina Tarbi-

trarieta delle caratteristidie ili ordine superiore cni esse possono apparte-

nere. Per Inevila le indidiero d'ora innanzi col noine di caiatteristiche del

tipo B,).

12. — ]\li propongo ora di nuistiare die: (jikiikIo an' cqnazionc ha in

un cainpo A di S caraUeristiche tiitte reali o soUanio seinplici, doppie, o triple,

e quelle doppie sono tiitle del tipo B.,), c quelle triple tulle del tipo B.,), il pro-

hlema di Gauchv aiicJie dal piinto di risfn delle rarinhili reali aiiiniette per

tali eqnazioni una ed una sola soluzione.

to mi limitero pero a dimostrare e\w qiKiinlo itn'etiuazione lineare di or-

dine n ainmette solo c(tratteristielie seinplici, doppie e triple, condizione neces-

saria c sufjiciente affindu' si possa portarc nella forma (40) e clie le sue ca-

ralterisliche doppie siano del tipo B.^, le triple del tipo 7?,,).

Si passera poi da questo teorema a! leoi-eina enuncialo in inincipio |)er

le eipiazioni lineari t'ondandosi sul teorema cnnnciato al n. 11 e con consi-

derazioiii pienamente analoglie a (pielle die iid S 111 ahhianid ainpiaiiicnte

svolto iiei nil. l'> e IG. Ed ancora con ragionamenti analoglii a qnelli dei

nn. S, 9, 10 e 17 si [lassera da ([iicslo caso ))iCi semplice ddje eipiazioni li-

neare al caso dell'efpiazione generale.

Gonviene tare liilla\ia iiolare tin dal piiiicipio die (pialoia si Iraltasse

di equazioni del terzo online la possiliilila di risovere il prohlcina di (Iauchy
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7-isulta iillora dal falto die lo caraileristiclie di terzo ordiiie triple ilcl li|m li,,)

dipciidono solo da tin iiuiiifM-o fiiiito di costanli arbitrarie.

50. — Sia diiiKiiio :

J'J„o + P..-nP„-, /',„-! +-Po„iJo„+
(05)

un"ct|iiazi<)nf liiieare la quale [iossegga v, (•arallcrislichc liiplc. v, — v, carat-

teristiclie doppie, n — 2v., — v, earalterisliclic scinplici. Siip|ioiro, per lissare

!(' iilce. (Ill' a,, y..,,... a,,, siaiio Ic ladici ciiirispondeiil i allc caialtci'isliclK?

Iiipit', a,.,ii. a,,!2.... a., qut'llc corrispoiidenti alle carattoristiclie doppio,

z,..|,. a,., ,,.... z„_,._,,, (jiu'lle cornspoiidfiati alle caratteristiclie .seniplici.

Qiiaiito alle z, /", c, supporro che siano soddisfatte nel solilo cainpo S le con-

(ii/.ioui piu volte enunciate.

Poniaiiio :

A 1 A 2 ... A ,.j A j.j^i . . x;, X,...+1 •

^Hr...
? a?'' 2 y" -2;t— ^

-^H— J'i—V,

a-'

d x' d y" '
' 2t.-^-.

3"-- (66)

3 x' 9 y"

i leiinini tralasciati essendo di oidine inferiore ad u^^. Sappiamo ohe e

Y,^ = 1,Y,„_,= P,„_,: mentre i valori delle altre funzioni y si otterranno dalle (49)

faceudovi Yi,_., = l"3,_i = 1%, = X, per ^ s :^ v, , y3,.,^o,,_, = Y3,',4-2,, = X",,,^,

per i) ^s ^ V, — V, , Y.^r„^y^^, = XV:., per ^ s ^ »t — v, — v, .

Avrenio alloia, indicando con i, , /, , ;»,,...; /o , /.^ . w^,...; ij, /j, (Hs,. . .

.

indici varial)ili rispettivamente tra 1 e v, , v, + 1 e v.,, v, + 1 ed n — v„ — v,:

>:(-i)'y„,_._, vi^ (- n— n (r, - a,,)* n (r, - aj-^ H (r, - a,,) .
\

.32 1

77 '1 — a,,

+25-^—
(67;

1

^; '0 — >
"fi
— a.,[..X3 ' '3 »

^.3 ^...3
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,(-!) y.,_._. V = (- t
)"-' n (y, - a,,)' n {r, - 7.,f U (n - y,J .

I t (-1 - «.,)^

3 2 ^^ 3.2 A^ ,

(68)

. Q y "^"^-i
''-"--

I V ^M ''•'"3

(*).

In quesfultiiiia formula abbiamo snitfo quei soli teiiniiii die conten-

gono a (livisore lufespressione della forma (r, — a,j" : i termini tralasciati sa-

ranno quindi tali rhe quando si pone -/i = a,, si annuUano tiitti.

Da (66) abbiamo clie (6")) preiido la forma:

X I X i . . . X ,^ X ,,+ ! . . . Xl, X ,...+ , X„_r.,_,,^ z -j-

)i-i

+ 2.- ((„,-.,•_. — r,„_,_.)p,„-

+ £'(c.„_<_.-r,„_._.)p.,_

(69)

f{xy) = {).

Dal primo coroUario del n. 12 (pag. 187) segue clie, affinche in questa

equazione i termini di ordine j; — 1 si possano esjirimere come combinazioni

lineari di opei-azioni /i'""" dedotto da X'\ . . . X?., X^.+i . . . Xl.,Xy..^t .
.'. X„_,.,_,.,

,

occorre e basta clie sia :

2(-i)^(c,„_,_, -r,.,_,_,)a;, = o

:s(-iy^(c.„_._.-r.„_,_,)«'r'=o

2:(-i)^(c„,_._.-r.,_,_,)4 = o

{i, = 1 ... V.) (70)

(i,=v, + l...v,). (71)

Usaudo di (67) si trasformano immediatamente (pieste rondizioui. lidanto

come al ii. !."> si vede clic le (71) dicoiio solo chc Ic carallciisliclH' di)|)))ie

(*) Ablii.'iMKi postii Ic t'im/.ioiii |)n'c<Hl('iili, solid fonii.i di (|iin/ii'iili |ici' lii'i'\ila di scrit-

lura, ptiro notiairio c-lic i fallnri die riiliaiio a divlsoro si trovaim liitli cdm csponeiile iiiatr-

piore od uj^uale lu-l IcfiniiK' I'lioii ilclla part'iilesi : c Iji'm sovi'iite oci'orrera iifi calcoli clij^

seguoiio tetiere coiito dpi valoii dcfili pspoiiotili clip coni))ai()iio cosi iiei varii leriniiii [)iul-

tosto clip dpU'Rlfpltivp psprcssioiii (()7) p (08).
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soiio del ti|)() />',,). liKillic osservaiido die in o^iii tci'iniiic di (<)7) esiste uii

Ijitloie aliiHMio lid tipo r, — «„ segue die la |)riMia delic (70) diviene :

2 (- 1)' c.„_,_, «i, =

die per la ((lO) ci dice dn' pei- le caralteristiche li-i|ile dcve aversi aiiziliitto:

B = 0.

Quaiilo alia seeoiida di'lie (7(t) si osservera die :

(72)

2(— l)'^T..-.-.«;, ' = d
,7^S'-"-T.-

e iiguale alia soinma dei teniiini di (<)7) i (|iiali coutengoiin il fatfore -ci — «.

alia prima |)oteiiza, divisi jier (r, — 7.,_) :

2; (- I )w y,„„,^ , «;r = <- 1)""'
^>^n ^n n >„ - y.,f " («„ - «,.)^ n («,

;,= :

=-l^>4^2<-"'-'-'""'U,

Onde aiicora la seconda delh' (70) non e altro, f;'razie alia jirima delle (61),

die la

£ = 0.

'

(73)

Supposte soddisfalte queste coiidizioni il gruppo dei termini di ordine

n — 1 in (()*.)) e eijuivalente ad una espressione della forma y^r R"~^\ la

somma esseiido estesa alle diverse operazioni i?*"~" di ordine n — 1 dedotte

da X\. . . Xi^X'y^+\ . . . Xv.,Xv„j^i . . .X„_,,.,^y^, ed r indicaiido coiivenienti coeffi-

eienti : poslo duiKiue :

11—1

12;rii<"-"= :s. (c,„-.-, -^„_,_
8"-

dx'dir

n—i ^"-2

2, .l„_..__...a^-^;^ + --- (74)

i termini (ralasciati essendo di ordine ^ ii — 3 potremo dare a (05) o (69)

la forma

:

xixL.xl, x:,+^ ...xl X„+, . . . X„_„_., z+-^r i?<"-" z +
11 -a

r.„_._. - i5,„._,_.
) i'.„^.-. H 1- / (,* y) = 0. ^

(Vo)
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E pel' il solito primo corolliiiio del ii. 21 coiulizione ueeessaria e suffi-

ciente perche (75) possa assuiiieie la forma (40) e die si abbia

:

^" (- 1 )• (C;_,_. - 7.„_,_. - S„_,_:) aj, = 0. (/, = l...v,) (7(i)

Senza procedere al calcolo effeltlvo delle S,,._,__,, . osserviamo die siccoiiie

una qualunque i?"'~" animelte come ladid dojipie tutte le «,, a.-.,... y.y^, se

poniarao :

• i?'"-" = Z ?
11—1 g„-

i: ?...-..
d x' d if '

"

'I' "e,'

dx' d if " '

coiiforme al n. 15 (pag. 189) si avra :

- I" f'

E qiiindi si avra pure per (74):

H (- !) S,.._,_. a' = - i^ X, ^. ^. V, ,_ 1). (0, ,)o'

,-.--i"'i

(77)

Ma si ha da ((>/)

rr-'

. ! X;, a, ^ >:..

1
)-

' G n ( a,- — «,,
)

^' 11 (a,- —
y.,,f

W («,- - a,,^) .

2;—— + 2;

+ 3 S X„„ «„ i 1-3 2 A'm «m, ^ h

(78)

+ 22; A'„ «.„,,

1

2 A',-, a„
1

Per (77) o (78) e per (68) possit^nut *iiiiiH)i scrivric Li {li\) nel modo se-



E. K. IaivI: Ciirntlcriaticln; iiinllijile c I'roblcmit dl ('nitcliij. i\

Ulli'llK'

^ii- i)'c,_._.4+-a ^'. «'.
2;'^-')'*(' '-i)c<,.-.-, 4'+

1 ..i
(- 1)"3 n (a;, - ^.,X n (a;, - y.,y n (a;, - a,,) ' - -^ X ;;=<;, + ' (70)

+ (A',- «/,) •5 2 -l-Q s~ a;, — a
V

)l^. )j/

.

c-;, — y-iii.

= 0.

Kil (n-aiuai basta laiinnciitaic c-lie a, . . . a^, soao radici Iriplo, a^,)., . . .
z^.,

siiiio ladici doppic, a,,,, , ... 7.,, _,,_,:. sono radici seiiiplici di ^(— l)'P(„_r''i' =
dove P,,,, = 1 per (U'diiiic die :

11 (a,- - 7.1f n (a;, — a,„)-^ II ( a,, — xij = --{—\)
" V/

I V p. . y/

n (a/, — 5!,,)"n(z,, ^--a,,y n(a; — xij.

•> V ^2 2;-
l»i= =/, ^1, ^-)», )»., ""-i, '^1".,

3 2
«;, - - a,„^,

m'-"" ;(^S(-ira,.v

e con cin mostrare clie re(|uazi(iiic (7!>) eipiivale aU'altra :

H= 0. (80)

Le (72), (73) e (80) ci damio evidentemente il teorema da iioi eimiiciato

iiel II. 19.

Kstrjitto da<rli AnnaU di Maiemaiica

Tumu XVI della Serie III. pag;. 161 c seKuenti.

llilano, 1909. — Tipo-Lit. REncscHiNi
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2<. — ''0»W



3 ^.'l.-n.a

.xnXyyy^ ^ n-i *^

I
I

1 J, .<{ u ^ -^Ay/ ^^yy'

yi7ci*<3f^(i^'2«^/lv»«<H<£>i-v*rve/ -"^VvK ^fVi?teof ci^e- -cov^ /verve' 'j>ea<>ves' J4«<^ a<vK



C-^—

4 ^I-n..l

c

xvi^z-t-e-^ '»?t->i«,'



•5 5.1.--W. 2

ycxrc-r^ ^^<yCo 'cA't^ey YxA/^ 14, (X C/J /<#)Uv4i:^^ cpLa, / 6"J <>oci<a'V6><f^ -^^ i^j^e^

^v>«^

:

-fj<?6. ^vrvo XX-Ift ( /fu*^^v-vv«^ 5^3 -5 ^(^j « C.RjtS ^»:>w-KX-o



•c^fve- -yvt^/v <5tV/-e..? yKTi^cV ^./v-K^eTtvC'C*^^ .

——^~

•ji'kt^ /.«>*i/ 9WsV^. JSei.jl . ri.?^]aa^ Zt a-ii/^t'ceUa {^'t^h-u^^^-i-^e^' -<x^yMvci^ ^

^'X^cf^^
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f<w\'<XC'<:^/' <J<i>^c*-''^«' ^cacj-^WW"^ .,;a/VV,tf» <^i<a/ <:,<»v1-*Vl{2;K>r-(-e^ cAi^ <*o:^v.^rve--2c^-<vt't/

^-H^VM-

.'K

^<i>? >v /jrV%air>c^rT^ <:t,VV-»<^-<'-rvcvTC«//i/i.e^ <i->rVcn-vfo -SoOc/ h^u»-rto .^v-Kto^^ic c^^-^^ii-t^ucjt^ .^^y},
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yi-f i , n. '?;. .. ^/t. aA <:<M-i/kiyt'»-t<7 -Wi-e^rvrsiayrvv yy^oXc/t^ ^:^ cLwtiw <XeX\e Jk^/tWyoJ(*^



/kj' -^ ,vC'crto<e'V-rvt?i/^; at^^a -i-c /tr\\e/zrz-c*^ »-v-v _<4-vi-e^ ^^ttsi.civ-'; ^m-M'ixfve^zct-of i-v-v _<4-v-i-e^ ^^K3i<*-v-'; ^t^.eH' ^fo/^-w-fT-o € -c-i-c^

,X/yv^ir\-<i^



5^- n..<y

''='TT<^ fl-VK /i>c>»i-o /fi-e<>&-i»s«UT>W'/KeJ^<i<?'"Z-i>o JieJt- Xo/~^ Co .

r^cJt^o.

^m
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/^' (xyj, rx.y.y, /}yy; . - .,
'^y^<^^v^^U^n^ ^^c^ f(<i) , ^ /-j,^ , /; /cry. . . i^ ji,.n^

(1) A,u,^f(Kyj,



rX/^/i>.C!(X'zy ^isi^V- vei/X't.-t^ tTt-tJ-i-i-V*^ '^M'\,'^'\<t-^r^<<> J^y'l,'\^cX^^ ,^eJ.ei^ --*VM^ 4vv-n-i'iV/)(/jy

^'t'^^f^^ri^f^fi-^'i'^f-^^-z^ ^t-e^iy <^-?-z-t*-t^ fai'^'o^e <}.>t-riyh''hC-(y$<:<^ -i>^i^ Jff JJ ec^tf/:jj

L



^5 %.U~r\.5

xvctvfK ;

(^)

d:)i a'- "^^V

/2-w?we- ^yoryV\^>'yY\'^c^/ z diA/t/v^ y^yOi^yC^iy ^o,s^ <i/-sc-cp ,^c>i'>Tsve- <^ i-tyz^^ ,Vc'l>wt/,<*»--ri' ^

^V<mU' >vt?t yic~<3<yU^^KA)(^ ,.«*<* /y , t^^'C--/*c*-i»4vo-tf^ ct<i- X; t^^ ['/LM' ^^.'''Pen ai'ce§L.i.)

I I

(r) ^^ <J, /^ry ; x,y,y = A (^xy; x, y,/



^^ §.I[.-a. 5-6,

C

cA nl- ^v«'iT/^t'<7l^^ .a^^c^a^i.cy^'^'X^ xVKi- (xt/Jp, {^yJ'Ps {^yj' • Pin (^^) '• ^
I

I)



('IS} ^^

rt-e^y^



-1^ §.n-n.6



n §11 -n.

6

^'^ ^AW Arc 1)^1^)
diidi^,^Jv^ .vJi^'2^ [id) .

^„;xXX<y^ ^<>t<*/ /0<r\l^\^<?y^/ZA^c>-v^^ ^<^ -^'Vi>e/^e' /yyY\X^(-<^ -^vvi/^^ <xyc.crzri,0rz.ay

c^AXcTi^o^,
,
C-TTVTue/,^ /ii(S4-Tn-|v2>e^' /^a<7^3'^*v^2-vi&' ^ '»-vr-i,ci- iWrv2i«-<:?^l--v6-' 'V(Xuj yyy^^Vvic\//^^^o^

P- •
r P ^

^^



/^ ^/yyy^r^^Xy/y^iAA'*^^^^*^ ^ni-r^>C:>^=H^i>Vie^^ i»^C<^)^^

^7v^^^-*'C^-v*<5*/xts^t-la/.^ ve>vv«'>'-*^ fc-a^f^e^ -t^&**ci^ ^^-»-»-t^*«>^-ve-- .e:^ (Z^Cifi -OfC*'



-e<?v*t

.-»-rve^

^9 ilI-n.7-8

^Trvvi-'va'Vc>i^-e^, /ii\t^y J\\^ Cc»ys>-c^ r^t^w cw-i^ />v«si-t-T^c7 ..-c^,<x\a^a^y\'axX<>t^ -«5l.&*H-c=i, <de.^

A^'S.»«^



^0 §.Tl.-n.e

-^Cyfo^Jz^yYVO '

= ^/ (^-^z- Xi (/.) ~ ^1"(o; Xy i^y . .

(25] //Ay/ x,(/,J^ e (St/; x, c/,J -t- e "f^y/a , ^,/

{9.h
)

^/"cr; x,y^y - ^r<?j r'(<i; x, ^^j-e"^^{d-; x, i/^J .

xfervi-ervte^ 'ie- A^^/z^^/v^kA^ -c'Wv /Vi/z-vt-t-v-i^ e=|'Vt<3-t*^.-c> ^^j'tk^t-wi^ rj^ cAvv««A^/



y'Si'Ct/si''^^ 'Vt-ve'bo<=<-o /"M^i-t^wcT-e^ 'pi^ /Wz-oyvA^e'Yy\-c^ .-(^^ft^iryyt^^/fo .^s^ Ucii'-z'^ClVtHN^ ©<>i>o'

' \ ^
'9' $nj ' ^

/»--KV«?'

/Wi-t-CV



22 §m..-n.9

/y\^\rye^

(^) ^5z ^2 /^y; x,y^- -^/xy; x/y.y



2^ ^jrf.'a,9.

(12j ff^(^^i^]f (^f v^) ^^^ ^y. -^-



.^tjU^vlv . '{5vi4-vi^^ /ivew-vt? Vf/j(f/Jj '^sf^yjy>-- ^i^n-zi^tf) /'"''''mi-i'2>w?**v^'

«/

c

115;

'"

{c,j~lSr--m-4

c

-vu^ :;^?wn^wa<vzvo'Hje^ ''tv>-i^.,£V?-<5^ TT / A^' ) "slv ;TV , /Tj , . • • -H^x-f -i^'<i^ -cXy^

J(S»|J Jg V [xtfj.7rix(/)clxdy-0 .



'^^ |.JU-ri.9

yUyt^^'fr/xuJ yAo^^t^^e^ &iy^3e/^e^ i.vrvc\-o<xs\:<\^\^ O e ^i^^/iA<A^X^e^Tt(t^j\~

(5j 5^(/:ry^J-^^^//^ /^^y.:^? - -Z),,-
^/J<^;

/^y^^

(r| /«?j(i^j:^i^y'^^-'^ (^"^^-/^j
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^vie^>i::W' /it-ot-c^i/C'V' /i>-vcvKUs' ^/^/y^\v\^M^^\\iX^^c^k-ay <:<rs*cn'»*«x ;£- ^A.\ert^/y\/ia/:icurt»^/^^^^
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y^i'^;-3efeie^^^^^i>/^(r(.i-v-ft,Kvclo i>ow^ ^<iei^ ^-j^vWv^ii^tv- .A-e^'A/ojo e/1 dice l§
Zj



,/M/v-vt4^ -(4*v /"J-VT^vww A'/ -o/z^ifvrw^ xtv-kuVV^ ^vyv

<r

^'^.<5^/^^,c^
-^

U,*v*t,

/f-Kt-e/Z^T-TK? '<=j/1

AYU^

/(u> y^^iAX^ yKpe^t'W:^/ ^Vt-l-^-M-OT^'M't^ .-O^;^. .^

^A/W1:VZ^^r»^lr^r^'

(-'j ^/V>

^/"'^ ^/-5

rf^^"-^
^Z^'-^.

-I:-'
<""

'^^J

a;

li^'t /i'i<? i-itjj
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& di-i-^:>fe;t/ ^(-(^vvJ/ /<Fi-wt/<: ^-up-vi-e^ '2<?<vt«/' ^».-»-vtr--»-vo triri^c>-v»-«--<a/ icif\'\'^v\n,<^^\} X

yfi? re^cA/VvVv-c^'TX-o -ca- ^i^ /yyyyy\k/' -e o^^yM^^-yvy^-^yyYV 'fvvi^v'' •l^^^vKkW-t^, <fevt^i>=u'

f«.-2 , 2n.~i ,
2n.

^
S*/*/-/ /-^^s>4-^-«'^^^-v^«t/»'r^€'>-^4«-- -^/iX- » i-ut7J^ m<^ /i'Vi/jWv-vlv vj^

-

0^ -;^|:>-'/ ^-f/f^-r^^9 a;.>^s ^'--^-^z

e^Kn-f^ /^ c;vt-c-e> ,-<ii. l-»

.'Mn.V*^- ^
X:_^. /^^ 57 /^; ,-^



.yu> ^JW^te- li- ^i^^,i^X<^ A^v MU-i^yvv ^nti'fi+AJ -i?^^^^^ <>^-it->^^^^ JU'yv\)^J)^

»

(r) DUy l),y;k^j =:.0

I^»^ -c^st^ix? ei^'r-it-<^^n^4<;(yz.e^ <;*rni<y?.t'W-e. ciJ/xKwfcfc- o*Ui-Mjtyr^ [7) -e^ k[fy; >'i^i}
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vyv-o -tsix

b) r ^

vii<r)::tjOi]WM(<o^^}^ | y, (^, ,0-) (cr- jf,
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(S; 2ei §.v.

(.6)
, ^^ |r;.(Xy;<^j|^.yl^M,

\\<>:^u\v^a yi^ (^ (<5') ^[/S"]] -Kl/t?to^>v-i^t? .<t^ /X^'^ -^^ <|->^>'v«^'V-v«'^/'P^''S^V'^y^^
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CAPITOLO I.

Concetto generale del metodo e prime applicazionii

§ 1-

Introduzione.

1. Sia data un'equazione lineare totalmente ellittica alle derivate parziali di

ordine 2«. II problema fondamentale tipico per la teoria di tali equazioni consiste

nel determinare una soluzione finita e continua insieme colle sue derivate del primi 2n

ordini all' interne di un campo C ,
quando si assegnino i valori che la funzione e le

sue derivate dei primi n— 1 ordini debbono assumere sul contorno y (curva, superficie,

od ipersuperficie) del campo medesimo. E i classici studii suU'equazione Jtu = 0, e

i piu recenti sulle equazioni piii generali:

^4 M = , Jin M= ,

hanno mostrato che in generale esiste una, ed una sola soluzione del problema pro-

posto. Piti precisamente risulta da essi che il teorema di esistenza e vero, tostoche

6 dimostrato il teorema di unicit^: e, inversamente, che h vero il teorema di unicit^

tosto che 6 dimostrato il teorema di esistenza ;. ed inoltre che, dato un campo ed una

equazione, si pu6 sempre, ed in infiniti modi, nell'equazione medesima introdurre un
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pai-ametro per modo che i teoremi di TmicilS, e di esistenza pel campo dato siano

veri per qualunque valore del parametro, fatta eccezione per certi valori isolati. Diremo

brevemente che i teoremi di esistenza e di unicitd valgono generalmente, e vengono

sempre a mancare insieme.

In questo lavoro io mi propongo di stabilire questo risultato nel case delle equa-

zioni lineari in due variabili; ma il metodo che S7olgo e assai generale, e si presta

anche agevolmente a studiare problemi analoghi in cui si muti la natura dei dati

al contorno, oppure si sostituisca alia considerazione di una sola equazione quella di

un sistema. Ulteriori applicazioni di esso io spero di poter dare prossimamente.

Cerclierd in questo primo paragrafo di esporre brevemente 1' idea fondamentale.

2. Sia

(1) 6m =0

I'equazione assegnata di ordine 2n. Conviene sovente nel seguito separare nel primo

menibro di questa equazione 11 gruppo Wiu dei termini contenenti le derivate di or-

dine massimo 2« , il gruppo Tiu degli altri termini contenenti u od una sua deri-

vata di ordine <2«, ed il termine note /": scriveremo allora I'equazione (1) anche

nel modo seguente:

(2) 6e«= 5)^M + 9?M + /•= 0.

Notiamo snbito che si pu6 sempre supporre che i valori assegnati su y per u

e per le sue derivate di ordine <. ?2 — 1 siano Io zero: basterS, invero, ove ci6 non

fosse, considerare una funzione Ui finita e continua colie sue derivate di ordine^ 2n

entro C, la quale prenda insieme colle sue derivate di ordine <. re — 1 i valori asse-

gnati su y; la funzione u— Ui dovril soddisfare ad una equazione affatto analoga a (2)

dove sia cambiato il termine noto, e dovrk annullarsi su y insieme colle sue derivate

di ordine ^n— 1 (').

Cio posto, supponiamo, come dicemmo, per fissare le idee, che I'equazione pro-

posta sia in due variabili. Ammettiamo che si possa trovare una funzione ipixy ; Xi yi)

di due punti (:<;?/) e (xiyi) del campo C (il coutorno y incluso) tale che:

1) La funzione (/' sia finita e continua insieme colle sue derivate dei primi 2m

ordini in tutti i punti {xy) ^ (x, y^).

2) Nei punti {xy)^(xiyt) le derivate di ordine <C_2n— 2 siano finite, ma

le derivate di ordine 2«— 2 , 2n — 1 , 2« divengano infinite rispettivamente come

^'>S^(-'-y^'-^y'^ ' r{xy-x,y,)
' ,:i(^^^^r^(^)- «' «o«ie diremo pih brevemente

abbiano una singolaritk logaritmica, di primo e di secondo ordine. Perd la funzione

'ifflxfj{xy •,Xiyi) abbia una singolaritil di ordine «<2.

(') Maggiore precisiono alle ipotesi che conviene percid fare sul contorno y o sulle funzioni

asssgnate su esso, perch^ si possa costraire la fanzione Ui , sara data pid oltro iiegli enunciati, e

giustificata dag-li studii esposti nolTappcndice (§1) di questo lavoro.

(') r(xy ; X, y,) = \'(a;- XrY-\-(y - y^y.
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3) Piesa una funzione g(ar-iyi) finita e continua insieme colle sue derivate

prime, la funzione

(a) u{xij) =jj^ y^ixij ; X, 2/,) <f{j\ iji) dxi dy,

aminetta le derivate dei primi 2k ordini, e sia tale che

(4) Sm = q>{xy) -\-jj Ifixy ; Xi yd <p{xi yC) dxi dy, + f{xy),

essendo x('^'.'/ ! ^i»/i) "na funzione finita e continua eccetto che nei punti in cui

{xy)^{xxyx) in cui essa diviene infinita di ordine <^2.

In queste propriety, che postuliamo per la tp{xy •,Xiy,) si riconoscono le pro-

priety essenziali della soluzione fondamentale di un'equazione totalmente ellittica

alquanto attenuate: io ho mostrato altrove ('), e del resto ci occorrerfi nel seguito di

ritornare di nuovo su di ci6, che una tale funzione si costruisce facilmente quando

si conosca la soluzione fondamentale per I'equazione omogenea a coefficienti costanti.

Se ora nella (3) in luogo della funzione xp{xy ;xiyi) si pone una funzione

<5) *P{xy ; ^i 2/,) = tp{xy ; Xx y^) + g{xy ; x, ?/i)

dove g{xy ; Xiyd rappresenta una funzione finita e continua di {xy) ed (a;i?/i) insieme

colle sue derivate dei primi 2a ordini, e si considera la funzione:

(6) u{xy)=j\ ^{xy;x,y,)(f{x,y,)dxidyi,

e chiaro che varrk una formula analoga alia (4):

(7) ^u= (p(xy)+jj Xi{xy;xiyi)(p{x,yi)dxidyi-\-f{ay)

(8) Xi{xy ; X, yi)= x{xy ; a;, ?/,) + ^g{xy ; x-, j/,).

f] allora naturale pensare di usufruire deH'arbitrarietk della funzione g{xy ; Xi y^)

per mode di ridurre mediante la (7) la risoluzione del nostro problema ad una equa-

zione integrale. Si prenda invero per g{xy •,Xiyi) una funzione tale che per (aJij/i)

interno a C ed {xy) su y si riduca a \p{xy ',Xiyi), e che parimenti le derivate di

ordine <. ?2— 1 rapporto ad x ed y di g[xy ',Xxyi) si riducano per [xy) su y alle

derivate di ^{xy ; x^y^ cambiate di segno; la funzione ^{xy ; Xiyi) sarS, allora nulla

per {xy) su y insieme colle sue derivate rapporto ad x^y di ordine <.«— 1; e lo

stesso varrk per la funzione u{xy) data da (6); onde per risolvere il nostro problema

si dovr^ chiedere ancora solo che la u{xy) data da (6) soddisfi a (2), e cio& che la

(') E. E. Levi, SuUe equazioni lineari totalmente ellittiche alle derivate parziali. Rendi-

coiiti del Circolo Mateniatico di Palermo, tonio XXIV, anno 1907.
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funzione (f{xiyi), che fin qui e pienamente indeterminata soddisfaccia allequazione

integiale di Fredholm :

(9) tp{xij) +JJ Xii^y ; oci iji) ^(xi 2/1) dxi di/i + f{xij) = .

Simile idea quando per \p{xy;Xiy^) si assuma logr, per g{a:y;^rj) si prenda

la funzione di Green, fu applicata gi^ dallo Hilbert e dal Picard (') nello studio

dell'equazione:

'''" "^ "^ "*" * ^ + ''" + "^ "" f^^y^ '

ed altri autori {^) cercarono gi^ di avvalorarla per problemi piu general! come quelli

che qui mi propongo. Ma in tale indirizzo si presenta una difficolt^ assai grave (^)

la quale insieme con un'altra die sark tosto richiamata, non pare sia stata notata

da questi autori. E forse nel presentarsi di questa difiBcoltk sta la ragione per cut I'ap-

plicazione della teoria delle equazioni integrali alle equazioni ellittiche fu compiuta

con successo fin qui piuttosto nell' indirizzo del metodo di Neumann-Fredholm (^),

che nell'altro ora indicate.

(') D. HiLBKRT, Grundzuge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen

:

zweite Mittheilung. Gottinger Nachrichten, 1904, pag. 213 e ssq. — E. Picard, Sur la solution

du prolUme g^niralis^ de Dirichlet, etc. Annales de I'Ecole Normale Sup. 1906, tumo XXIII

(pp. 509-516) c C.R., 25 giugno 1906.

(°) L. Orlando, SulVintegrazione della J^ in un parallelepipedo rettangolo. Rendiconti del

Circolo Matematico di Palermo, tomo XXI, 1906 pp. 316-318. — T. Boqgio, Risolusione del pro-

blema deWequilibrio di un corpo elastico per date tensioni superficiali. Rendiconti della R. Acca-

demia dei Lincei, 1907, vol. XVI, 2" sem.

Agginngeru qui che, avendo gia pubblicato questo lavoro in pochissime copie litografate, ne-

I'agosto 1908, mi fu comunicato dal sig. Alfred Haar, per incarico avutone dal prof. Hilbert,

che a questo si erano gia aflfacciate idee analoghe a quelle svolte in questa Memoria, e che nu

ayeva parlato fin dalPautunno 1906 in una lezione ed in una Coraunicazione alia Societa Matema-

tica di Gottinga: ma che per una malattia sopravvenutagli non aveva poi potato pubblicarle.

C) Naturalmente tale difficolta non colpisce rainimamente i lavori eitati alia nota (1) dello Hn,-

bbrt e del Picard.

(*) II lavoro fondamentale in quest' indirizzo e quello del Fredholm, Sur une nouvelle me-

thode pour la resolution du probUme de Diricslet. Ofversigt of Kongl. Vetenskaps-Akademiens

FOrhand. 1900, n. 1 Stockholm. Vedi anche Plemelj, Randwertaufgabe der Potentialtheorie. Mn-

natshefte fur Mathematik und Pliysik. XV Jahrg. — Molte altre applicazioni ed acnte modiflcazioni

si debbono al Fredholm medesimo. Solution d'un problime fondamenlal de la theorie de I'ilasti-

cit4, Arkiv fOr Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. II, n. 28 ; al Lauricella, Alcune applica-

zioni della teoria delle equazioni funzionali... T^novo Cimento, serie 5', vol. XVII, 1907; Sull'in-

ttgrazione dell'equazione JiY = C), Rendiconti deH'Accadomia dei Lincei, vol. XVI, 2° sem. 1907;

al Marcolongo, La teoria delle equazioni integrali e le sue applicazioni alia fisica matematica,

Rendiconti deU'Accademia dei Lincei, vol. XVI, 1° sem.; al Picard, Sur quelques applications de

I'iquation de M. Fredholm, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XXII, 1906;

Sur une formule relative au potentiel de simple couche, etc. Annales de I'Ecole Normale Sup..

1906, tomo XXIII. Sullc qucstioni cho si presentano nell'applicare un tal metodo, vedi Lau-
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Invero e facile persnadersi cbe la fiinzione g{xy ; s:, j/i), di cui sopra si e ricliiesta

I'esistenza e che per brevity, chiamer6 « funzione compensatrice », si pu6 costruiro in

modo che essa sia regolaie in C e sii y fin qiiando (aSij/O e interno a C: infatti

allora essa e soggetta alia sola condizione di assumeie su y insieme coUe deiivate

rapporto a, x , y dei primi n — 1 ordini i valori di — Uixy,Xiy,) e delle deri-

vate omonime rapporto ad x ,y; e questi valori (almeno quando su y si facciano

convenienti ipotesi che saranno teste precisate) sono dati da funzioni finite e con-

tinue insieme colle derivate dei primi 2w ordini. Ma quando il punto (cci^i) tende

a portarsi in un punto di >' , i valori delle derivate di t// di ordino 2«— 2 , 2w — 1

e 2« crescono oltre ogni limite, e precisamente quelle di ordine 2n crescono di ae-

condo ordine rapporto aU'inversa della distanza di (xiyi) da y: ondelo stesso avverri

delle derivate di g{xy,Xiyi) od almeno di alcune di esse, — ad es. certamente di

quelle che sono derivate tangenziali di una derivata di ordine n — 1 . Cosicch6

in generale la funzione ^g{xy ,Xiyi) che per (7) compare nella funzione caratteri-

stica dell'equazione (8) avrk nei punti di y una singolarita di secondo ordine; e

quindi non si potrk applicare all'equazione (8) la teoria delle equazioni integral! (').

Noi possiamo quindi porci il problema della ricerca della funzione compensatrice

iiel modo seguente: trovare una funzione g{xy ; Xiyi) iale che: 1° quando (j;^/) f^^^^

su y, essa e le sue derivate dei primi n— 1 ordini prendano i valori della funzione

— xl)(xy •,Xxyi) e delle derivate di questa dei primi n— 1 ordini; 2° sia regolare

air interno del campo e tale di piii che la funzione ^g{xy;x^yi) o piil semplice-

mente la '^\g{xy ; Xi yi) resti finita od al piii diventi infinita di ordine < 2 anche

quando {x^yi) tende a portarsi su y.

Si riconosce cosi come il problema di cercare una funzione compensatrice molto

si approssimi al problema primitive od a quelle equivalente della ricerca della fun-

zione di Green: nei due problemi sene le stesse le condizioni al contoino, ed in

entrambi e assegnato il compertamente della funzione rispetto all'equazione (2) : pos-

siamo dire che nei problema primitive I'equazione (2) deve essere soddisfatta, in queste

invece essa deve essere soddisfatta seltanto per quante riguarda i termini di massima

singelariti. Per6 e chiaro per quale ragione I'intreduiTe la funzione compensatrice sem-

plifichi il problema: esse lo spezza in due gradi: nei primo e cio6 nella costruziene

di tale funzione si soddisfa alle condizioni al contorne e sole appressimatamente

all'equazione propesta; nei secondo e ciee nello studio dell'equazione (8) si opera in

mode da soddisfare esattamente aU'equazione.

RicKLLA, Sulle equazioni integrali. Annali di Matematica, tomo XV, serie III. A questo metodo

si possono avvicinare per quaiito esse siano molto originali anche le coiisiderazioni di A. Ha.ar,

Die Randwertaufgabe der Differentialgleichung JiU^O. Gottinger Nachrichten 1907. lo I'ho

applicato ai problemi dei valori al contorno per le equazioni paraboliche ; E. E. Levi, StiU'equa-

zione del calore. Annali di Matematica, tomo XIV, serie III; idem, Sul problema di FouRlER.

Atti deU'Accademia di Torino, 1908.

(') E chiara I'importanza di questa difBcolta: se non si tiene conto di essa, non si vede perchft

alia g(xy -.Xiy,) nin si possa imporre di soddisfare anche alia condizione che le sue derivate di

ordine n ,n-\-l tH-^-l , . . .2n al contorno prendano i valori di quelli delle derivate omonime della

funzione rp(xy ;a;iyt).
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In questo secondo punto, iiello studio dell'equazione integrale cui si riduce il pro-

blema, e cioe nel determinare quando si pud assicurare clie essa non ha determinante

nuUo, sta la seconda difficolti cui si e accennato piu sopra (').

3. Per spiegare ulteriormente come io proceda alio studio di queste due que-

stioni, io tratter6 nei § seguenti col mio metodo i classici problemi relativi del-

l'equazione ^2 z< = prima di aifrontare il caso generale : esso risulta allora parti-

colarmente limpido grazie allampia teoria gi^ nofca dei potenziali di strato e di doppio

strato ciie dovr6 ricostruire in parte per I'equazioni piii generali. Tratter6 di queste

nel Capitolo II.

Ho rimandato all'Appendice alcuni teoremi ausiliari che mi sono necessari nel

corso del lavoro.

Avvertir6 ancora che non ho cercato in quanto segue di otteuere la massima

economia nelle ipotesi relative e alia forma del contorno ed alle condizioni di deri-

vabilitk delle funzioni che compaiono nei dati: e cioe sia nei valori assegnati al con-

torno, sia nei coefficienti dell'equazione: poich6 ci6 mi avrebbe condotto a calcoli e

discussioni minute, distraendomi dal precise argomento del presente lavoro.

§ n.

Prol)leiua di Dirichlet.

4. Supponiamo che la curva y contorno del campo C sia detenninata col dare

le coordinate xy in funzione dell'arco s:

X = X{S) y = y{s),

e supponiamo che le funzioni x{s)
,
y{s) ammettano le derivate finite e continue dei

primi quattro ordini. Indicher5 a volte I'arco di y anche con Si , a ,... e parimenti con

a-i(si) ,yi(Si) ;?(o') , »j(ff) ;... le coordinate del puuto corrente suUa curva. Se fi{xy),

ft{x\yi) , fii^l) .- sono funzioni dei punti {xy)
, {x,yi) , (???) ,..., indicher6 con fi{s) ,

A(Si) . A(ff) .- le funzioni di s , Si ,... cui esse si riducono quando {xy) , {xiyt) , (f >?) ...

divengono punti di y.

II problema di Dirichlet consiste nel trovare una funzione soddisfacente in C

all'equazione J2U = 0, la quale si riduca su y ad una funzione assegnata l(s). Se noi

supponiamo che l{s) ammetta le derivate dei primi due ordini finite e continue, si

potr^, in virtti delle ipotesi fatte sopra y, costruire una funzione iii{xy) la quale su

y si riduca a l{s) e uel campo (il contorno al piii escluso) abbia anche le derivate

(') La stossa difficoltacostitaisce il massimo impedimeiito nelTestendere il metodo di Neumann-

Fhedholm; Cfr. Laukicella, SulU equazioni integraii. Annali di Matematica, vol. XV, serie III,

pp. 39-40. Quali siano i vantaggi clie relativamente ad essa prosonta il metodo che qui propongo

ho gpicgato pill oltre nel n. 7 (§ Ilj.
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terze (vedi Appendiee, § 1). fi allora legittima la trasforraazione del problema enun-

ciata nel § I (n. 2) : noi possiamo limitarci a ceicai'e una funzione u{xyj nulla su y

che soddisfaocia all' interne di C all'equazione

:

(1) Jiti== fixy),

f{xy) essendo una funzione .finita e continua, che all' interno di € amnaette anche le

derivate del prime ordiae finite e continue.

Come funzione xp(xy ; Xiy^) si deve assumere qui la funzione logr(a;y ; x.y,).

5. Procediamo alia costruzione della funzione compeasatrice. Si ponga:

(2) ^(uoy ; Xiyi)= z: *(
>>
ogyy.^)

j^g ^(g. . Xiyi)d<f

.

e{xy;xiyi) e una aoluzione deU'equazione ^^€ = 0: inolti« e8sa e funzione tinita e

eontinua iosieme colLe sue. derivate dei varii ordini, almeno finche dei diw punti {xy)

^'{^ly^) I'uno almeno e interne a C. Quando il punte'(i<;j)) tende ad un punte (s)

4i\ -oontorno, si avr^

:

(3) e{s;xiyi) = \imeixy;x,yi)=—logr{s;x,yi)-\-- —^ J' \ogr{a;x,y,)d(f

=—;logr(5;a;,,2/,).— e,(s;a;iy,) i"^

'Ammettiamo per-maggiore sempliciti che a;{s) ed y{s) abbianole derivate dei

primi'5 oMini' finite e continue; ei ridurremo piu tardi con un piccolo artificio alle

condizieni ammesse per y nel n. 4. E allora agevole vedere che ei(s ; a^'iy,) ha tutte

le derivate che centengono due derivazioni al piu rapporto ad s, una al piu rapporte

ad Xiyi , finite e continue, anche quando r,yi va su y- Infatti si osservi che, se

si pene

y{s)-7^{o}==f]'{ff){s-<r)+ iri,{s ;a){s—(rY

,

le funzioni ^2(5 ; a) , r]2{s ; tf) ammettono le derivate dei primi 3 ordini finite e con-

tinue {Appendice, § II). D'altra parte si ha allora, ricordande che |'^ -}- tj'^= 1

• l>logr{s;(T) ^ — [g;— g]V + [y — 7;]r ^
^

''

una r'(s ; ff)

2 + 2{s- <T) ihr + y.v') + i(s- <T)^ (SI+ /;i)

'

onde segue che anche questa funzione ammette le derivate dei primi 3 .ordini finite

2
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e continue. Per modo che le funzioni

I ei(«;a3iy,) = — - ^rr -\^gr{a;x^y,)d.(S
I n Jy una

I'e,

saranno, considerate come funzioni di {xi y{), dei potenziali di semplice strato la cui

density, e funzione continua e derivabile deU'arco, onde a loro volta ammetteranno le

derivate del primo ordine rapporto ad Xi e y^ finite e continue in tutto C, il contorno y

incluso.

Evidentemente poi all' interne di C esistono ancora tutte le derivate di ordine

superiore di queste funzioni (6) rapporto ad (xi^i) (')•

E allora possibile costruire in C una funzione ei{xy ; Xiy\) la quale su y si

riduca alia funzione ei{s ; x^y^) ed abbia tutte le derivate le quali non contengono

pid di due derivazioni rapporto ad xy, e di una rapporto ad x^y^, finite e continue

in C e su y : ed all' interne di C sia ancora derivabile una volta sia rapporto ad xy,

che rapporto ad Xiy^ (Vedi Appendice, § 1).

In particolare posto:

(7) ^teiixy ; x^yi)= h{xy ; x^yi)

la funzione h{xy ; Xiy^) e finita e continua, ed ammette le derivate finite e continue

del primo ordine rapporto ad xiy^ in C e su y : ed all' interno di C le derivate prime

rapporto ad xy e le seconde rapporto ad Xiyi

.

Si ponga allora:

(8) gixy ; x^yi) = e{xy ; x^yi) -\- ei{xy ; Xiyi).

Easa pu5 assumersi quale funzione compensatrice : per (3) infatti easa soddisfa

alle condizioni assegnate su y: e d'altra parte sar^ per (7):

(9) J*g{xy;x,y,) = h{xy;xyyi).

Onde, detta <jp(a;ij'i) una funzione che entro C ammetta le derivate prime finite

e continue, la funzione:

(10) u{xy) =—
j j^

\\ogr{xy ;J.r,y,) + g{xy ; x,yA <p{xxyi)dx, dy,

(') Nel seguito quando si diri nell'interno di C, o entro C, s'intenderi sempre come escluso

il contorno y.
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3aii\ nulla su y, amraetter^ le devivate prime e seconde entro C e sari tale che

:

(11) '^tu{xy) = <p{xy)-\-—\\ h{xi/;xii/i)(p{x,yi)dxidi/i.

6. Affinche la u{xi/) data da (10) sia dimque soluzione di (1), occorrerk che la

funzione <p{xi/) ammetta entro C le derivate prime, e sia soluzione dell'equazione in-

tegrale

:

(12)
^^•^^^"*"2^JJ

Kxy'^^^y^)f{^^y^)dx^<iy^ = fi^y)-

L'equazione integrale (12) pu6 avere determinante nuUo oppure no. Se ha de-

terminante non nuUo essa ammetteri sempre soluzione : dal fatto che all' interne

di C sia la f{xy) che la k{xi/;Xit/i) ammettono derivate prime, segue che lo stesso

avverrS, per <p{xy); onde la funzione rappresentata da (10) risolver^ il problema

proposto.

Ma pu6 benissimo accadere che il determinante di (12) sia nuUo, ed allora

esisteranno m funzioni eccezionali in (xiyi) linearmente indipendenti 7r,(riyi)

,

7rj(.'"iyi) ... 7T,„{xiyi) , ed m funzioni eccezionali in (.ry) pure linearmente indipen-

denti Qi{xy) , Qi{x]/)...Qmixy): le prime saranno soluzioni dell'equazione:

M^iyi) -\-jj H^y ; 0Ciy,)n(xi/)dx dy=0,

le altre dell'equazione:

Qi^y) -^jj K^y ; ^'^i) <'(»'ij'i)«^»'i<^yi = o-

E quiudi come h{xy ; aji^i) ammette nell' interno di C le derivate seconde rap-

porto Xiyi, e in C e su y le derivate prime, parimenti anche le ni[xiy\) ammetteranno

tali derivate.

Ci5 posto, osserviamo che si pu5 alterare la funzione g(xy ; Xiy^) per una fun-

zione qualunque finita e continua colle sue derivate dei primi 3 ordini e nulla quando

{xy) e su Y, senza che le propriety che avevamo richieste per la funzione compensa-

trice vengano a mancare.

In particolare se con Vi{xy) , v%{xy) ,... Vm{xy) indichiamo m funzioni nulle

per (xy) su y, finite e continue colle loro derivate dei primi tre ordini, alia

5'(a;y ; Xi^i) possiamo sostituii-e la:

m
g{ocy ; x.y,) + J_, v,(xy) Qix^y,)

.

1

E la funzione

:

(13) u{xy) =^j
j\\ogr{xy; x,y,) -j- g{xy ; x,y,) +

m \

+ TiH^y) Qii^^y^n • 9{xiyi)dXi dyi
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sari anoora nulla su y; e perche essa soddisfaccia ad (1) occorre e basta che gi{xt/) sia

soluzione dell'equazione

:

(14) 9'(^y) + ^JX Hocy;x,y,)+ '^i^iiXiy,)JtVi{xy)U{x,y,)dxidyi = f{xy).

Ora noi sappiamo(') che la miova equazione integrale (14) avrij deteiminante

diverse da zero se, posto

:

Ky.y =jj ^ii^y) ^s^Xa^y) dx dy ,

(15) <; ^^
(«,;•= 1, 2,...m)

kij =jj Qi{xy) Qj{xy) dx dy ,

i determinanti |Ky|,|/^,j| sono diversi da zero. Ora intanto e |A^;| certamente diverse

da zero poiche le Q,{xy) sono funzioni reali linearmente indipendenti. Cosicche per

mostrare che la (14) ammette soluzioni basta mostrare che si possono sempre pren-

dere le funzioni y, , Vi ,.•• ^m finora sottoposte alia sola condizione di annullai-si su y,

in modo che il determinante |Ky| sia diverse da zero.

Ora e facile provare fondandosi sul note teorema di unicitk per il problema che

stiamo studiando che cosi e veramente. Basteri mostrare perci6 che, presa una qua-

lunque combinazione lineare n(xy) delle ni{xy) , n^^xy) ,... n^nixy) , si pu6 sempre

determinare una v{xy) nulla su y tale che

:

K = ( I JiV{xy) . n{xy) dxdy =f= {})

(') Cfr. E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nicht linearen [Integralgleichungen.

2. Abh., § 6. Mathematische Annalen, Bd. LXIII (1907). Del resto in una nota del § 9 (pag. 19) di

questo lavoro si trova una dimostrazione di un teorema piii generale di quelle dello Schmidt qui ri-

chiamato.

{') Infatti se h |Kj/l=t=0 qualnnque sieno le Vi{a!y% chiamiamo fi la masshna oaratteristica

di I'Kf/'l. Supponiamo come h sempre possibile che v,Vt..Vfi siano state fissate per modo che Ja

raatrice delle Ky cony= l...|" sia diversa da zero: esisteranno delle costanti a,ii(a...<em tali che

si ha:

aiK.j+ ajKai -{- ... -\- ttmEmi = (i=l...fi)

E I'ipotesi che \Kfj\ sia necessariamente di caratteristica 'fi «i pnf) Ellora esprimere dioendo

che, qualunque funzione v(xy) nulla su y si prenda come v^x+iixy), sempre si ha:

E ciofe che posto n{xy) = a,7i,{xy) -\- ''^^^(.'vy) -\- ... -\- ctmnJixy) si ha, qualunque sia la fun-

zione ti(M.i(a;y) nulla su y,

K= \ (I rt('i»y)if,«^+i(«y)rfa;iy'=o,K,|i+, +o,Kj^+, + ... -|-amKm|i+< = 0.
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Ora per una nota formula si ha, ricordando che 4eve essere i>(s) = 0:

(16) K =
J

I ^iV{xy) . n{xy) dxdy = I I v{xy) . Jin(xy) dxdy— I
—— n{s) ds

.

Notiamo subito che pu6 qui sorgere il dubbio che 1' integrale doppio che com-

pare nel secondo termine non esista : poiche abbianpo visto piti sopra la 7i{xy) ha le

derivate prime finite e continue anche su y, i^a le derivate seconde solo all' interne

di C. Ma osserviamo che, preso un qualunque campo Ci interno a C limitato da una

curva y, , ad esse si pu5 applicare certamente la formola detta sopra

:

jj JiV{xy) . n{xy) dx dy =\j v{o:y) . Jtn{xy) dx dy -f-

e che, per la continuity di n, e delle sue derivate prime in C e su y, quando Ci

tende a C , yi a y, I'integrale del prin]o membro tende a K, e 1' integrale curvilineo

del secondo membro tende all' integrale curvilineo di (16); dedurremo che anche

I
I

v{xy) , Jin{xy) dx dy tende ad un Hmite, che' esiste quindi I I v{xy) Jin{xy)xydy,

e che vale la (16).

Ora perche il secondo membro di (16) sia nullo qualunque sia la funzione

v{xy) la quale soddisfaccia alia sola condizione di essere nulla su y, occorrer^ che

si abbia n{s) = su y, e Jin{xy) = in tutto C ('). Ma per il teorema di unicit^,

ci6 non pu6 essere se non e 7T{xy) = 0.

tl quindi sempre possibile scegliere le v{xy) in modo che sia |Ky|=j=0, e che

quindi (14) risulti risolubile.

7. Giova a chiarire il metodo confrontarlo col metodo di Nedmann-Fredholm.

II problema proposto e evidentemente equivalente al problema di determinare

(') Infatti ove in un punto (^o^o) di C fosse Jan(xy) =^0 ad es. >• si potrebbe descrivere

nn cerchio [R] di raggio R e centre (a^oj^o) interno a C e tale che in esso fosse sempre ^j7i>-0.

Determiniamo allora, come ^ sempre possibile, una -funzione v(a;y) nulla fuori del cerchio [R] po-

aitiva air interno, finita e continua insieme coUe sue derivate dei primi tre ordini. Tale fe la fun-

zipne definita dal porre v{xy)= [R' — {^ — a,,}' — {y —yoVf entro p?] , ti(x!/)= fuori di fE].

Per qnesta funzione si avra che -r— k nulla su y, onde sara:

K='| 'I v(xy)Jiit{xy)dxdy>0

contro I'ipotesi. Segue che in ogni punto di C deve essere J^n{xy)==0.

iv(s)
Analogamente, osservando che lar^TT- 6 ,^ncora tot^lmente ^rbitraria, .segue che affinch^ sia

JK-==0, deve pure essere «(»)= 0.
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I'ordinaria funzione di Green G(.xy ; aJij/i). Ove volessimo fare tale determinazione

col metodo di Nbumann-Fredholm, noi la porremmo sotto la forma:

(17) G{xy ; x^y,) =-~ f
^^''^'i^y '")

^^^ . ^^y^) ^a

e la funzione Q{(};xiyi) dovrebbe determinarsi mediante I'equazione:

(18) q(s ; xiyi) — -
)
^ "^/'^''^^

?(ff ; x^yO da + log r{s ; x,yy) = .

Se poniamo q{s ; aSiyO = — log r(s ; x^y^) -\- ^^{s ; x^yi) la funzione pi(s ; x^y^)

si dovr^ determinare mediante I'equazione:

(19) ,As ; -.y>) - ^J^^^^S^ 9Ao ; ..y.) ^<r =

TC Jy
\ogr,{a;xyy^d(S\

e la funzione di Green diverr^, ricordando (2),

(20) Q{xy ; o:,y,) = e{xy ; x,y,) — ^ ril£EMi^)
^,(<^ .

.^^y,) ^^ .

Da (19) segue che qi{s;xiyi), se esiste, e regolare al contorno, poiche tale k il

secondo membro della (19): onde la (20) ci dice che la funzione e{xy;xiyi) cbe

abbiamo usato nella costruzione della nostra funzione compensatrice non rappresenta

altro die la parte della funzione di Green che e singolare al contorno.

Individuata cosi la parte singolare della funzione di Green, a completare la

dimostrazione nel metodo di Nedmann-Fredholm occorre dimostrare che I'equa-

zione (18) ammette sempre soluzione; nel nostro metodo occorre dimostrare I'ana-

logo per I'equazione (10) o la (14). E qui compare, se non erro, la maggiore sem-

plicit^ del nostro metodo: che, mentre nel metodo di N.-F. per dimostrare tale ri-

solubilitk occorre appoggiarsi ripetutamente sui varii teoremi di unicitk per le solu-

zioni dell'equazione JiU = relativi sia al campo esterno che al campo interne, sia

per il caso che al contorno sono assegnati i valori della funzione, sia pel case in

cui siano dati i valori della derivata normale, nel nostro tutti i ragionamenti pog-

giano sopra il solo teorema di unicit^ corrispondente al teorema di esistenza che

stiamo studiando.

8. Nel numero 5 abbiamo ammesso che le funzioni x{s)
, y{s) che determinano

il contorno y avessero le derivate dei primi 5 ordini. Questo numero 6 troppo ele-

vate. Possiamo facilmente ridurci ad ammettere che esistano solo le derivate dei

primi 4 ordini : e certamente ulteriori studi ci permetterebbero di ridurre anche mag-

giormente queste condizioni.

In tal caso le fi(s ; a) , j;t(s ; a) di (4) hanuo le derivate dei primi due ordini

finite e continue anche in s ^ ff , mentre esistono pure le derivate di ordine > 2
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le quali contengono non pit di 2 derivazioni lapporto a tf, non piii di 4 rapporto ad s,

ma non sono piu finite e continue per s^ a (Vedi Appendice, § II). E quindi il

medesimo avviene per la , e quindi ancora la funzione «i(s;a;iyi) non

ammetterebbe che le derivate del primo e secondo ordine rapporto ad s, e X).yi finite

e continue.

Per ovviare a questo inconveniente noi particolarizzeremo la costnizione della fun-

zione Biixy ; Xiifi), staccando, per cosi dire, ulteriori termini dalla funzione di Green.

Poniamo

:

(21) e^Hxy ; x^y,) = - ^ C^Ml^l^ ,,(^ .
,;,y,) ^^ _

1 f "S log r(a;y ; ff)
,

f'Slogrfff; ff,)
, , ^ ,= ^-^l^-> da ^ -' log r{a, ; x,y,) d<r,

.

Avremo

:

,22, ..,,,, „„)=.;,;,„,_ij^*^) ..J^ilM^),,,,,,,,,,,,,..

' = ei(s ; a;,yi) — eV{s ; Xiyi).

Ponendo quiudi:

(23) 'eipcy ; x^yx) = e{xy ; x^y,) -j- e">(xy ; x^y^),

la e{xy ; Xiy^) soddisfer^ ancora alia

:

Jte(xy;xxyi)=-0,
'"

e sarii tale che:

(24) e{s ; x^yx) = — log r{s ; Xiy,) — e<i''(s ; Xxyx).

Ma se poniamo:

(25) ,(,

.

,) ^ flMriiifO lM!l?.j^) ,,,

,

^ ' ^ ' Jy 7)Wa, ^»o

si ha da (22)

(26) ei'>(s ; a^i^,) = — -
f <(s ; ff) logr(ff ; aJiyOc^'^-

D'altro canto la <(« ; tf) data da (25) avr&, evidentemente le derivate dei primi

quattro ordini, le quali non contengono piii di due derivazioni rapporto ad s ne piii

di due rapporto a tf, finite e continue, poiche tali derivate ha 1' integrando. Onde anche

la funzione e'\\s. ; x^yx) avr^ le derivate che non contengono piu di due derivazioni

rapporto a (s) o rapporto ad {xxVv) finite e continue in C e su y.
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Onde noi potremo ora cos'tniire una funzione e^\xy ; Xiy{) che prenSa i talori

Si 'el''(s'; ohyi) ed atJbia le derivate che hon contengotio piu fti due flerivazioni i"ap-

porto al punto {xy) o rapporto ad (xi^i) finite e iicintinue in C e su ly.

E la funzione:

(27) g{xy\Xiyi) = e{xy;xiyi)-\-e'^\xy;xiyi)

potr^ agsumersi flonae funzione compensatrice e -si potr^ su essa ragionar« come si

fece nei num. precedenti, poiche la

(28) ^tg{xy ; x^y,)= JA\xy; a:;iij(i)= h'-^''{xy ; x^y^)

ammette le derivate dei primi due ordini rapporto ad ./'ly, finite e continue.

§ ni.

11 problenia derivato di Diriclitet.

9. Prima di procedere alio studio dell'equazione generale k opportuno mostrare

qui come si possa collo stesso metodo risolvere il problema derivato di Dirichlet.

Esso consiste, come e ben noto, nel cercare una funzione armonica in C, la cui de-

rivata normale si ridflca su'y ad una'liifnii6tfe assegfiate i{li). Ed e noto che oceorre

perci6 che si abbia:

(1) U{.s)
Jy

ds=

Mantenute le ipotesi fatte nel § II per la curva y, noi vediamo che il prdblema

si traduce nell'altro di costruire in C una faazione M(a:^) la quale abbia la derivata

normale nulla su y e soddisfaccia all'equazione

:

(2) J,u= f{xy),

dove f{xy) e una funzione che soddisfa aU'equazione

:

(3) Jjj{xy)dxdy= 0{'),

e che nell'interno di C ammette derivate 'Jii'iiiie finite e continue.

E noto che una tale funzione, se esiste, e definita a meno di una costante.

(') Infatti h f{xy)=' a^Ui, dove u, 6 una funzione che su y soddisfa alia
''

•^^ e=-—^7(»);
on.

onde per I'identitJi
( J

J^Uidxdy^—
)
^^ds, da (1) segue

J Jc Jy i^t
(3).

I
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Per costruire la funzione compensatrice poiTemo qui

:

(4) e{xy x^y;) = -]- flog r(:xy ; a)
^^"^^(^ =

^-y-)
^„

fi noto che una tale funzione soddisfa all' equazione:

(5) J,e =

ed e tale che:

l>e{s;xiyi) ^ _ D\ogr(s;xiyi) _ J_ r "alogr(s ; tf) lt\og r((f ix^yi) _

ei{s;xiyi).
l,\ogr{s;xiyi)

in.

In modo affatto analogo a quanto si vide nel § precedente, si vede subito che,

se x{s) ed y{s) ammettono le derivate dei primi 4 ordini, e,(s;a;iyi) aramette le

derivate di prime e secondo ordine che contengono non piii di una derivata rapporto

ad {xiyi) finite e continue anche se (x^yi) e su y: ed ammette le derivate di ordine

superiore rapporto ad Xiyi all' interne di C. Onde si pu6 costruire una funzione

ei{xy ; x^y^) tale che: 1°) in C e su y esistono le derivate le quali contengono al piil

due derivazioni rapporto ad x , y, una derivazione rapporto ad Xi , y, ; 2°) entro C

si pu5 ancora derivare una volta sia rapporto ad xy, sia Tapporto ad Xiyi ; 3°) su y

si ha:

tf«s

(Cfr. Appendice, § I).

Posto quindi:

(7) ^ieiixy;xiyi) = hixy;x,y,)

la funzione h ammetterk in C e su y le derivate prime rapporto ad {xiyi), ed all'in-

terno di C le derivate seconde rapporto ad (Xiyi) e le derivate prime rapporto ad

{xy). Onde posto:

(8) g{xy ; Xiyi) = e{xy ; x,y^) + ei{xy ; a;,y,),

la g potr^ assumersi quale funzione compensatrice: e la funzione:

(9) u{xy) =^j j\\ogr{xy ,xiyi) -[- g{xy ,x^yi) \g>{Xiyi)dXidyi

avr^ su y la derivata normale nulla ; e nei punti in cui (p{xy) ammette le derivate

prime finite e continue si avr&, per essa:

(10) -^M^y) = SPC^y) + ^^jj ,
K^y ; x,yi)g>{Xiyi)dxi dy^

.
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Onde affinche (9) soddisfaccia a (3), occorreii che si abbia:

(11)
^^^'^^~^2njjc ^(^y'^''iyi)9'(a^iJ'i)'^^'^yi = Aa^y)-

Questa equazione potrk essere risolubile oppure no : certo essa avrk determinaute

nuUo, e precisamente fra le funzioni eccezionali in (a'lj/i) di essa deve esservi la

^{x\2/i)= l- Invero noi sappiamo che condizione necessaria e sufficiente perch6 (11)

abbia soluzione e che si abbia:

(12) jj n{xiy,)f{x,t/t)dxid2/i = 0.

qualunque sia la funzione eccezionale n{xii/i) in (.^lyi) di (11). Ora poiche il pro-

blema proposto, e quindi la (11), non pu6 avere soluzione che quando sia soddisfatta

la (3), la (3) deve essere una delle (12), e cioe 1 deve essere una funzione eccezio-

nale in (xii/i) rispetto all'equazione (11). Si tratta di dimostrare che, opportuna-

menfce alterando la g{xy ;xiyi), si pu6 giungere ad un' equazione integrale che abbia

solo r unit^, quale funzione eccezionale. Supponiamo perci6 che 7Ti{xiyi) ,7it{xiyi) ,

.... iT„_i(a;,y,) , TTmiXiyi) = 1 siano le m funzioni eccezionali in (Xii/i) linearmente

indipendenti, e che Qi{xy) , Qi(xy) ,... Qm-\(xy) , Qm{xy) siano le m funzioni eccezionali

in {xy) linearmeute indipendenti. Infine siano Vi{xy) ,v«{xy) ,...,Vm-i{xy) m — 1

funzioni aveuti su y la derivata normale nulla, ed in C e su y le derivate dei primi

tre ordini. La funzione

:

(13)
^^^^^'^^TT JJc ^°o''(^^'^'yi) + ^(^y5a;iyi)-f-

^ ~1

+ >_ ih{xy) Qiixiyi) (p{xiyi)dxi dy-,

e ancora conae la (9) una funzione con derivata normale nulla sul contorno y; eperche

essa soddisfaccia all'equazione (2), occorre che la funzione (f{xy) abbia le derivate

prime entro C e sia soluzione deU' equazione integrale: \^ ;, .

."

(U) (f{xy)
-\-2n JJc I

^^^^^ ' ^'^'^ + "^^M^t/) Qii^il/O mxiyi)dxi dyy= f{xy)

Ora afBnche la nuova equazione (14) non ammetta che una sola funzione ecce-

zionale in (aJi^i), la quale nel nostro case sark data necessariamente da una costante,

basterk provare che i determinanti format! colle quantity:

kii =jj Qii^y) Qii^y) d^ dy

(1^)
p^

(t,y=l,2,...,jn-l)

Ko=JJ ^tVi{xy)nj{xy)dxdy
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sono diversi da zero ('). Di niiovo come al n. 7 e chiaro che |^y|4= 0: e per mostrare

che lo stesso vale per |Ky| purch6 si scelgano convenientemente le Vi{xy), basterk

provare che non esiste alcuna combinazione lineare n[xy) di tti , ttj ,..., n^-i tale che,

qualunque sia la funzione v{xy), la cui derivata normale e nulla su y, si abbia sempre

:

K = I I Jtv{xy) . 7t(xy) dxdy = 0.

(') II teorema che qui applichiamo i una semplice generalizzazione di quello dello Schmidt
citato al n. 7 (pag. 12). Sia data una equazione integrale (che per seraplicita scriyiamo in una

sola variabile):

con determinante nullo: siano (pi{s) , (p2{s) <pm{s) le sue funzioni eccezionali in s linearmente in-

dipendenti, ipi(t),tpa{t) ,...., if/m{t) le sue funzioni eccezionali in i linearmente indipendenti. Si consi-

deri Teqaazione integrale

:

(2) <p(s)+j [jis ; «) + Z Pi(s) qiit)~\ q,{t) dt= fis) (/, < m).

Se le matrici formate coUe quantita:

(3) ki}= Cpi(s)xl>j(s)ds

(i= l,2,...,^;,/= ,l,2...m)

(4) K'y=
I

qiis)(pj(s)ds

hanno caratteristica ^, I'equazione (2) ha m — /j. ed m — fi sole funzioni eccezionali linearmente

indipendenti. Infatti una funzione eccezionale di (2) sara soluzione deU'equazione:

(5) <p{s)+\k{s;t)<f{t)dt=.-Zpi{s) jqi{t)<p(t)dt.

Affinchft (5), che h un'equazione del tipo (1) abhia soluzione, occorre e basta che Bia:

(6) 0= ixpjis) ZPi{s}ds. jqi{t)(p(t)dt=hkij \ qi(t)<p(t)dt (; = 1 ,..., w).

Ma poichft la matrice \\kij\\ ha caratteristica ft sar^ necessariamente

:

(7) j'qiit)<p(t)dt==0 (i= l,..,f«);

e qnindi per (5) q>[s) sar^ una soluziond deU'equazione omogenea corrispondente a (1): e cioh sara

una combinazione lineare delle <Pi{s) ,cp'i(s) , ... (pm{s): precisamente sara nna qualunque delle com-

binazioni linear! soddisfacenti a (7). E per I'ipotesi che la matrice || Ky- 1| abbia caratteristica fi,

di tali combinazioni ne esistono fi e /j, sole indipendenti.

Si pub anzi evidenteraente dire che se delle matrici
|| ft^; || , || Ky || la prima ha caratteristica /*

e I'altra ha caratteristica /<, (-S^u), esistono m — ^, funzioni eccezionali di (2) linearmente indi-

pendenti.
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Infatti ragionando come nel § II, si ha:

( 16) jj Jtv{xy) n{xy) dx dy =jj^ ^t^iocy) . v{xy) dx dy
4-J

v{s) -r^ds

.

Ed il secondo membro di (16) non pu6 essere sempre zero fuori che neU'ipo-

tesi che sia Ji,7i{xy) = in tutto C ,

—~= su y. Ed allora n{xy) dovrebbe

essere una costante b e cioe sarebbe Ti{xy) = bnm{xy) il che contraddice all'ipotesi

che Til , TTj , ... Tim-i , TTm = 1 slano linearmente indipendenti (').

CAPITOLO II.

Le equazioui totalmente ellittlche

in due variabili indipendenti

10. Sia:

(1)



— 21 —
mentre per i coefficienti b^ui^y) e per la funzione f{xy) licbiediamo soltanto che

esse siano finite e continue in C e su y, e che all' interne di C ammettano le derivate

del primo ordine finite e continue. Essendo per ipotesi la (1) totalmente ellittica,

I'equazione

in

(2) ^,a,,,„.,{xy)ai=
n

ammette in C solo radici complesse: supporremo che in tutto C queste radici siano

di multiplicitk costante ; e, per fissare le idee, tratteremo dapprima il caso delle ra-

dici semplici. Le indicheremo allora con a^ , aj ,.. a,,,., , a^n, e converremo di ordi-

narle per modo che le due radici a2i-i ed wj, siano complesse coniugate, e la prima

sia quella in cui il coefQciente dell' immaginario e > : porremo cio6

(3) ctti.iixy) =pixy) + iq^xy) a^ixy) = pixy) — tqi{xy) q^xy) > 0.

Le a, e parimenti le p, le q hanno, come le ffj.s,,-,, le derivate dei primi

2n-\-\ ordini finite e continue : per le ipotesi fatte esisteranno due numeri /^ e M
tali che:

(4) q,{xy)>ii, \aj{xy)\<M.

Infine sara «i„,o =|= : potremo quindi supporre, e cosi faremo d'ora in poi,

11. Per fissare le idee supporr6 C semplicemente connesso e tutto al finito:

sono ovvie le modificazioni che a qualche passo dei ragionamenti che seguono occor-

rerebbe portare nel caso contrario.

Quanto al contorno / di C supporremo che le funzioni x{s) , y{s), che lo deter-

minano esprimendo le coordinate del punto x
, y in funzione dell'arco contato a par-

tire da un punto determinate 0, ammettano le derivate dei primi 2n-\-l ordini

tutte inferiori ad un certo numero M, . Chiameremo anche y la lunghezza di y : un

punto di Y si indicherk quindi indifferentemente coUa sua coordinata s oppure con

una qualunque s-f-oy ((?= intero positive o negative): per6 quando non sia esplici-

tamente detto il contrario, quale differenza s— a delle coordinate di due punti

di y dovrk sempre prendersi la minima in modulo. Manterremo per il resto le nota-

zioni del § XL

II problema chej ci proponiamo consiste nel determinare una soluzione u{xy)

di (1) tale che sul contorno sia:

, , , , , 1u{s)
, , . l!^H{s) . , ,

^s) = ^o(s) ,^ = lAs) ,.-., ^^yj = ln-i{s) ,

dove le funzioni lt{s) sono assegnate a priori. Da quanto precede segue, tenendo cento

dei risultati ielVAppendice (§ 1) che, se si suppone che l,{s) ammetta le derivate

dei primi 2n — i ordini finite e continue h legittima la trasformazione del problema

indicata nel § I : che cioe ci possiamo limitare a studiare il caso in cui si assegni

che la u{xy) abbia le derivate dei primi n— 1 ordini nuUe su y.
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12. Quantunque la maggior parte delle considerazioni che seguono valgano qua-

lunque sia I'equazione (1), pure occorrerS, sovente nel corso del lavoro distinguere il

caso particolare che la (1) sia omogenea (') ed a coefficienti costanti. Chiameremo

questo caso: il caso elementare.

§ V.

La funzione \p{;xy;xiyi).

13. Prenderemo quale funzione %p{xy;xiyi) la medesima funzione che, come

gik ho accennato nell'Introduzione, ho usato nella Memoria: Sulle equazioni lineari

totalmente ellittiche, etc. Riproduco qui la definizione e le principali propriety di

questa funzione, rimandando a quel lavoro (nn. 6-13) per la loro precisa dimostra-

zione.

Si indichi con d il discriminante dell'equazione (2) del § IV

:

(1) d{xy)

2n—

1

2h—2

2)1-1 !ji—t
«2 «2

«1 1

2rt—

1

2n—

2

«2n Sn «2« 1

C)

esso sara, sempre ={= . Con dj{xy) si indichi il complemento algebrico di aj"~' in d,

diviso per d medesimo. Si ponga infine

:

(2) gj(a;y ;H = "'('^y) (a; — J) + y— »? (').

Sar^ per le (4) del § IV

;

(3) M-^ r{xy ; ^r^ < |gXa;y ; f'y)| < (M+ 1) r{xy : f>j) {*)

Infine per un giro di {xy) [di (f?;)] nel verso positivo [negative] attorno al

punto (Jj?) [(icy)] la funzione \og<^j{xy ;
l^rj) aumenta di (— l)-'"^'27rj.

Assunieremo quale funzione ip{xy ;
^rj) I'espressione

:

(4) ^(^xy
; ^)= ^^^^_^^^,^ |.

(- iydi(xy) zr-\xy ; ^) logg,(xy ; ^rj) (=).

(') E cioft contenente nel primo morabro solo derivate di ordine 2n.

(") Pormola (10) della Memoria citata.

(') Form. (11)1. c. In quel luogo tale funzione h indicata con aj: ho cambiato qui notazione

perchfe la lettera a h gik, usata per indicare I'arco di y.

(') Form. (12) 1. c.

C) Form. (13) 1. c. Per comoditii s'^ qui aggiunto il divisore 2(2» — 2)\n.
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il questa una funzione reale, monodroma, quando x ei y sono reali e che am-

mette le deiivate dei primi 2n + 1 ordini rapporto ad xy e di ordine comunque

elevato rapporto a f >;
; e qiieste derivate sono finite e continue in tutti i punti, fatta

eccezione per i punti (xy)^ {^rj) in cui le derivate di ordine 2w — 2 ,2n— 1

,

2« , 2w -j- 1 rispettivamento divengono infinite logaritmicamente, di 1°, 2°, 3° ordine.

E precisamente si ha('):

:^7^»= 2^^/-"')''';<'''<>SS+ 5/»gS»...+ P. (!+ *= 2«-2)

dove le jo^^s , ??},« > Ps, sono funzioni di rry , ^t] le quali ammettono tutte le derivate

dei primi 2n-\-l — {i -\- k) ordini almeno finite e continue (ed inoltre le ;jj„ n-i-i

,

Pj,in-i-\ hanno per (a;y) ==(???) uno zero di 1° ordine almeno).

Per6, se si foima la 'SRip si ha, grazie al latto che le a,- sono radici della (2)

del § IV,

(6) y)}f == i, aan-d^y) [l>(^^ + logg,-K,.„_,) +P..„_,]=
= k{xyjr]){^),

dove la k(xi/ ; ^rj) ha una singolarit^ di prime ordine soltanto.

Nel caso elementare le (5) si riducono ai loro primi termini soltanto: si ha

quindi allora:

(7) mip{xy;Sr])= Q.

14. La funzione (^):

(8) W{xy) =JJ^ yj(xy ; f»?) 9{^v) d^ dv

,

ammette le derivate dei primi 2«— 1 ordini, le quali si ottengono derivando sotto

11 segno (^): se la funzione (p(^r]) ammette anche le derivate prime finite e continue

(') Formula (14) 1. c. Nella (14)2„_a di quella Memoria per errore di stampa h scritto

in n

Zj (— 1)" log ?jPj , ,>. invece di Z^ \og?jpj.a
1 1

(') Form. (15) 1. c.

(») Form. (16) 1. c.

(') Form. (17) 1. c.
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in C, la W{xy) ammette pure le derivate di ordine 2w('). Si ha inoltre:

(9) mW{x^) = <p{xy) + £[ kixi/ ;
^rj) y(|,j) d^ dr] (»).

La funzione WW{xi/) ammette poi a sua Tolta le deriyate di 1° ordine, come

del resto le ammette in generale ogni funzione dol tipo I k{xi/ ;^r])(pi{^r])d^drj
JJc

tosto che le ammette la funzione (pi{xy) (').

Nel caso elementare, conforme al fatto che per (7) e k{xy ; XiyO = , ai ha

:

(10) mW{xy) = (p{xy).

§ VI.

Studio di alcuni integrali.

Una generalizzazione dei teoremi sui potenziali di semplice e doppio strato.

15. Prima di procedere alia costruzione della funzione compensatrice, ci occorre

studiare gli integrali del tipo:

=jy a,{xy) ix - m-] + [y- nm '^^"^'^'^ '

?(<;) , rj{a) indicando al solito un punto di y. Se {xy) e interne a C un tale integrale

e una funzione finita e continua di {xy) ed ammette le derivate dei primi 2« -(- 1

ordini finite e continue; ma quando {xy) tende ad un punto (s) di y I'integrando

diviene infinite di 1° ordine. Proponendoci ora di studiare il limite di a)j{xy) quando

{xy) tende ad (s), supporremo anzitutto che (xy) tenda ad (s) restando suUa nor-

male a y in (s). Dimostrato poi che tale limite esiste, che la convergenza e uni-

forme e che il limite e funzione continua di (s), risulter^ senz'altro che la conver-

genza e superficiale.

Premettiamo alcune conseguenze delle ipotesi fatte sulla curva y che dovremo

\s — ffl

poi richiamare sovente. Anzitutto osserviamo che il rapporto ~r—^—;^ 6 sempre fi-

nite : poichS non potrebbe diventare infinite che quando r(s ; <r) = e quindi anche

(') Form. (18) e (19) I. c.

(') Form. (20) 1. c. Si ricordi clie abbiamo nella tp{zy ; x^yi) introdotto il fattore
2(2n— 2)\n'

e che nel n. 8 si fece I'ipotesi aa„,o = 1.

(') Cfr. n. 12. Osservaziono I 1. c.
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nrtn l.nnrlo all'unitii C.h\;)moramns = a: ora b chiaro ehe per s = c questo rapporto tende airuniU. Chiameremo :p:

il massimo valore di esso ; potro mo supporre D << -
,
—> 2 : sari

(2) |<r— s|
> r(s;ff) > D|tf— s|.

Ricordiarao ancora che si ha in generale:

?((;) = a;(s)+ x'is) (<r- s) + i a^,{s ; cr) ((X- ,)»,

vif)= y(«) + 2''(s) (<^ - s) + i y.(s
; «^) (tf - s)*,

dove Xt{s ;
c)

, ^2(5 ; a) sono i valori delle derivate seconde in due convenienti punti

intermedii tra sea. Sia {xy) un punto delia normale a y in (s); sar^:

X = x{s) — y'{s) r{xy ; s),

y = y(s) + 33'(s) '^(a-'y ; «)

;

e supponiamo che sia r{pay ; s) < ^
- ., , M, essendo, come si disse al n. 11, il mas-

simo valore assoluto delle derivate di x{s)
,
y{s). Si avr^

:

r'{xy a)^lx- ^{(S)J + [y - ri{a)J =
= r\xy ; s)+ ((T— s)'

J
1 + r{xy ; s) lxi{s ; a) y'{s)— ^^(5 ; ff) a;'(s)]+

+ (*- s) [^'(«) ^^(s ; «') + As) y^{s;<r)-]+ ^{a- sy Ixlis ; <r)+ y|(s ; ff)]
f

.

Ma si supponga che ff sia tanto vicino ad s che |s — ff| << : avremo allora,

ricordando che 6 |a:2(s ; ff)|< Mi , 1^2(5 ;
ff)|< Mi , e che, essendo a;'^(s)-|-y'*(s)= 1,

e pure|x'(s)H-|y'(s)l<|/2,

(3) r^ixy;a)>r'{xy;s)-i-i.-sr\^l-^-^-lf^>

^r\xy;s)-\-i{s— 0Y.

E tale formula vale, ricordiamolo, per ogni punto della normale a y in (s) che

disti da s meno di :^^, e per 1°" — ^Kj^ •

16. Cid posto cominciamo dal case particolare in cui ^{a) sia I'unit^. Chiame-

remo a>f\xy) la funzione corrispondente. Noi abbiamo:

dove si e posto:

(5) ^j(xy ;
ff) = a^^y) ^+^ •
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Sar^ quindi evidentemente tj^xy ; o) una funzione sempre finita e continua colle

sue derivate che non contengono piii di 2« -}- 1 derivazioni rapporto ad {xy), e di 2«

rapporto a ff: inoltre poiclie e 1-7-I ^-ly^) , si avr^ in modo analogo alia (3)

del § V:

(6) j^^<|r,(a;y;<r)|<M + l;

onde anche —.—;—r- sark sempre finita ed ammetterk le stesse derivate che X}{xy ; o").

Dalla (4) segue:

Supponiamo {xy) interno a C ed integriamo per parti su tutta la curva y da

tf= s a a=ss-\-y; poiche per ua giro positivo di {^{a) ,
'r){a)) attorno ad {xy) la

funzione log g/scy ; c) aumenta di (

—

\y2ni , avremo:

(8) .fXxy)=i-mni-^^ _p-og^,(.^y;.;^(^-^)^..

Nel precedente integrate abbiamo scritto I in luogo di I per indicare che

per 11 logaritmo devesi scegliere una determinazione arbitraria in (s), ma che si deve

poi fissarla per continuity negli altri punti del contorno fino a tornare dopo un giro

al punto di partenza (s + /) col primitiTO valore aumentato di {— l)-''27rj (').

Se ora il punto {xy) tende al punto {s) I'integrale che ancora compare in (8)

ha un limite determinate e finito, poichS I'integrando ha una singolarit^ non pih che

(') Si noti che noii muta il valore dell' integrale che compare in (7) se si muta la determi-

naiione del logaritmo: poichfe ci6 equivale ad aumentare log Sj di una costante d, e ciofe I'inte-

grale di

:

Js io \rj{xy; a) I

Alio stesso modo i facile veriflcare che si otterrebbe un valore non differente da quello tro-

vato sopra, spostando il punto (s).

Se il punto (xy) fosse esterno a C la funzione log e,- non muterebbe determinazione quando *

fa un giro su y onde si avrebbe:

(8). «-;' (.y) = -j^os ., (., ; .) • ^ (^-^) da
;

e, corrispondentomente, alia formula (9) del testo dovrebbe sostituirsi la formula:

lin(9). ,

lim <«;'> [xy) = f^"' log ?;• (« ; <r) ^ (rir-;:)
«'" •

)=(j) •" J» ^'' ^ ^A'

'

")/
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logaritmica. Onde sark:

(9)
lim „<" {xy)= (— I)-'' 27ti / . — f*' log&(s ; a)— ( / \ (ier .

E di pi{l si avr^ una limit azione del tipo:

(10) \.;-i^y)-i-iy2ni:^^+£^\os^,is;a)±{^^

Co essendo una costante dipendente solo da y , jit , M e dal massimo modulo delle de-

rivate prime di cc{xy).

Al secondo membro di (9) si pu6 dare un'altra forma. Se noi supponiamo che

(xy) sia il punto (s) non esister^ I'integrale (7): ma la medesima trasformazione

fatta dianzi ci pu6 servire a mostrare che esiste tuttavia il valore principale di

Cadchy dell'integrale medesimo. Infatti si ha, ricordando che il punto (s -f- y — «)

coincide con (s— «)

:

Ora quando s tende a zero:-

(12) lim p"^"'
iogg.(s ; <r)^ ( ^^ ^ da = f'*^ logg.fs ; ff)— ('-^^-^'\ da .

Inoltre si ha:

log ?Xs ; s— e) -J— T — log <Zj{s ,s-\-e)
tj{s;s — s) ^'•'^

' 'tj(s;s + 6)

,
<^j{s;s— s) 1

1 / I \r 1 1 ~l= log^;(^^^^ ;;(jT7Z:7)-loggX^;.+ .)|_^-^^^

CT 'is
' S - f ^ 1

I
, Z*^

Ma d'altra parte e -'^ '
. ( = (— I)-'*' .T— , ^ ,ki essendo quantitJi

finite, onde segue:

(13) lim [log g,(5 ;s-s) ^^^^'^_^^
- log c^jis ; s + .)

,.^,.]_^,^
'] -=

= {—iyin ^

Tj{s ; s)
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Da (11), (12), (13) segue:

(14) r*' log &(s ; tf) —
(

,^ \ dff = — ^ / ,
dff -I- (— 1)^ in -r^

dove \ indica il valore principale di Cadchy dell' integrale.

s)

Sostitueudo (14) in (9) e (10) otteniamo:

(15) lim wf\xy) = {—iyni } . + jv / . da

a,;»(^y) - (- 1)^- ni^^-
§^ ^^ da

|

< .„r(xy ; s) (•)

,

17. Torniamo al caso generale dell' integrale (1). E supponiamo che la funzione

g){a) sia sempre finita su y:

(17) W{<r)\<-¥.

Ed inoltre che per un certo esponente /?> esista un numero 5"i tale che

sempre si abbia:

(18) \<p{'r)-<fis)\<¥l\<f— s\^^.

Siipporremo per comodit^ ^ <C^' e chiaro che se una disuguaglianza del tipo

(18) vale per uq t^^.1, uaa disuguaglianza analoga vale anche per ogni valore di

/9 minore di 1.

Sar^ allora:

(19) aj(xi/) = vis) «;"(a3y) + f ^tL-n\ I^9'('^)- y(s)] da .

Dico che quando (xi/) tende a (s) restando suUa normale a y in (s) 6:

(2*^) ^™ £ ^ rri • a\
^^(""^ - ^('^^ "^•' = fv TTT^^ '^^('') - *('^^ ^"^ •

Intanto si vede subito che il secondo membro di (20) ha sense: poiche per la

(3) del § V, per (2) e (18) si ha:

(2^) \^)^'^^''^-^^^^^
^_ M + 1 \a — s\^ ^_ M + 1

< y. --7- w„ 1 < f'
fi r{s\a) ^^'

fiD Iff— «|'-P '

e quindi per s = a diviene infinite di ordine <. 1 — /S<^1-

(') Analogamente se {xy) h esterno a C si avrebbe:

(15), lim

(xy)={i)
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Per dimostrare (20) incominciamo con osservare che si ha in generale in viitii

della (3) del § V la disugiiaglianza:

1 1

(22) = 1

<=:A^y ;
ff) &(s

;
ff)

I \_c^i{xy) — «,(s)] [?(ff) — ar(s)] + <Zj{xy ; s) |

<Zj(xy ;
a) g^s ; o)

M + iy 5|?(tr)-a-(.)|+M + 1
.

r(xy ; <^) r(s ; ff) \ y ^ '{^')

dove 5 indica il massimo valore assoluto delle derivate prime delle «,-.

Ci6 posto, dividiamo y in due parti yi e ^2 a s'econda che e

per (2) fi sari interne al cerchio di centre s e raggio jrjr-
,
j-j esterno al cerchio

di centre (s) e raggio -jrr .

Supponiamo infine {xy) sulla normale a y in (s) e tale che

K^2/;ls)<g|;<3^-

Quando (c) e in /j si avr^ allora

onde da (22) si dedurri:

Mrs L^>(^2/ ;
<^) a(5 ; '^)J

—
C^4Miy /' ("y+ M + 1) yr{xij

; s) y

.

(23)

Quando (ff) invece e su y^, poiche r(r?/ ;^)<^ -igitj > 1^— *'l'^iM~
^^''^^

la (3), onde otterremo, ponendo t= \s— (S\, e per (2), (18) e (22):

I f [—A—-^—r—
t1 [»(<^)

—

tuy} do
I

^

-[- « r(,T?/ ; s)

4M,
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Ora poiche jS < 1 si ha

:

1 1

/'4M, ,p-i ii ^ f

'^o y t' -}- 1

do7e e indica una costaate finita. Ed analogamente :

1 .
.

1

'4M, ,P P±l f4l/2M.r(a;y;s) %^

hi

1

c^T= 2 ' r\xy ; s)

t7r'(a;y;s) + iT'
' Jo

t/^* + l

cJt <. (?, ,

poiche r integrale col tendere di r{xy ; 5) a zero diviene infinite come
y^xy ; s)

'

Onde conchiuderemo

:

(24)

^ '(^y[4 (M+ 1) + «., (gg;)'"'] r\xy ; .) ^,

Dalle (23) (24) segue evidentemente la (20). Onde per (10), (15), (19), (20),

si avrS, che, quando {xy) tende ad (a) restando suUa normale a y:

^^lim
^
»,(.y) = (- 1)^- 2ni^+ ,(.) J^-'^'log s..(. ; .)^(^) ,a +

(25) ^^y-^W)^f^'">-f^''^'^^''
=

Chiamerd questo limite co/s). Per (16), (23) e (24) sari:

(26) i«j(2;y)
— «>(«)!< Bi y r(a;y ; s) + Bj y, rP(a;y

; s),

dove Bi e Bj indicano due costanti dipendenti solo dalla curva y e da M
,
ju , « , /?,

(') Analogamente se {xy) h esterno a C:

(25),
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e non afl'atto dalla funzione y(ff) e dal piinlo (s). Onde la convergenza del limite (25)
e uniforme.

E poich6 dalla prima forma di (25) risulta evidente che q)j{s) e continua, la

convergenza al limite di (Oj{xy) sar^, come gi^ si disse al n. 16, superficiale.

18. Conviene aggiungere alcune osservazioni.

OssERVAzioNE I. — Dalla prima forma di Wj{s) data da (25) e da (21) segue

che a)j{s) soddisfa ad una limitazione del tipo:

(27) hi(s)|<B3y + B,^,

B3 e B4 essendo costanti indipendenti dalla (}{<t).

E dalle (26), (27) segue inline che in tutto C si ha:

(28) |a)Xa;y)l<B5^ + Be^:,

B5 e Be essendo costanti analoghe a B, , B, , B, e B4.

OssERVAZioNE 11. — Possiamo supporre che (f{(s) dipenda anche da certi pa-

rametri fii/Ji-.. per es. : dal punto (xy) medesimo. Se qualunque siano i valori di

questi parametri la (p soddisfa alle (17) (18) — senza fare alcuna ipotesi sulla con-

tinuity di <p rapporto ai parametri medesimi — e chiaro che varril ancora la (28).

Poichfe supponiamo ad es. che si abbia una funzione (f(,xy;a): fissato un punto

(x',/), si indichi con g)'{a) la funzione (p{x'y';(i) e consideriamo la:

'^ ^' Jy^j{xy;a)

sarii per (28)

•-.r-iv^i/^-

^

\tc'j{xy)\<B,^ + Be9i'

Ma to'j{x'y') = ooj{x' y'), quindi anche per w, vale la (28).

Invece maggiori condizioni debbonsi introdurre per poter conchiudere che la

funzione limite 6 continua rapporto ai parametri /x ; e similmente quando g^ dipenda

da (zy) , per dimostrare che

:

(25)' lim (oj(xy)= lim f ^^-^da =

occorrerk fare qualche ulteriore ipotesi sul modo in cui la (p{xy ; a) dipende da (xy).

Bastera per es. supporre che sia funzione continua di xy: invero lissato un numero
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s piccolo a piacere si potr^ trovare un numero rf tale che quando (xy) ed (aji^i)

distano di meno di <J si abbia

:

\l(p{xy ; a) — ^(asiy, ; <r)]— [y(a;y ; cr,) — <p(x,y, ; <ri)]|< « |(7 _ ff, j'' (i).

Ed allora dalla

segue grazie alle disuguaglianze precedenti per (28) che, se (xy) dista da (s) meao

di J, h:

»<-)-XJ^- <[B,+BaM^)

e quindi w>(^y) avrS, per (a;y)^(s) lo stesso limite di
J

—-

—

'-—da.

OssERVAZioNE III. — Gonviene sovente dare a (25) o (25)' forma leggermente

diversa.

Osserviamo percid che la differenza

e una funzione tiaita e continua anche per s = ff : e come

1 1 , TT
^

,

, cotg - (s — ff)

ammette tutte le derivate che non coatengono piU di In — 1 deriyazioai rapporto

a s 6 non piii di 2n-\-\ rapporto a ff, e quelle di queste derivate che sono di ordine

<.2k— 1 sono finite e continue anche per s^jC (^), quelle di ordine A >• 2«— 1

(') La prima disnguaglianza fe evidente data la continuita di if rapporto ad x ,y ,a. Per pro-

vare la seconda si osservi che dal fatto che se h soddisfatta la (18), qualunque sia xy, segue che

— '
• '— ——ll—— h funzione finita e continua dello quattro variabili a; ,y ,a ,a,.

I

(*) Indico con B,' un numero analogo a B« corrispondente al valore -^ di ^

.

(') Infatti, si osservi che cote— (s —a) ; 6 neU'intorno di s= a funzione regolare
y n{s — a)

°

analitica di * e o : onde lj'{s ; a)= —
• - cotg -($ — a) ^ funzione regolare anali-

rj(.i;s} l_y y S-aJ
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divengono per s = <f infinite di ordino st k— 2w-j- 1. Sostttuiamo in (25) il valore

di —, r dato da (29) avremo:

«,(«)= lim a>jixy) = {-iyni-^ +

+ 7^^ Sv
""*^ 7 (' - ''^ ^(""^ "^^

+X^(* '

""^ *(*> ^ •

Questa formula pr^s^nt;?. suUa (2.5) ii vantaggio che I'integrale singolare risulta

indipendente da j.

"

<

19. In mode perfettamente analogo si possono studiare gli integrali del tipo:

(31) Wj{xy)=
f

— -(p{ff)dff=
I , ,rw/ ,

^-j

—

r-. vMda.'^ ' Jy &(<^ ; xy)
^^ Jy aj{a) [f (ff) — x]-\- rj{a) — y^^'

Infatti si ha, analogaraente a (4):

dove

,33, ,^„.„,,,^)+ ^). ,

E partendo da questa formula si potrebbe ragionare come nei precedenti nu-

meri 16, 17, 18.

tica di a che ammette le derivate dei prirai 2n ordini rapporto ad s. Basta qnindi stndiare in un

intorno di s= a:

II. rr^Ml'(,..) I I i «/») [x'(s -„)-x + i] + [y'{s -a)-y+ y]

aj{s)a:2(S:a)-\-ya{s;a)

[«*(«) a;'+ y']"+ (s — <r,l [a,(s) a;'+ y'] [aj{s) a;,{s ; a) -\- y,(s ; a)]

'

dove Xr^is ; a) , y^is ; a) ammettono le derivate che non contengono piii di 2» — 1 derivazioni rapporto

ad s, e di 2n-|-l rapporto a cr, e qnelle di esse che sono di ordine <<2« — 1 sono finite e con-

tinue mentre quelle di ordine k'^2n — 1 divensfono infinite di ordine ^. k — 2n -|- 1 (Cfr. Ap-

pendice, § II). Onde segue I'enunciato quando si osservi che il denoniinatorc di lj{s ; a) -\- l/{s ; a)

6 sempre diverse da zero, anche per s = <i
j
perche e = [^<«,(s) x' -\- y^' > \^ I

.
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Ma possiamo anche limitarci ad osservare che

g,((r
; xi/)

~^
zAxy ; a) ^{a xy) zA^y ; a)

''>^''
^ '

"^

e una funzione finita e continua di (:cy) e di <t: sempre inferiore in modulo a

5
I — I . Onde segue:

lim [wj[xy) + wAxyy] =
J

dj{s ; a) (p{<x) da
,

ossia per (30)

lim mj{xy) = (- Ip*' in -^J^ - ^—i— Q cotg ^ {s - a) <p{a) da+

+ )
7;(s ; ff) 9)(or) ^<T,

Jy

dove:

7,(s ; t) = — /;(s ; ff) + rf; (s ; a)

e una funzione finita e continua di s e ff che gode delle stesse propriety di lj{s ; a).

E parimenti si avrebbero delle limitazioni analoghe a (26), (27), (28):

!\uj{s)\<CB3 y + B49),

\^j{^'¥) — «;(s)l< Bi 9P r{xy ; s)-{-% 9, rP(a'y
; s)

l«/(»y)l<S.H9' + S6 9'i •

B valgono ancora considerazioni analoghe all ' osservazione II del n. 18.

20. I valori sopra trovati per i limiti di o)j{xy ) ed (Oj(xy) dipendono eviden-

temente solo dal comportamento di r per (xy)^{xiyi); quindi 6 chiaro
?:,(u7y ; Xiyt)

che i punti di y lontani dal piinto (s) cui tende {a;y) non hanno alcuna iuthienza

nel risultato ottenuto: in particolare agli stessi limiti dati dalle (25), (28), (34)

si sarebbe condotti o?e si estendesse 1' integrale invece che ad una curva chiusa ad

una curva aperta, ed (s) fosse un punto di essa curva differente da un estremo.

Qualche modiflcazione invece si deve portare alle limitazioni (26), (27), (28), (35):

ed Invero e ben naturale che a mano a mano che il punto (s) si avvicina ad un

eatremo della curva di integrazioue la convergenza al liiuite risulter^ sempre meno

rapida. e parimenti anche gli integrali singolari che compaiono in (25), (30), (34)

verraiino ad influire maggiormente nel valore limite ottenuto.
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In questo n. 20 mi propongo di trovare quali limitazioni si debbano sostituire

a quelle ora ricordate: il risultato ci verr^ molto utile negli studi del n. seguente.

Tratter6 un caso assai generale. Sia y la solita curva cliiusa : indichi r un in-

sieme finite o no di segment! di y ,/'",/",...,/'>...
; siano s«.'>i«.2) gii estremi

di /•'; <f(a) una funzione detinita in r e che vi soddisli in ogni segmento /" alle

(17) e (18) ed inoltre sia tale che presi due estremi qualunque, ad es. : s""'" «<*'"

di r si abbia:

(36) |y(s"''") — 9)(s"''^')| <y, ri^(.5<'''" ;s«.")<y, Is*"." — s<v"|P.

E consideriamo 1' integrale

:

Sia (s) un punto interno ad un segmento di r, ad es. di y*" e chiamiamo (>

il minimo dei due numeri Js"-" — s|, |s"'«' — s|. Avremo allora che, posto:

la funzione wj^^ soddisfa alia limitazione:

(38) -
I

oof\s)|< Bs y + B, y 1 + B, y log e ;

e che inoltre si ha, quando (xy) rappresenta un punto della normale a y in (s)

che dista da (s) meno di -^tjt- ,

oMi

(39)
I «.f

\a-y)

-

oofi.s)\ <B,<P r{xy ; s) + B, y, r\xy ; s) + Bs y
''"^^^'"^

dove Bt e Bg dipendono solo da y e da a (e non da r e tp). E quindi inline che

per un punto xy suUa normale a y in (.<;) si ha:

(40) |a,f\a:j/)|<B5y + Ba^, +B,y^,

dove ancora Bg gode delle solite propriety delle costanti B.

Infatti in questa ipotesi si deflnisca in tutti i punti di y una funzione i//(ff) col

convenire che sia uguale a y( a) in r, e che in un qualunque punto di r^ = y— T
sia ottenuta interpolando linearmente tra i due estremi di segmenti di r piti pros-

simi ad esso. Per (36) sar^ evidentemente

:

(41) \W)\<'^ ' |V/(ff) — V(s)|<^. |s — ff!^
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Ma allora si ha

:

a^plxy)=
I

", xp{a)da— \
-—

^^ xp{(f) da

,

.W/ .(D/
(42) »y'{s) = lim <'(a;y) =

= {—l)Jm (pis)

>(s ; s) S—.
-, ii/(ff) da— —. ; V(<r) da

.

y^j{s;a)'^^ Jr. sis ; tf)
"^^

Ora per (27), (26) e (41) sark:

< B3 y + B4 yi

,

(43)

p T;(s
;
s) ^ Oy &(s

;
<^)

f -T^^ c V^ia) da - (- 1)^- Tti -p^+ i; —^^ v/((r) «i(T <

< B, y r(xy ; s) + Bj y, r^(a;jr ; s)
;

d'altra parte sark:

(44)

1_M4-1
*

/t Jy-yc-) ^(s ; a)
da ^.

^ ftD Jp |s — <r|

< B, y log (I

.

Dalle (44) e dalle prime delle (42) (48) segue (38).

Similmente avremo

:

<'^'IX.[55?7^-i(Jlv,]*<'>*l-*.L..
1 1

<^Axy ; a) gXs ;
tf)

da.

Dividiamo, come si face al u. 17, y — y*" in due parti yl , yo secondo che

k-«i<71fr >4Mi 4M,

y[ pu6 eventualmente mancare. Come si ha (23) cosi pure sarJi:

(46) f 1-^^ i__
o') ?:;(« ;

ff)

^tf< tf, r(5cy ; s) ^» =
( 4m.u JK^y+M+ l).
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Per quanto rigiiarda yl si avr^ per (22) e (3)

r I

1 1
I

,

—
-, ^

: ; ^c -^

I

/ M 4- l\^ i 1 C^^' 1

+5 r
.7p

1_

4M,

p V i f^ -\- r^{x^ ; s) '

Ma si ha:

1

pM.
1

^^_ 1 ) 1
r(a-y:^) + Ma;y;g) + ie'

r{.xy ; s) + l/rHxy ; s) + -^, . ^._ log L_ 32Mi
J
^ ^^

r{xy,j)
^.^^

iMT

1

,
t^l^ <. C4 log e — ^5 —

(') Si osservi infatti che, se «i > , O3>0, sara

e quindi

log
«i, L «3 J

dove fi
h un qualunqne detenninato niiinero positive e c' fe un numero conveniente (dipendente da /S;.

Ma si ha:

onde segue infine

'»^^-^f±-'-<^'"'(:;r
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Onde segue

Jyi'
I <^A^y ; '^) =:;(« ;

'^)

Da (45), (46), (47) segue (40).

Analoghe considerazioni si avrebbero per gli integral! del tipo

j,P(a^^)=:C f'> da.
' ^ ^' JrZj{a;xy)

21. Questi risultati possiamo applicare subito a studiare gli integrali del tipo:

dove 9) e una funzione finita e continua la quale soddisfa qualunque siano i valori

di xy.Xiyi alle condizioni (17) (18).

Questa funzione e, considerata quale fuuzione di x.y, del tipo di oij{xy}, consi-

derata quale funzione di (xiyi), del tipo di w/i(d?iyi), almeno fincb^ rispettivamente

(^i^i) od (xy) sono interni a C. Ma quando questi due punti tendono entrambi a

portarsi su y, F integrando acquista tale singolaritS, che non appartiene piti ai tipi

studiati sopra. E realmente la funzione pu5 benissimo divenire infinita; ne determi-

neremo la natura mostrando che essa diviene infinita uei punti di /, ma di, ordine

non superiore a 1-|-/S: dove /S indica un numero positive determinato, anche arbi-

trariaraente piccolo ; con magglor precisioue mostreremo che

:

r'*^{xy,x,yi)(OjH{xy;xiyi)

e limitata anehe quando {xy) ,{xiyY) vanno su y-

Osserviamo infatti che ci baster^ dimostrare la cosa nell' ipotesi che (xy) ed

(xiyi) siano entrambi convenientemente yicini a y; ad es. quando (xy) ed {x,yi)

distino da y meno di -^^ ,
per modo che per ognuno di essi passi una sola normale

a )' che supporremo incontrare y rispettivamente in (s) ed (si), e che si possa applicare

la formula (40). I punti (s) ed (si) saranno rispettivamente i punti di y piii pros-

simi a {xy) ed {x^yi). Distinguiamo due casi secondo che uno almeno dei due punti

{xy) ed {xiyi) dista da y piti di y /"(.rj/ ; x',y,), oppure no.

AppHchiamo questa formula facendovi «i = rlxu ; s) e una volta u^ == -7= , I'altra a, =—=

—

1/2 4^^211.

avrcmo cho la qaantita fra parentesi della formula del testo 6 inferiore a:

onde segue la disuguaglianza del testu.

,! V.3..,. . .^^^ _L_ ^ < ,. 'tei)
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Si abbia il primo caso; e sia, per fissare le idee, (xiyi) quelle di questi punti

per cui e r(^iyi ;
ff) > | r(a:y ; x'ly,). Avremo allora per (3) del § V,

'^hiff ; a^iyi)
<4 M+ 1 1

fi r{xy ; x.y^

E in mode analogo a (22), ed osservando clie r(a \a,) ^r{a ,Xiy^)-\-r{(J^\Xiyi):

{anja) — ci^{a,)) (?(ff) — x.) + gn(gi ; <y)

s»(ff ; a;iyi) 5k(o'i ;a-i2/i)gs((r ; a;i?/i) g^K ; x^y^

(49) - .,
H'^=;-y-)+/;^- =

^-^-fl ,P(e, ; .,) ^
^ ' r(ff;x,y,)r(ar,x,yd '

— "' |_r P(ff
; xij/i) . r((r, ; Xiij7)

"^
r(ff ; x,?/,) '"^(o'. ; a;i2/i) J

'^ ^"^
'

'^'^

Itf— <r,|P.^''s-r
r'-<-3(a-2/;a;iy,)'

Cosicche si avrk:

(50)

g>(xy ; ff, ; x.yi)
<<?9 9'

y(a:;/ ; ff ; g-ij/,) y(^?y ; tf, ; X iy

cr»(<^ ; a;i?/i) gxlffi ; a;,j',)

r{xy ; x,y,)
'

<

< Cio yi —

7

T + ^'iy-T-RT C 1°' — O'li''.

L ^ r{xy;x,yi) r'*P(xy ; Xiyi)J'

Onde, applicando ad Wj^ la formula (28), si conchiuder^:

la quale intanto prova che in quest' ipotesi, comunque prossimi a y siano (xy) ed

(xi^i), e sempre:

r'*^(xy ; ;r,yi) a);ft(a;?/ ; x,yi) < B,o y + Bn ^i •

Passiamo al secondo caso: Dividiamo allora y in due parti r e F ponendo in r
i punti in cui y(a'y ; o-Xr(aiyi ; ff), in F quelli in cui r{xy •,a)'^r{xiyi;<T);
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i puati in cui r{xy ; c) ^ r(^i yi ; ff) si possouo considerare come appartenenti tanta

a r che a r,

.

Siccome si ha:

r{xij ;
ff) + r(a;j?/i ; a) ^ r{xy ; x.iji)

,

in r aar^ r(a;iyi ; ff) >. j r(a;y ; Xi^i), in r r(^y ; ff) >.|r(a:y ; a;iyi). Potremo

scrivere

:

V ^ ;«w. uu Jr(^j(xy;a) ^^{a;x,y,)

r (p{xy;ff;x,yi) I
^^

~^Jf ^j{xy;<y) q,,{a;x,yi)

Consideriamo ad es. il primo di questi integrali : esso e del tipo di quelli stu-

diati al n. 20, quando vi si ponga al posto di y la fimzione j-^—'—*—-^
. In-

fatti, ricordando che nei punti di F si ha sempre:

r{Xi yr,ff)>j r(xy ; x, y,) > | r{xy ; Xx yx) ,

si vede tosto che questa funzione soddisfa in F (gli estremi compresi) alle disugua-

glianze (50), le quali comprendono le (17), (18), (36) cui deve soddisfare la y del

n. 20 aflSnche le conclusioni di quel numero siano applicabili. Di piii osserviamo

che, essendo r{xy ;s)<i~r{xy •,xxyx), segue che (s) appartiene a T e che i primi

estremi di segmenti di F che si incontrano a partire da (s), essendo punti per cui

r{xy;a) = r{xxyx\a)^.\r{xy;xxyi) distano da (s) piu di' \r(xy',Xiyx)- Co-

sicch^ al primo di questi integrali si potrk applicare la formula (40) ponendovi

Q ^\v{xy \Xxyx) e per ^ e ^i i valori dati dalle (50). Onde si deduce che si

avr^ ancora:

(52)
r 1 <p[xy ;

0-
; Xxyx)

^^„

Jr g>(.ry ; a) g»(o' ; x^yx)

Buy 4~ Bia^i

r'*^{xy ; Xxyi)

Analogamente si ragiona per il secondo degli integrali che compaiono in (51).

Onde infine otterremo che realmente la funzione (48) soddisfa a una limitazione del tipo

(53) \r'*'^{xy ; Xxyx) (Oji,(xy ; Xxyi) |< Bu y + B15 y,

come avevamo enunciate.

22. In particolare ad una limitazione di questa natura soddisfa la funzione

:

(54)
I ^, ^ . , g>{xy ; a ; ,T,yO log g»(ff

; a,//,) da , \

I
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poich6 posto:

(55) <p{xy ; tf ; x^y,) g»((r ; a;,y,) log c:»((r ; «,y,) = \fj{xy ; cr ; ar.y,)

,

la V(^y ;
<' ; -^^lyi) soddisfa alle propriety richieste sopra per la (p, e I'integrale (54)

si pu6 scrivere:

(56)
r t̂fj{xy;<f;xtyx)

o-) =:).(o'
; ^lyO

dff
,

e cosi ridurlo alia forma del numero precedente (*).

23. Un'ulteriore estensione degli integrali considerati fin qui si ottiene conside-

rando integrali della forma:

(57) <*'i,ff(^y) = ~irt ^ y(*) (i*^

g essendo un intero positive. Ammettiamo che la funzione y(ff) abbia le derivate

dei primi g ordini finite e continue; o piii semplicemente che la funzione (p{a) abbia

le derivate dei primi g— 1 ordini finite e continue inferiori in modulo a ^^ e tali

che le derivate {g — l)**™" soddisfacciano ad una limitazione della forma (18):

(58) |g,(3-o(ff) _ y(.-n(ff,)]< y, \a _ <r,|P.

^ facile vedere che, almeno se si suppone g <i2n-\-\, I'integrale (57) rappre-

senta una funzione finita e continua di (xy) in C e su y.

Infatti si osservi che si ha analogamente a (4)

(59)

1 1

q/(xy ; <r) rj{a;y ; a) Do- g^(;ry ; a)

1 . 1 1 7) 1

= i9-j,(xy ; a)
1

g/(a;y ; ff) 2 Tj{xy ; a) na gj(ajy ; a)

D' 1= 9-3t{xy ; a)
sff'gi(^y;ff)

»3i(xy ; ff)

Dff 5}(a;y ; ff)

Dtf gj(a;y ; ff)

= ^,5-,(a;y;<r)--—
=r/(»y ; <^) Dffs-' <^j{xy;a) +

-js-s 1 D 1+ ^gg-^i^y ;
ff)

^:7o3i ^y^,. . „^ -\ h ^9^ {xy ;
ff)
—

Dffff-' ^.(.'cy ; ff) "Sff <Sj{xy ; ff)

(') Del resto si potrebbe in quesfo caso dimostrare che I'integrale (54) diviene infinite di

oidine •< 1 : ma non ci occorre.
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dove le r^hh, sono polinomi in — ^
—

- e nelle sue derivate rapporto a ff dei primi

h— hi — 1 ordini, onde ammettono le derivate rapporto a ff finite e continue dei

primi 2n -{- hi -\^ 1 — h ordini e rapporto ad xy dei primi 2« -f- 1 ordini.

[.-jApplicaudo le (59) a (57), e poi integraado per parti si avr^:

dove x{o:y ; ff) e un polinomio uella (f{a) e uelle sue derivate dei primi g— 1 ordini.

nelle ^gx{xy ; ff) e nelle derivate di esse rapporto a ff dei primi k ordini, od in altri

termini nella tt(ff), nella — r e nelle loro derivate di ordine <- o — 1. Quindi
Tj{xy;a)

grazit) alle ipotesi fatte suUa (f'yd) qiiesta funzione xi^V \
") soddisfa a limitazioni

del tipo delle (17) e (18). Onde risulta I'enunciato.

Analoghe eonsiderazioni valgono qiiando si tratti di integrali del tipo:

(61) ujJxy)= -— -(p(a)da.

ij Basterk costruire delle formule analoghe alle (59), che stiano a queste come

la (32) sta alia (4): e I'uaica diifereaza coasisterk in aib che in tali formule com-

pariranno anche termini pei quali nelle corrispondenti formule (60) non occorre fare

alcuna integrazione per parti.

I 24. II precedente teorema ammette esso pure come quelli relativi ad <iOj{xy)

delle estensioni.

Gosi si supponga (p{(T) dipendente anche da xy ed x^ yi e si supponga che la

funzione y(.ry ; ff ; aji^i) sia tale che le sue derivate di ordine g — 1 rapporto a ff

siano della forma:

-ag-'y(yy;ff;a:i2/i) ^ ,4^ y^.ry ; ff ; a^. y,)

Dff»-' 4- g»(ff;a;iy,)
(62)

in

dove le y,, ,y^. ,<I> soddisfanno qualunquo siano {xy) e {:i\y\) alle solite condizioni

del tipo delle (17) e (18), e che analoghe formule valgano per le derivate di ordine

inferiore. AUora mediante la trasformazione (60) ed applicando i risultati dei nu-
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meri 21 e 22, ottevremo che la funzione:

la quale e finita e continua per (xy) ed (a-,yi) interni a C, diviene infinita di ordine

<.!+/? quando xi/ ed Xiy, vanno sul contorno. Od in altri termini cbe la funzione

(64) r'-^^xy ; x,y,) aj,g{a;y ; x,y,)

e iinita e continua anche sul contorno.

§ VII.

La fuuzione compensatrice.

25. Siamo ora in grado di costruire la funzione compensatrice. Ci6 faremo nei

primi tre numeri di questo §, mentre dimostreremo nei seguenti che la funzione

soddisfa alle propriety volute.

Consideriamo n sistemi di 2« funzioni A[''(s) , kf^s) , ... , i-f'is) (2 = 1,2,..., 2w)

del punto (s) variabile su y determinati dagli n sistemi di equazioui lineari:

!re -I

y
in i

1 !i -x in
1

(«.")
I

^. (- > )-«W .;-(») ,^;;jjT7,= y.W *-(.)^,=

?- <- "" «*' .-5777) = » ?- '^'«
uIT7)

-= " •

2n 1 2n 1

I„ (- l)- m^) <-•(«) -7773 = y,„ X^S{S) «r'(s) -7—; =
in

1
1 Sn

1

(«<-)
I

Z. (- D- ^i^'(^) <-(^) ,-;;;(7T7) = - ?« ^^'(^) <-'(^)-^^ = o

2n 1 in 1

?-<->-'*' MITT)-" ?"«;4T^)-»-
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' y„(- 1rms) «r'(s) -^. = o

1 Tm(s ; s)

(a-) ?«(-l)"'^'^'(^)<-'(«)
.477^ =

|"<-''-«'>;iTT)=s

Jn
1

{s;s)

Tali sistemi ammettono sempre una soluzione ed una sola. Infatti il determi-

nante del coefficient! di uno qualunque di questi sistemi e:

(1)

ni^i(«;s)

«r'
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26. Consideriamo allora le n funzioni

:

2/1

(2) Si^^(xy
;

ff) = 51„ A'^'(<r) ^^''i^y ;
0-) log gm(xy ; a)

.

Pissato <T
, /2'-"(ii'j' ; a) k monodroma in (xij) aluieno linche il punlo (xy) rimane

entro C, poiche non potra mai avvenire che (xy) faccia un giro attorno a {a): cosicche

per determinare completamente ii^\'j:y ; a) basteri lissare per ogni valore di {a) una

determinazione per i logaritmi clie compaiono in (2). Tale determinazione noi pren-

deremo in modo affatto arbitrario colle sole condizioni che: 1" le determinazioni di

log gjfc_, e loggsh siano complesse coniugate; 2° che le determinazioni relative ai

vart valori di <r variino con continuity al variare di ff, fatta naturahnente eccezione

per un pun to di y, per es. per il punto (0)==(y) in cui esse hanno un salto di z±:2ni.

Da quanto precede risulta che la Si'-^^xy ; a) e una funzione reale dei due punti

{xy) e (fCff) '?(o')) finita e continua per tutti i valori di xy ,ff tranne che per <r =
ove ha un salto. Di piu ii'-^\xy ;<} ) ammette tutte le derivate che non conteugono

pill di 2« -j- 1 derivazioni rapporto ad xy, e piu di 2« derivazioni rapporto a <r

tinite e continue fuori che per er= dove hanno un salto. Precisamente calcolando

le varie derivate di /2'-"(a-y ; o") rapporto a xy otterremo

:

+ :Sfiy^ log g™ + ?\i^ {?+ A: < « - 2)

,

dove, come nel § V, \& p^i^'^k .
'^\^ rappresentano funzioni razionali intere di {x— ^{a)),

(y — »?(ff)) con coefficienti funzioni di tf e di xy di cui le prime si annuUano per

(a:y) = (ff);

^^^ + ^;^& -7^;^ + ^f'^.i'^ log q„.+ PS/> (')

(2« + l > 2-j-A =£« — 1)

dove ancora le jb|^J,s , ^j^-^.^^ > P«V' sono al solito funzioni finite e continue le quali

Ma, ricordaudo che "aji—io = "a* , «sao= "th-x , tih-io = ith , ^tho = ft*— i, segue che qaesto

sistema coincide col sistema (a'") quarido si prenda:

(') Per i-(-A = K — 1 nianca il secoiido terinini; nelle (4).
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hanno le derivato che non contengouo piii di 2n -\-l — i — k dei'ivazioni rapporto

ad icy, ue pifi di 2u rapporto a a.

Dalle (3) e (4) seguo che le derivate di ordine n — 2 ,n — 1 , ... , 2« , 2« -|" 1

di ii^\xy ; o) diveiigono per [xy) ^ {a) rispettivamente infinite logaritmicamente,

di 1» , 2" ... (« 4- 2f , {,1 + 3)" ordine.

La ii'J' cosi costruita gode perd di due propriety, per noi fondamentali

:

1°. Quando si costruisce la '^'iii'-i\xy
;
a)

, questa per {xy)^{'s) non avr^

che una singolaritk di ordine « -)- 1 e precisamente si potr&, porre

:

(5) mii'i\xy a) = 2p<£{xy ;
<t)

^,,.^^^ .

^^
+ 2p'^' log g„(xy ; a) + P<»(xy ; a).

Questo si veriflca iinmediatamente mediante le formule (4).

2°. Se indichiamo con (fj(a) una funzione che soddisfaccia alle condizioni (17)

e (18) del § VI, e consideriamo I'integrale:

(6) (P,- {xy) = (^:^J^
^'^'(^y

; <^) <fA<r) da ,

questo rappresenta una funzione fiaita e continua insieme colle derivate dei suoi

primi n — 1 ordini anche sul contorno y '• e tale che

:

(7) 3^.t'"£ = ^ij 9>J (s) + r ^j,i (s
;
<f) (Pii^f) d(f (% = 1 ; *y= {i =j= ;) ),

eX dy Uy

dove Jj^i{xy\o) rappresenta una funzione avente per (a^) ;^ (ff) una singolarit^ al

piti logaritmica. Tale enuaciato si dimostra subito osseryaudo che per (4) si ha:

"^(«-2)!
^^^ + /„_2)!X i^-^^-f"-"-' (-^y

;
*^) ^°g ^"-(^y

;
'^) +

+ Pl^I»-»-,(A-y ; ff)] yj(o-) rfff

.

Ma per gli studi dei nn. 15-18 (e specialmente la formula (30)) si ha.

(a;3/)=(s) "'y Sm(a;y , " j ^miS ,
S)

+ - -^^x S cotg ^ («- 0-) A<;{'((r) yA*^) ^'^ + <-\s) { Us; a) A<^V) %{'r) da =

+ u'^-\s)
J

L„,(s ; a) <pj{a) da
Jy
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dove la funzione:

e, come la lm{s ;
a) data dalla (29) del n. 18, una funzione finita e continua insieme

coUe sue derivate che non contengono piii di 2» — 1 derivazioni rapporto ad «, n6

piii di 2n lapporto a c; e quelle di queste derivate le quali sono di ordine <-2«— 1

sono finite e continue anche per s= (T, mentre quelle di ordine k'^2n— 1 divengono

infinite di ordine k — 2w + 1 al piti.

Portando le (9) nella (8), tenendo conto che le X'^ soddisfanno al sistema di

equazioni (a^'), si deduce la (7) dove si ponga:

(11) + ^
!^«.;^S^!«-.-._.(s;cr)logq„(s;tf) + pw^,^.(,

;<;); =
in

il che dimostra leminciato.

Il da notarsi che nel caso elementare si ha:

1°. Le ii^^\xy ; c) ammettono le derivate che non contengono piii di 27i deri-

vazioni rapporto a a, ma quante si vogliono rapporto xy.

2°. Le formule (4) si riducono al loro primo termine.

3°. Si ha identicamente

(5)' mSi'J\xt/;a) = 0.

4°. Nelle (8) scompare (per 2°) il secondo integrale, e si ha quindi in luogo

della (7) la formula:

In altri termini in (11) e Jj,i = 0.

27. Poniamo per brevity

:

tp.ixyjrj)— ^^^,
-i"-'xp{xy;$rj)

l>x"

02, !-^.(^^;f')-2^^|fef^

W.»;l,) =3^,^'
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E coDsideriamo la funzione

:

1 " r
(13) e{,xy ; x^y,) =

^^ _ ^^

,

TJ^^^Ha^y ; <^) ViC"^ ; ^ly.) d"-

Questa fuuzione e tinita e continua insieme colle sue derivate rapporto ad xy

ed Xiyi che non conteugono piii di 2n-\-\ derivazioni rapporto ad xy , quando i

due punti {xy) ed {xiyi) sono all'interno di C; vogliamo ora studiare quale compor-

tamento hanno queste derivate quando {xy) ed {xiyi) vengano su y. E precisamente

vogliamo provare che a tale funzione si pu6 assegnare 1' ufficio medesimo che nei

§ II e III abbiamo assegnato alia funzione che abbiamo chiamato pure e{xy ;xiyi).

E cio6 che essa e tale che:

1°. Le sue derivate di ordine <. 2« — 1 rapporto ad a" ed ?/ e I'espressione

')SSle{xy •,Xiyi) divengono nei punti di / singolari di ordine <.\-\-^, dove /* e

un numero piccolo a piacere: vogliamo dire che moltiplicate per r{xy ; x^y^y*^ danno

un prodotto finito anche nei punti di y.

2°. La differenza \p{xy ; Xiyi) — e{xy ; x^yi) e qualunque sua derivata di or-

dine k :^n — 1 rapporto ad ^: , y e una funzione finita e continua su y che ammette

le derivate dei primi 2« — k ordini rapporto all'arco di y finite e continue od aventi

al piu una singolaritS, di ordine 1 -j- /*•

fi chiaro che provate queste due affermazioni potremo, come nei § II e III,

completare la costruzione della funzione compensatrice costruendo col metodo indi-

cate nell'Appendice § 1, una funzione e'Sxy\Xiy\) tale che essa e le sue derivate

dei primi n—1 ordini rapporto ad a; e y abbiano i valori di e{xy ; x^y^ — VC^y ! ^\y\)

e delle derivate analoghe, e che le derivate di ordine <. 2« abbiano al piii su y

singolarit^ di ordine 1 -}-
i?.

Ritorneremo del resto su quest'ultimo punto nei n. 30.

28. Le due proprietk enunciate per la e{xy\Xiyx) sono conseguenza delle due

propriety di i2'-"(a;y ; c) notate nei n. 26. Cosi I'affermazione relativa a ^e{xy\ x^yi)

risulta evidente nei caso elementare poiche avendosi allora per (5)' Wii^\xy ; ff) =
risulter^ pure:

(14) ^e{xy;x,y,)=
qualunque sia (xy).

Nei caso generale mi limiterd a dimostrare I'asserzione contenuta in 1° per

'iSle{xy •,Xiyi), poiche la dimostrazione 6 uguale o pih semplice per quanto riguarda

le derivate di ordine <- 2w — 1.

Per (5) si ha:

Wleixy
; ^.y.) = /^^^2)! ^jj'^^'^'i^y 5 *) V0(* ; •^.^i) d<f =>

(15)

+
{ n in, /^ 1

(n-2)\ XUy \

?««^- '(^y =
'''> ^^" ^'"(•^y =

ff)+P0)(a;y
;
a)

j
V/ff

;
x,y,) do=

1 n 2/1 1 «
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La funzione Jj{uij ;;Cii/i) e evidentemente sempre finita e continua perche I'in-

tegrando ha al piu una singolarita logaritroica quando (xy) viene in (a).

Per le ^jmi^y ', ^il/i) si osservi che ]e p'J,\xy ; a) ammettono le derivate finite

lapporto a (T di oidine ^n, e che le derivate rapporto a (T delle xpj(a;x,yi) di

ordine ?2 non sono che coiiibinazioni linear! dolle derivate di ordine 2n— 1 della

rp(<r;x.y.). Quindi la
^rK^-'i^y :

cr)^V-/^ i^.jM]
^ ^^jj^ ^.^^^^

2»X»(^?/ ;
<f ; x,yi) . - + -^^.(ajy ; ff ; x,?/j) loggs(ff ; x^y,) + A'(a;y ; <r ; x^y,)

,

5»i'' ) -^lyi)

dove le XiX'>-^ soddisfanno a limitazioni del tipo delle (17) (18) del § VI, per /?

comiinque piccolo. Ed analoga forma avrauno le derivate di ordine inferiore. Quindi

^jmi^y ;xiyi) sarii del tipo della wj,,ih-i(^«/ ; a'lj^i) data dalla (63) del § VI (n. 24)

onde si avrk che comunque piccolo sia (i:

r'*^\xy ; x^y^) SjJ^xy ; x,y,)

e finito anche per {xy) ed (xiZ/i) sii y. E quindi anche sara:

r^*'^{xy ; ^,y,) 9!)Je(a:y ; x^yi)

sempre limitato in C e su y.

Per le derivate di ordine ^.2n-— 1 vale lo stesso ragionamento ; anzi si pud

dire che le derivate di ordine <. 2« — 3 restano finite anche al contorno.

29. Per dimostrare la .seconda delle propriety enunciate per la e(xy ; Xiyi),

bastera evidentemente limitarci a dimostrare che le n derivate di ordine n — 1 di

tp{xy ;Xiyi) — e{xy;xiyi) sono su y funzioni finite e continue insieme colle loro

derivate dei primi « -{- 1 ordini rapporto all'arco od hanno al piu una singolarita

di ordine 1 -\- ^ ,
perche allora I'analoga proprieta risulterk evidente anche per le

derivate di ordine <<w— 1.

Ora si ha per le formule (7) e (12):

/i^\ \~'!)"~^\'e{xy:Xiyi) — tp{xy;xiy))l'~\ C -^ . , . . . ,

dove le Jj,i{s;ff) sono date da (11). Ma poiche ctm{s) ed L„j(s;ff) hanno le deri-

vate dei primi 2n— 1 ordini rapporto ad s finite e continue, a maggior ragione

poiche supponiamo ?? >. 2 , avranno le derivate di ordine <. m + 1 finite e continue.

Ora non resta che da considerare le derivate rapporto ad s di ordine <. ?2 + 1 di

Xy
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Ma consideriamo addirittura le derivate rapporto ad xy delle funzioni

:

7 5T; I
Um A-ii-i(a;«/ ; o-) log g„(?;?/ ; a) -j- ?%_ii.,{xy ; a) [

xpj(a ; x,j/,) <i(r.

Noi vediamo immediatamente che una derivata A*^™* di tale funzione e della

forma

:

+ ^mp'mi^'y ;
o') log gm(a;y ;

a) + ?„(*•»/ ; c)! i//,(ff
; x,»/,) c?<r,

dove le pm,i'mi?m sono funzioni dipendenti anche dagli indici i e y, le quali am-

mettono tutte le 2n prime derivate rapporto a ff. E quindi ragionando su queste alio

stesso modo che poc'anzi su yile{xy,Xiyi) e sulle altre derivate di e(^y;^,y,) si

vede che una tale funzione non pu6 avere, quando (xy) viene in («), una singolaritk

di ordine maggiore di quella di ,^g, r, /? essendo un mimero piccolo a piacere.

Anzi per k ^^ n — 1 tali derivate sono senz'altro finite anche su y.

30. In forza dei teoremi del § 1 dell'Appendice possiamo ora, come si disse al

n. 27, costruire una funzione ei{xy ;xiyi) tale che:

1°) ammetta in C le derivate dei primi 2w -|- 1 ordini finite e continue rap-

porto ad xy entro C , e le derivate di ordine <. 2rt — 3 siano finite e continue anche

su y e quelle di ordine 2« — 2 , 2n— 1 , 2n divengano su y infinite di ordine

1 -|- /* ,
/? essendo un numero piccolo a piacere

;

2°) quando xy e su y, essa e le sue derivate dei primi n— 1 ordini prendano

i valori di e(.s;x'i^i) — ip{s;xiy,) e delle derivate corrispondenti.

Quale funzione compensatrice prenderemo:

(17) g{xy;x:yi) = — e{xy;Xiyx)-{-e,{xy;Xiy,).

Essa invero prende insieme colle sue derivate dei primi « — 1 ordini i valori

di — \p{xy •,x^yi) e delle derivate corrispondenti; ammette all' interne di C le deri-

vate dei primi 2« -\- 1 ordini finite e continue ; ha le derivate dei primi 2n— 1

ordini anche su y, con singolarit^ di ordine inferiore ad 1+/S; e parimenti la fun-

zione:

(18) '^g{xy ; ^,y,) = — Weixy ; x,y,) -\- Sm^ixy ; a;,y,) = h{xy ; fl5,y,)

ha al contorno essa pure una singolarit^ di ordine < 1 -j- /5.
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Onde ricordando i teoremi del n. 14 se consideriamo I'integrale:

(19) u{xy) =
J J^

\jp{xy ; x,y,) + g{xy ; x.y^y] 9>{x,y,) dx^ dy,

.

dove g>{xy) ha le derivate prime finite e cotUinue entro C , esso rappresenta una

fumione tale ehe:

1°) i nulla insieme colle sue derivate dei primi n — 1 ordini su y;

2°) le sue derivate di ordine ^ 2« — 1 esistono in C e suy, e sono date da:

3°) ammelte le derivate 2«"'""' entro Q, e la fumione SDJm 6 data da:

(21) mu = ff{xy) -\-j j
lk{xy\Xiyt)-^h{xy;xiyi)']<f{xiyi)dxidyi

ed ammette a sua volta, entro C, le derivate prime finite e continue.

§ VIII.

II caso elementare.

31. Le considerazioni degli ultimi due numeri si semplificano nel caso elemen-

tare (')

Intanto, grazie alle osservazioni finali del n. 26 ed in special mode alia for-

mula (7)', la (16) diviene:

F 'a"-' \e{xy \ Xxyi) — -^Pixy \ Xiy,)\
~\ ^

Xn in

Zj Zn.<-(«) ^"'Ji^ '
") V';(<^ ; a^iyi) da= e,,,(s

;
x,y,)

.

Ricordando che Lmj(s ; a) ammette tutte le derivate che non contengono piti di

2« — 1 derivazioni rapporto ad s o rapporto a ff, e che quelle di esse che sono di

ordine <. 2« — 1 sono finite continue, potremmo gi^ dedurre parecchie conseguenze

per la fimzione ei(xy ; x',yi) costruita nel numero 80 ; in particolare mostrare che la

ei(xy ; Xiyi) ammette le prime 2n-\-l derivate rapporto ad xy finite e continue

(») Nel numero 12 (pag. 22) 6 stato definito quello che fu chiamato il caso elementare: ed

osservazioni particolari relative ad esso sono gia state fatte ai nn. 13 (form. (7)), 14 (form. (10)),

26 (form. (5)', (7)'), 27 (form. (14)).
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anche su y (poiche i valori delle derivate [n — 1)" assegnati al contorno hanno le

derivate dei pvimi 2n — 1 ordini e si suppone n ^^ 2). Ma nel seguito (n. 35) sar^

necessario sapere inoltre che la funzione 9J?e,(a;?/ ; Xj?/]) ammette pure le derivate

dei primi 2m ordini rapporto ad Xi^i finite e continue; ora invece dalle propriety

ora ricordate di L„y(s ;
a) n vedrebbe facilmente che segue soltanto che le derivate

di ordine 2n rapporto ad Xiy^ delle derivate [n -f- l)'"'""' rapporto ad s di ei,,(s ; 'X:Hi)

esistono all'interno di C ed anche quando Xiyi tende ad un punto ff di y diverso

da s, ma divengono infinite quando a-,?/, tende a s; quindi le derivate di ordine

2« rapporto ad auyi delle derivate 2ii"''""' rapporto a xy di ei{xy ; Xiy^) non possono

essere tutte finite e continue, cosicche non risulta senz'altro che '^^ei{a;y ;Xiyi) goda

della propriety richiesta. Per evitare questa difficolta ci sar;i utile particolarizzare

ulteriormente la costruzione della funzione compensatrice in modo analogo a quanto

si fece al n. 8; cercando di riapplicare alia costruzione della ei{xy;xiy\) il mede-

simo procedimento che pur ora nella costruzione della funzione g{xy ; Xiyi) ci per-

mise di evitare una difficolta analoga relativa al divenire influite di eerte sue derivate.

Consideriamo perci6 la funzione

1 " r
(2) e^'\xy ; x,y{) = . _^ ^^j H'^^xy ; a) e,,; (a ; x,y,) da

.

Si avrk, come per la funzione (13) del § VII, che questa funzione soddisfa,

nel caso elementare, all'equazione :

(8) me^^\xy;x,y{)= 0,

ed inoltre come al n. 29 si vede che:

r D"-'g"'(^y;^. yi)~l _

y 1^^
1

(4)

^y

Se quindi si pone

(5) e{xy ; x^y,) = e{xy ; x,y,) — e^'^xy ; a-.y,)

,

si avr^ come per la funzione (13) del § VII

:

(6) 'me{xy;x,y,) = 0,

ed inoltre per (1) e (4) si avr^,:

E per completare la costruzione della funzione compensatrice basterJi trovare una
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funzione «i''(a;y ; ^ly,) die su y pi'enda insieme colle sue derivate di ordine n —

1

i valori di e{xy;xii/i) — \p{xy ; Xiiji), od in altri termini tale che ie sue derivate

di ordine n — 1 siano nguali alle ei'j(s ; a-'iy,)- ^^ PO''i'« poi

:

(8) g{xy ; x,y,) == — e{xy \Xxtj^) -\- e["{a:y ; x^y^).

Studiamo meglio le funzioni e^l{s•,x^y^). Se poniamo:

^i, ^.n,,m. <r(5)«r'.(<r,) L„,„,,(s ; ff,) L„,,(ff, ; er) da,

avremo evidentemente da (4) e (1):

Jy —

'

Siccome le funzioni Lm,,;,(s ; c,) ammettono le derivate dei primi 2w— 1 ovdini

finite e continue rapporto as, e le Lmi(ffi ; a) ammettono le derivate dei primi 2n—

1

ordini finite e continue rapporto a a, le funzioni a;,,,(s ; a) saranno funzioni finite e

continue insieme con tutte le loro derivate di ordine :< 4« — 2 le quali non con-

tengono piii di 2« — 1 derivazioni rapporto ad s , ne pit di 2n — 1 rapporto a <t.

Onde intanto anche ell](s ; a',yi) avr^ le derivate dei primi 2k — 1 ordini rap-

porto ad s.

Ma studiamo anche le derivate rapporto ad Xiy\. Kicordando le (12) del n. 27

e le formule del § V concludiamo che le derivate rapporto ad x^y, di xpi{a ; Xiyi)

di ordine quanto si vuole elevato esistono, e quelle di ordine <. k— 1 sono sempre

finite od hanno al pid una singolarit^ logaritmica, mentre quelle di ordine /t>w—

1

sono della forma:

^^
D^^'V^ 271 4-'" q^-^-^ff ; OTiyO

(^ii-A2-A:j.

Onde intanto segue che le (10) e le loro derivate rapporto ad s ammettono al-

r interne di C tutte le derivate rapporto ad ^,j/, . Ed applicando i teoremi dei nu-

meri 19, 24, 25 per le proprieta notate delle derivate di Z^{s;a) si avr^ di piil

per (11) che esistono e sono finite e continue anche su y le derivate dei primi

3w— 2 ordini rapporto ad x^y^ delle (10) e delle loro derivate rapporto ad s dei

primi 2rt — 1 ordini.

Queste propriety delle eil'(s;^,y,) si riflettono in altrettante propriety che pos-

siamo ammettere soddisfaccia la e^i\xy ; Xiy,). Precisamente noi potremo ammettere

che la e^i\xy ;^i2/i) abbia le derivate dei primi 2m ordini finite e continue ('), anche

(') Dico 2n e non 3« — 2 C >. 2n se, come supponiamo, n maggiore di 1) poicli^ nell'Appen-

dice (§ 1) diraostro solo che per una funzione costruita con siraili dati esistono le derirate in nu-

mero che non supera mai il numero delle derivate che hanno le funzioni che determinano il con-

torno diminuito di un'nnita.
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su y rappoito a a^y: e ehe sia essa che le sue derivate dei primi 2w ordini rapporto

a a;i«/i abbiano le derivate dei primi '6n — 2 >• 2rt ordini rapporto a a;,«/i . Oode,

per (8) e (6) si avr5, che:

(12) "^Qixy ; x,y,) = 9JiVl"(^y ; x,y,) = lAxy ; a-,y.)

sar^ una funzione che in C e su y ha le derivate rapporto a x^y^ dei primi 2« or-

dini finite e continue, e all' interne di C ha le derivate finite e continue rapporto

ad xy

.

32. Nel caso elementare e facile dimostrare il teorema di unicit&.

Lemma — Sia "H^u = un'equazione lineare alle derivate pariiali di ordine v

a coeffieienti costanti {^). Se una funzione u{xy) e soluzione delta '^u= ed i

nulla sopra un contorno chiuso y insieme colle sue derivate dei primi v — 1 ordinij

essa e nidla nel campo C interno a y (').

Infatti sia ^^u I'aggiunta di ^u: si avr&, che, dette ; e ^i due qualunque fun-

zioni finite e continue assieme colle loro derivate di ordine r — 1 in C e su y, ed

aventi le derivate di ordine r integrabili in C:

( ly)
Jj^

ls%-z, — ZiX^.z] dx dy =
J

^{s ; z^) ds

.

dove ^{z;zi) e un'espressione bilineare nolle derivate di i' e ^i di ordine <. i — 1.

Se nella (13) poniamo 3i = u, sarS, '^u = 0; inoltre i^(z;u) sar^ nulla qua-

lunque sia z, poiche su y u e nulla colle sue derivate di ordine <. r— 1. Quindi

(13) ci dice allora che qualunque sia s deve essere

(14) fj'u'>:(\sdxdy= 0.

II che non pu6 essere se non e m = (').

_ -It. _ - ' •

(') II ragionamento che segue si esteifflerel/be atfifehe facihnente al caso dei coefiScienti analitici.

(') In altri termini il problema di Cauchy ammette una sola soluzione. Simile teorema dimostrb

I'HoLMGREN (Ofversigt of Kongl. Vetenskaps Akad. Fiirh. 1901, pp. 91-103, riprodotto in Hadamard,

LeQons sur la Propagation des ondes etc. Nota 1. pp. 348 e sgg.) supponendo il contorno y aperto

e non formato da linee caratteristiche per I'equazione, e dimostrando che in un intorno sufScien-

temente piccolo della curva y la soluzione 6 necessariamente nulla. Qui ponendo I'ipotesi, ai nostri

scopi opportuna, che y sia chiusa, riusciamo a dire di piii che u h nulla in tutto C.

(°) L'affermazione h intuitiva. Possiamo precisarne la dimostrazione nel modo seguente. Sia

u ^= in un punto P , ad es. «>0, sia [R] un cerchio di raggio R e centro P entro cui u

sia >0 e sia f{a;y) una funzione continua nulla all'esterno di fR], e >0 aH'interno. Sara:

j uf{xy) dx dy> 0. Possiamo allora, per un noto teorema del Weibrstrass, costruire un poli-

nomio ti(xy), die differisca da f{xy) tanto poco che sia ancora I I ufi(xy)dxdy'^0. Bastera al-

lora mostrare che csiste una soluzione tixy) di ^^,« = ftixy) regolare in tutto C perch^ tale conclu-

sione venga a contraddire a (14). Ora essendo 5R,« a coefBcienti costanti e fi{xy) un polinomio, si

puft facilmente soddisfare a ?U,» = /K^ry), prendendo per x un polinomio e quindi una funzione

regolare in tutto il piano.



Teorema di uniciia. — Cid posto, il noto ragionamento di Dirichlkt-Riemann

Che serve a stabilire il teorema di unicit^ per I'equazione ^jM= 0, serve facilmente

a stabilirlo ancora in questo caso: a dimostrare cioe che nel caso elementare esute

al pin una solusione la quale insieme colle sue derivale di ordine <. k — 1 si an-

nulla al contorno. Baster^ mostrare perci5 che non esiste una soluzione =|= del-

I'equazione

(15) TO„^:s«,,„_.._^^ = o

che si annulli colle sue derivate di ordine ^- n — 1 su y. Infatti, osserviamo che

la forma binaria quadratica definita positiva 2aii„-i «' /S'"~' si pu6 porre sotto la

forma di somma di due quadrati

(16) V «;s„_, «'iS^»-' = r|;. 8in-i «'/S"-'T + Vj_i <^''-'- «'/J"-*T ,

le rf,„_, , rf'„_i essendo costanti. Onde si avr^ 1' identity

»«=(i,'.^.^^)(L'.-.-^^;?|^)+

Se ora si considera 1' integrale

(17, ,.^;j;[|£,4.^-r£^r+jt,.;J^^f]...,,

si ottiene facilmente coi soliti procedimenti di integrazione per parti 1" identity

(18) Zu=j^uds-\-{—\)"\\umudxdy,

dove Sm indica una forma bilineare nelle derivate della u tale che la somma degli

ordini di derivazione in ogni termine e 2« — 1. In ogni termine di ??< esiste quindi

una derivata almeno di ordine <. w— 1. Se quindi u e nulla su / colle sue deri-

vate di ordine ^a — 1, e ^e^= 0: e se e soluzione di (15), per (18) dovra essere

Ju = 0: e quindi per (17) dovr^ aversi

(19) i,4,-.^j?^-o , !:,.;„ ^-5^ = 0.

Ricordando che u e nulla insieme colle sue derivate dei primi a — 1 ordini

su y, basta applicare il lemma precedente, prendendo una di queste equazioni (19)

come equazione *!)?!< = per conchiudere che e m= in tutto C ; c. d. d.
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33. Prima di passare al teorema di esistenza conviene aggiungere qualche osser-

vazione relativa alia formula (18) nel caso in cui come '•]> si prenda la dJl. Si

avra allora che "^Si coincide con 9Jf; quindi:

(20) j r IzWsi — Si 3Jls2 dxdy= j St(s ; j,) da ;

ed essendo Tls omogenea, la .ft'(5;5i) sar^ essa pure omogenea; vogliamo dire che

la somma degli ordini delle due derivate di ^ e di ^i che compaiono in ciascuno

dei termini di .Sl(s ; 4ri) e costante ed = 2« — 1. Porremo quindi:

(21) ^2 ; ^,) = to2n-i(^ ; ^i) + t,2„_j(5 ;Si)-\ [- iAin-io{s ; «l) ,

dove £,2„-,_i(5 ;si) e un polinomio bilineare nolle derivate di ordine ?' di ? e di or-

dine 2« — i— 1 di 2,. A ^{s;2i) possiamo assegnare le forme piii varie diversa-

meate ordinando le integrazioni per parti che servono a dedurre la (20) ;
per es.

:

per fissare le idee possiamo fare in modo che indicando con t,s e tia le direzioni

positive della tangente e della normale a y in (ff), sia:

-^t, 2n—I—

1

->.2»t—t— 1 .

^i,n-i-Mff) ;
-".(ff)) = (— 1)* —i Zi «2»-" -^.^in-i-i-V^yi cos(«<,a;) +

(22) J^._°^
, .

+ (-l)^^J^i«<..-.^^^,cos(«,3/) C).

Trasformiamo questa espressione di iAi«n-i-i(s ', s i) col sostituire alle derivate

secondo x ei y \e derivate secondo n^ e ta'- ci5 che si fa mediante le formule:

(2^) ^^^=[^ •=°^('^"^) +i «««(^<'^^)J [- i:
«o«(«''-) +^ cos(.,,)

J-

dove nel secondo membro le potenze ed i prodotti si debbono fare coUe solite leggi

simboliche

:

La .^i2„-(_i diverrS, una espressione bilineare nelle

rz V"-'-' z.

, ecc.

(') Si ottiene questa espressione partendo da I I s^Jlsidxdy e delle i integrazioni per parti

cui devesi assoggettare ciascun termine facendone quanta piii e possibile rapporto ad .v e le re-

sidue rapporto ad y.
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Avremo, eseguendo i calcoli

.«.•.„-.- i(i(ff) ;^,(<r)) = (— iyi2a,n.ti C08«"-'(«,a;) C08'(«,y)]^ ^ ,__,' + ... —

dove nei termini tralasciati una almeno delle due derivate contiene una derivazione

rapporto a (^ . Risulta da (24) ricordando clie la forma (16) e definita positiva, che

la i{ff) e cioe il coefficiente di —7 ;„_.,' 6 sempre diversa da 0.

Conviene notare il significato delle derivate rapporto a t, ed «„ qui introdotte.

Esse sono legate coUe derivate rapporto all'arco a dalle formule:

-iio -Iff
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Ed inversamente se (28) e risolubile, e se f{xy) ha le derivate prime, aache la

ff>{xy) ha le derivate prime, e la uijcy) data da (25) e realraente soluzione di (27).

Cosicche se I'equazione (28) ha deterrainante =}=0, essa avr^ sempre soluzione ed

il teorema di esistenza sark dimostiato.

Ma I'equazione (28) pu5 avere deterrainante nuUo; per6 come abbiamo notato

al Cap. I, cid pu6 dipendere benissimo da una inopportuna scelta della funzione

compensatrice g{xy ; Xiy^). Si tratta di mostrare che si pu6 sempre modificarla per

modo di giungere ad un'equazione integrale con determinants diverse da 0.

35. Se la (28) ha determinants nuUo esisteranno m fiinzioni eccezionali in (^i^i)

ed m in {xy) finite e continue in C e su y, linearmsnte indipendenti : chiamiamo

^i{ooy),7t2(xy),...,nm{xy) Is prime, Qi{xy) ,Qt{xy) ,...,Qm{xy) le seconder le ni(;xy)

saranno soluzioni dellequazione

:

,29) „(.„.)
+Xj;»(..;....).(..)1.^y

= o,

le altre della

Q{xy) +J J K^y ; ^-^y^) e(«iyi) ^^^ dyi = o.

Notiamo die le n{xiyi) soluzioni di (29) ammettono necessariamente tutte le

derivate rapporto ad x^yi dei primi 2« ordini finite e continue in C e su y. Infatti,

basta rammentare che grazie ai risultati del n. 31 la h{xy;xiy\) ammette le de-

rivate rapporto ad Xiyi dei primi 2« ordini.

Ci6 posto consideriamo m funzioni Vx{xy) , Vt{xy) , ... , Vm{xy) , funzioni finite

e continue insieme colle loro derivate dei primi 2« -j- 1 ordini in C e su y, nuUe

su y insieme colle loro derivate dei primi n— 1 ordini, che del resto per ora la-

sciamo indeterminate. La funzione:

m
9{xy\Xiy,)-]ry_iVi{xy)Qi(Xiy,)

soddisfa ancora alls propriety della funzione compensatrice : onde ancora la funzione:

(30) u{xy)=jj ^{xy;Xiyi)-\-g{xy;x,y,)-\-^iVi{xy)Qi{x,y,) W(Xiyi)dxxdyi

sark nulla su y colle sue derivate di ordine <_ n — 1 e perche soddisfi a (27) oc-

corre che la <p{xy) ammetta le derivate prime finite e continue e sia soluzione del-

I'squazione

(31) ff[xy)-\-jj h(xy;x,yi)-\-y^y)}vi{xy)Qi{Xiyi) \fp{xiyi)dxidyi = f(xy);

ora no! sappiamo che basterk scegliere le Vi{xy) per modo che il determinante for-
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mato colle

Xij = I I 3)}vi(xy) . nj[xy) dx drj

sia diverse da zero per mostrare che I'equazione (81) ha soluzione (').

E come al n. 6 baster^ percid provare che presa una qualunque combinazione

lineare n{xy) delle n^i^xy) e cioe una qualunque funzione eccezionale in {xxy^ di

(28), diversa da zero, 5 sempre possibile trovare una vi^xy) nulla au y colle sue

derivate di ordine <. ??— 1 tale che

:

(32) X =\{ Wiv{xy) . n(xy) dxdy^O .

Infatti, siccome le n(pcy) hanno tutte le derivate dei primi 2w ordini si pu6 appli-

care la (20): e ricordando die la v(xy) e nulla su y insieme colle sue derivate di

ordine <. w — 1 sar^

:

S'„„_i(7r , v)= ^n+^„-i{n , v) — - = Sl2„-io(7r , y) = .

Onde si otterrk:

X = I I v{xy) ')Sln{xy) dx dy -j-

(33)
^°

+ I
[•fto;n-i(7r,«) + .t,j„_j(7r,y)H \-^n-An ,v)']da .

Jy

AfBnche sia x:=0 qualunque sia v{xy) occorrer^ quindi che separatamente si

annuUino sempre I'integiale di area e 1' integrale curvilineo di (33). Ma perche I'in-

tegrale di area sia sempre nullo occorre che sia:

(34) Q = 'mn{xy).

Pasaiamo ad esaminare quali condizioni si richiedono perche sia nullo 1' inte-

grale curvilineo. Siccome la v{xy) deve soddisfare alia sola condizione di esaere nulla

sul contorno insieme colle sue derivate dei primi n— 1 ordini, restano ancora arbi-

trarl i valon delle —
, tzt , — , t—t-- Fissiamo che debba esaere

y;;(o-) _ T*'v(a) _ _ V-''v{a) __

Sar^ per (24):

S'„_i„(?r , v) = 5l'„_2„+i(7r , y) == • = t,8„_2(7r , y) =
7)'"-'t)(g)

.So.„-,(?r , i;) = f (ff) 7r(ff) ^

(') Poich6 il determinante delle ^u = I ^i{xy) Qj{xy)dx dy h ctriij ^(^ (dx. n. ^^tf.W-lZ).
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Onde poiche f (<r) =j= e ^^j, e completamente arbitraria, afiBnche si abbia

X = e cio6

- J [t..„-.(^
,
t') + • + Si«-i« (^ ,

v):\ ^ff =
j^

^(<^) ^{<^)-^^^ ^'^ '

dovri essere:

(35) 7r((r) = 0.

SarS, allora identicamente qualunque sia v

:>(36) t„„_,(7r,i>) = 0.

Poniamo ora quale v una funzione per cui sia:

Per queste ipotesi e per (36) e (35) sarS,:

^n-ln(^ , V) = t„_2„+i(7r ,v) = -- = ^i,in-z(n , w) «= So!»-l(7r , y) =

G perche ^^^_^

'

e arbitraria, affinche sia sempre x := dovr^ essere

:

E cosi procedendo si dimostra che percbe sia sempre x= la n{xy) dovri

soddisfare alia (34) ed alle

ossia dovr^ su y annullarsi coUe sue derivate di ordine <- « — 1. Pel teorema di

unicit^ dimostrato nel n. 32, segue che dovrk essere n:(xy)=0, il che 6 contro

r ipotesi fatta sopra che fosse n{xy) diversa da zero.

fi quindi dimostrato completamente il teorema di esistenza nel caso elementare.
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§ IX.

11 caso generale.

36. Analoghi, ma alquanto piti complessi, a quelli del § precedeDte sono i ra-

gionamenti che ci serviranno nel caso generale; e d'altra parte i risultati, come gii

fii previsto nell' Introduzione, non saranno, ne potranno essere cosi limpidi come nel

caso elementare, poiche esistono realmente casi in cui i teoremi di esistenza e di

iiniciti vengono a mancare.

Consideriamo dunque la solita equazione

(1

)

Sm= 50?M+ 9iK + f{xy) = ;

e cerchiamo una soluzione di essa finita e continua in C colle sue derivate dei primi

2m ordini, nulla su y colle sue derivate dei primi n— 1 ordini.

Riservandoci di determinare con maggior precisione di quanto si fece al n. 30

la funzione compensatrice, noi potremo cercare di porre la funzione cercata nella

forma (19) del n. 30:

(2) u{xy)=j^ [.^{xy;x,yx)-\-g(xy;x,yi)'](f{xiyi)dx,dyi.

Se si suppone che <p{xy) abbia all' interne di C derivate prime finite (non li-

mitate) e continue, per i risultati del n. 30 si vede che u{xy) soddisfa a tutte le

propriety, relative al comportamento delle derivate in C e su y richieste sopra: e

lespiimere che essa soddisfa a (1) si tradurr^ nel chiedere che la ff{xy) soddisfaccia

air equazione integrale del tipo di Predholm :

(3) 9{xy) -)rjj xi^y ; ^^yd ^(•^12/1) d^^ dy^ -f f(xy) =

dove si e posto

xixy ; Xiyi) = k{a;y ; a;,y,) + X Mxy)—^zzr^ +

Occorre dunque esaminare se la xi^y ! ^'i^i) ^ tale che ad essa si possa appli-

care la teoria di Fredholm, se 1' equazione (3) ammette soluzione qualunque sia

f{xy), ed infine, se. almeno quando si ammette come si disse al n. 10 che f{xy)

abbia entro C le derivate prime, finite e continue, anche la <f{xy) soluzione di (3)

soddisfaccia alle stesse condizioni.
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37. Facile e vedere che alia (3) si pii6 applicare la teoria di Fredholm e che

la soluzione di essa, se esiste, ha le derivate prime.

La fimzione x{xy ; Xiiji) data da (4) e tinita e continiia in tutto C e su y

tranne che nei punti {xy) ^ {Xiyi) in cui diviene infinita di 1° ordine se il punto h

interno a C , diviene infinita di ordine <[ 1 -j- /? dove /* e un mimero positive arbi-

trario piccolo a piacere se {xy) e su y. AU'equazione (3) si piiu qiiindi applicare

la teoria di Fredholm pel caso delle funzioni caratteristiche con punti singolari;

anzi noi sappiamo che, se da essa si passa col noto ragiouamento a quella in cui

la funzione caratteristica e la seconda funzione iterata, si giunge ad un'equazione

equivalente a (3) con funzione caratteristica ovunque finita.

Ma v'e di piii: se noi rammentiamo che all' interne di C le bik{xy) hanno tutte

almeno le derivate prime, la g{xy ;xiyi) ha le derivate (2w -J- l)"'™" finite e continue

anche per (xy)^{Xiyi), noi vediamo che all' interno di G la siugolarit^ delle deri-

Tate di xi^if ! ^ij'i) proviene solo dalle singolarit^ di k{xy ; Xiyi) e delle derivate

(2k — 1) e (2«— 2)"'*""' di ^{xy ;xiyi); onde segue che la x{xy;xiyi) e la funzione

di ugual nome studiata nel numero 15 della mia citata Memoria dei Rendiconti di

Palermo, e le lore derivate hanno le medesime singolaritk : quindi, ragionando come

in quel lavoro risulterS, evidente che la funzione terza iterata della funzione

x{xy ; x^yi) ammetterS, le derivate prime rapporto ad (;ry) finite (non limitate) e

continue all' interno di C .

Indicando quindi con /(x'y ; Xiyi) tale funzione iterata avremo che se ^{xy)

soddisfa all'equazione (3), essa soddisfa pure alle

(6) (f(xy)—jj x{xy;Xiyi)^(Xiyi)dx,dyi-^J(xij) =

dove e

fi^y)= /(#) —JJ xiooy ; ^lyO fi^iyi) dx dy+

(7) -\-jjx{xy;xiyy)dXi dy^jj^xixiyi ,x.yi)f{xtyi)dXidyi —

—jj fk^y y -^'Z/') '^•^i ^^1
j J^

x{x^y^
; ^^y^) ^'^'-

^^*jjc
^^^'^'

'
^^''-'^ fi^'^yt) ^xz dys

E poiche se f{xy) ha le derivate prime all' interno di C, da (7) risulta (cfr. i

ragioaamenti della mia citata Memoria) che le ammette pure f{xy), noi potremo

conchiudere da (6) che ogni soluzione (p{xy) di un'equazione del tipo (3) in cui

f{xy) abbia le derivate prime finite e continue all' interno di C, ha essa pure le

stesse derivate finite e continue all' interno di C

.

38. Ma quanto invece costituisce la difificoltk del problema, e che realmente

pu6 accadere che I'equazione (3) o (6) non sia serapre risolubile, ma abbia invece

determinante nuUo.

Ammettiamo ora, come si disse al n. 10 che le funzioni bii,(xy) che compaiono

in ?? abbiano le derivate di ordine <.2 -f- /.;-(- 1 finite, e continue in C su y ; esi-
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steri I'equazione aggiunta della (1); indichiamo con T:u^iSSlu-{-^i,tc il primo

membro di tale equazione aggiunta. Noi proveremo ora che se per I'equazione

(8) T;«. =

vale il teorema di unicitct relativo al campo C — se cio6 non esiste alcuna solu-

zione di (8) nulla su y colle sue derivate dei primi n — 1 ordini, finita e continua

in C colle sue derivate dei piimi 2« ordini — si pud sempre alierare la fumione

compensatrice g{xy ; :/-,y,) per modo che la (3) — o la (6) — abbia soluzione

qualunque sia f{xy); in altri termini vale il teorema di esistenza per la (1).

Sostituiremo piti tardi (n. 40) 1' ipotesi che valga il teorema di uniciti per la (8)

con quella che valga il teorema di unicit^ per la stessa (1).

Infatti, ove I'equazione (3) — o (6) — avesse deteiminante nuUo, esisterebbe

un certo numero m di funzioni eccezionali in Xi«/i liuearmente indipendenti, ed m
pure ne esisterebbero in xy; siano le prime ^^{Xiyi) , ni{Xiyi) , . .

.
, nm{xiyi), le

seconde qi{xy) , qt{xy) , . .
. , Qm{xy): e si avrS,:

(9) ni(Xiyi)-^ jj x{xy;a:iyi)ni{xy)dxdy =^0

(10) Qi{xy) + j I
xi^y ; ^i^i) Qii^iyi) dx, dy,=0.

Dimostreremo nel § III dell'Appendice che le soluzioni di un'equazione omo-

genea del tipo (9) hanno necessariamente le derivate dei primi 2» ordini finite e

continue il contorno incluso : ammettiamolo per ora.

AUora come al n. 35 noi sostituiremo alia fimzione g{xy;x,yi) una nuova fun-

zione

m
(11) 9{xy ; x^y,) + ^ Vi{xy) Qiix^yi)

Vi{xy) essendo funzioni finite e continue colle loro derivate dei primi 2» -j- 1 ordini

in C , nuUe colle derivate dei primi n — 1 ordini su y. Se le Vi sono determi-

nate per modo che il determinante che ha per elementi

(12) «u=
j

j
<Svi(xy)ni{xy)dxdy

sia diverse da zero, I'equazione integrale che si deduce prendendo la (11) come fim-

zione compensatrice, sar^ sempre risolubile.

E ancora per dimostrare che le Vi{xy) si possono prendere in modo che il de-

terminante formato con (12) sia diverse da zero, basta dimostrare che, assegnata una

qualunque combinazione lineare nf^xy) di ni{xy) ,... , JT„{xy), si pu6 sempre trovare

una v{xy) tale che non sia

(13)
I

j (i,v{xy) . n{xy) dx dy ^= Q .
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II ragionamento per dimostrare che la (13) non pu6 essere sempre soddisfatta

6 assolutamente identico a quello del n. 35.

Come li osserveremo che si ha la formula generale:

(14) j j
\j(i2i — SiTs^ds: dy= j Si{z;si)da

dove e

(15) S(5;.'i)= X Si,,(5;^,)

kij esseudo un'espressione bilineare nelle derivate di ordine i ii s ,j di Si. tl da

notare she le Stun-i-i coincidono con quelle del n. 33 e qiiindi ad esse si pud asse-

gnare la forma (22) o (24).

Applichiamo (14) a trasformare il primo membro di (13). Poiche le derivate

di ordine ^n — 1 di v(xij) sono per ipotesi nulle su y si avr^

(16)

I Sf(a;y) . 7i(a;y) dx dy = \ \ v{xy) . '^n{xy) dx dy -f-

2n—1 in—J—l r-

n -Jy

Perche questa espressione sia sempre nulla qualunque sia v(xy) (purehd nulla

coUe sue derivate dei primi n — 1 ordini su /) occorrer^ al solito che siano nuUi

separatamente 1' integrale di superficie e la somma degli integrali d'area. La prima

domanda importa che sia

(17) ®7r(A'y) = 0.

Quanto alia seconda osserviamo che in particolare deve essere

in—1 In-l—y- r

n "'y

quando sia

Ma in tal caso I'unico integrale curvilineo non identicamente nullo e

[^o,in-i{^;v)d(r =
-Jy

e cid porta come al n. 35 (formula (35)) che deve essere identicamente

(18) n{a) = ;

con cid avremo pure sempre S.,j(?r ; y) = , onde sar^

(19) i> Ti mi{^',v)da=.'^^ y, ^ii{n-v)dit.
n -Jy « T ^y
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Osserviamo che siccome questa quantity deve pure essere nulla quando si prenda t>

per modo che

e poiche nel secondo membro di (19) Tunica .^.v,- avente I'indice y>2w — 2 6

ft'i,2n-i('T ; tf) , si trarrk che deve essere | Si, ,„_,(7r ; w) d(r= qualunque sia

;„_, ; e quindi a&tk identicamente

(20) -^^ = 0.
'in,

Cosi proseguendo si dimoatra infine che n(xy) oltre alia (17) deve soddisfare

alle 7r((r) = ——- = == —J = ; e quindi per 1' ipotesi che per (8) valga

11 teorema di unicita dovr^ essere identicamente in C

n{xy) = 0;

11 che e contro 1' ipotesi che le n^i fossero linearmente indipendeuti.

39. ffon e perd privo di interesse alia precedente dimostrazione fare segnire

alcune cousiderazioai che, mentre per alcnni casi possono costituire una nuova dimo-

strazione del teorema di esistenza, servono anche nel case ora trattato a completare

I'enunciato.

Preniettiamo I'osservazione seguente. Se per un'equazione arbitraria (S« =
sappiarao — per una qualunque ragione — che vale il teorema di esistenza, data

un'arbitraria funzione compensatrice g{xy ; Xiyi) per cui I'equazione (3) o (6) abbia

determinante nuUo, noi possiamo sempre modificarla coll'aggiungere una somma di

termini del tipo 2«,(a;y) p,(a7j?/,) per modo che la nuova equazione (8) o (6) corri-

spwidente alia nuova funzione compensatrice abbia determinante non nullo. Invero

si prendano come precedentemente per le Qi{xy) le soluzioni eccezionali in (xy) linear-

mente indipendeuti della primitiva equazione iiitegrale: indicate poi come sempre con

ni{xy) le funzioni eccezionali di (x^yi) della primitiva equazione integrale, si fissino

dtefie funzioni ti{xy) derivabili tali che il determinante formate colle

tij= jj ti{xy) nj{xy) dx dy

sia 4=*^ (ci^ ^^^ ^^"^^ sempre possibile prendendo ad es. ti(xy) = ni{xy)); inline si

prendano quali funzioni Vi{xy) quelle che si annullano colle lore derivate dei primi

n— 1 ordini su y e soddisfanno in C all'equazione Qvi{xy) = ti{xy)\ tali fimzioni

Vi(.vy) esisteranno certamente per il supposto teorema di esistenza. La nuova equa-

zione integrale che si otterrk contiene in piu nella funzione caratteristica la somma

9
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2i(ivi{xy) Qi(Xi^i)= 2ti{icy) Qi{Xii/i), e per 1' ipotesi fatta sulle ii{xy) avr^ certo

determinante ^0.
Gib posto, consideriamo in generale una famiglia di equazioni

SxM = 9J?x« + ^hu -i-fixy) =

(21)
a«x«=y«.-,„-.(a.y|;i)^-^^

9ixM= .X 6.7.(^^Wr^
D'-^'-M

»

i cui coeificienti dipendono analiticamente da iin parametro ^ quando / varia ad es.

in un certo campo contenente 11 segmento ... 1 ; e godono pel resto delle propriety

dette al § IV. Supponiamo che per questi valori di I la (21) rappresenti sempre

una equazione totalmente ellittica, tale che le radici a,(a;?/|A) dell'equazione

in

J^i aa»-i{xt/\i.) a'=

siano a due a due coniugate, sempre complesse, distinte e finite. In altri termini

supponiamo che le condizioni del § IV valgano per tutte le equazioni che corrispon-

dono ai vari valori di X. Per le biu{xy) potremo per 11 momento tenerci alia piu

stretta ipotesi che ammettano solo le derivate prime finite e continue all'interno di C.

Di piu si supponga che la (21) per un valore di X ad es. per X= si ri-

duca ad un'eqtiasione per cui risulli provalo il teorema di esistema, sia ci5 coi

metodi del numerl precedentl, sia per qualunque altra via.

Vogliamo .studlare i teoremi di eslstenza e di unicitk per le equazioni della

famiglia (21); e oioe se per 1 vari valori di X esiste ed e unica la funzione che

si annuUa coUe sue derivate del primi ti — 1 ordini su / , ammette le derivate del

primi 2ii ordini in C e soddisfa all'equazione (21).

Se noi riprendiamo la costruzione della funzione xp{xy;Xiyi), della e{xy;xiyi),

della e,(xy;xiyi) e della g{xy;xiyi) che abbiamo date nei § V e VII e con-

sideriamo le corrispondenti funzioni xp{xy ; Xiyi\X) , e{xy ; Xiyi\X) , ei{xy ; Xiyi\X),

g{xy;xiyi\X), relative all'equazione (7), noi vediamo subito che la funzione

\p{xy •,Xiyi\X) e le sue derivate dei primi 2w -|- 1 ordini sono per {xy)^ {xiyi)

funzioni analitiche regolari per tutti i valori di X compresi fia ed 1 ; che del pari

la funzione e{o'y ;o\yi X) e le sue derivate sono funzioni analitiche regolari per i va-

lori di X compresi nell" iutervallo ... 1 tranne al piu quando e {xy) =s [xiy^) ^ (ff);

ed infine costruendo la e^{xy \ Xiyi\X) come e indicate nel § I dell'Appendice si pud

fare in modo che anche la ei(.a-?/ ; riy, |A) e quindi pure la g{xy ; x ^y i\X) sia una

funzione analitica regolare di X quando non e (a;y)^ (jTiyi) =s (<;). Il da notare che

la e{xy \Xiyi\X), e quindi la g{xy;Xiyi\X), si pu6 alterare per una funzione nulla

al contorno coUe sue derivate dei primi n— 1 ordini finita e continua insieme coUe

sue derivate dei primi 2w ordini anche su y, indipendente da X senza che cessi di

godere delle proprieta sopra notate; e che usufruendo di tale arbitrariet^ noi pos-
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siamo fare in modo che gixy ; Xiyi\0) sia precisamente una di quelle funzioni per

cui grazie all' ipotesi che per 1= valga il teorema di esistenza, pur ora abbiamo

visto che I'eqnazione integrale (3) o (6) ha deterniinante non nullo.

Onde iufine noi potremo dire che tranne nei punti (xy) -^=(xiiji) la funzione

tp{xy; Xiyi\X) -\- g(a:y_; XiyJA) h funzione aualitica regolare di I. E poBto:

u{xy\l) =
JJ^ [V(^y ; Xiy>\^) + Oixy ; a;,?/,|-l)] <f{xiyi\l) rfx, dy^

dove (p(xy\^) ammette le derivate prime finite e continue entro C, questa funzione

soddisfa al solito alle condizioni imposte relative al comportamento delle derivate;

e perchS soddisfaccia a (21) basterJi che la (p(xy\i.) oltre ad avere le derivate prime

finite e continue entro C sia soluzione della:

(22) f{xy\^) +J J^
x{xy ; x,y,\^) g>{xiyA^) dx, dy, = f(xy),

dove si e posto

t{xy ; x^yA^ = k{xy ; x,y,|A) + J_ b,,{xy\X) r>fe^.li)_|.
0-Si+»58n-i oX dy

+ h{xy;x.yAX)-\- J_ b,,{xy\X)
^"

'^jfif 1
^''^^

.

E poich6 accanto a questa equazione si pu6 considerare I'analoga di (6)

(f{xy\X) +jj xixy ; ^i^il-^) g>{xiyi\X) dx^ dy^ =J{xy\X)\

(23) (- '^ CC \
\f{xy\X) = f{xy) —

\^
j^xi^y •,Xiy^\X)f(xiyx)dxidyi-\ \

se la (f{xy\X) e soluzione di (22) o (23), essa ha certo le derivate prime e la u{xy\X)

soddisfa certo a (21). Cosicche resta solo da esaminare se la soluzione di (23) o (23)

esiste.

Pu6 il deterniinante D(A) di (23) essere nullo oppure no: certo per6 esso sari

diverse da zero per valori generici di X : infatti per A^ esso e certo ^= per

r ipotesi fatta in principle, e d'altro canto esso h come la x(xy ; a'l^iiA) funzione

analitica regolare di X in tutti i punti dell' intervallo ... 1 . Onde gli zeri di X

,

quando X e compreso fra ed 1 non possono essere che isolati, ed isolati quindi

i valori per cui 1' equazione (22) o (23) non ha sempre soluzione. Onde intanto ri-

sulta dimostrato che in queste nostre ipotesi per valori generici di X — e cioe per

tutti i valori di X per cui D(i) 4= — esiste sempre una soluzione dell'equazione

totalmente ellittica (21) di ordine 2«, ehe al contorno y di un campo assegnato C

prenda valori dati insieme colle sue derivate dei priini n — 1 ordini.
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Ma, possiamo dire di piu e dimostrare che se in un qualunque modo per un va-

lore di I si e provato che per la (21) — e non come nei numeri precedent! per

I'aggiunta di essa — vale il teorema di unicita, vale anche il teorema di esistensa.

Useremo percid di un ragionamento dovuto al Fredholm (')• Osserviamo che

la soluzione dell'equazione (22) h della forma:

(24) ^(,,1,)==^,

dove (pi(xy\l) e D(A) sono regolari analitiche per tutti i valori di X dell' intervallo

... 1 . E corrispondentemente u{xi/
\

k) La la forma

:

(25)
"^^'

uJxy\X)=
j

I ltfj{xy,x,t/i\X)-{-g(xy;xiyt\l)'2(pi{Xii/i\X)dxidt/i,

dove Ui{xy\X) h ancora una funzione analitica di ^, regolare nei punti dell' inter-

vallo ... 1 . Essa si annuUa coUe sue derivate dei primi n — 1 ordini su y e sod-

disfa all'equazione

:

(26) (Sx«.=^D(i)A^y)-

Per dimostrare il nostro assunto noi mostreremo ora che se Aj e uno zero di ordine m
di D(A), ma vale il teorema di unicitS., necessariamente Ui{xj/\i.) ha in A, uno zero

pure di ordine m almeno: cosicche si pu6 porre:

27.
u,(xy\k) = ur{xt/\l){X-l,r

^ ' D(>1) = D*(A) (A — A,)"- D*(A,)=|=0

e la funzione:

^ regolare auohe per il =« A, , e risolve il problems primitiro.

Infatti se Ui(xi/\k) avesse in Xi uno zero di ordine Wi < w si potrebbe porre:

(29) u,(xt/\X) = Mxi/\X){X-X,)'-',

ma per (26) Ui{xi/\X) e una funzione nulla al contorno y colle sue derivate dei

primi n — 1 ordini, soluzione dell'equazione :

(M Fredholm, Solution d'un problime fondamental etc. Archiv for Matematik Astronomi

och Fysik. Bd I, n. 28. Vedi pure Lauricella, SulVintegrazione dell'equasione J'v = 0. Rendi-

couti dell'Accademia dei Lincoi, 1907, 2° sem.
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e quindi per A = ^, e Ui{xy\}.i) soluzioue deU'equazione

(30) ex,«,(xy|AO =

pevclie si snppone m,<^m. E quindi, poiche supponiamo che per I'equazione (30),

valga il teorema di unicit^ sar&, identicamente qualunque sia xy , Ui{j;y\3ii) ^^ il

^he h contro I'ipotesiche u{xy\l) avesse in A, uno zero di ordine m, soltanto. In

altri termini, Ui{'xy\l) non pu6 avere in A, uno zero di ordine m, <Cw.
'' '''11 teorema di esistenza h cosi pienamente dimostrato.

40. Possiamo fare alcune applicazioni di questi ragionamenti. In primo luogo

i risultati del numero precedente ci permettono di perfezionare il teorema del n. 38.

Consideriamo al sollto I'equazione

(£m= 9!Km+ ':)lu -\- /•(•xy) =
e, sopposto che le bn abbiano le derivate di ordine i-\-k-\-\, la sua aggiunta

3)a= 9Km 4- dliu + f(xy) = .

E si assuma come famiglia delle equazioni (21) la famiglia

(31) ^xu^mu -i-il — l) ')lu + X^i, + f{xy).

Tutte queste equazioni hanno sempre le stesse caratteristiche e quindi le condizioni

del numero precedente relative a queste sono di certo soddisfatte. Di piu per /I =
si riottiene la (S.u = 0, per X = 1 la X"m = 0.

Supponiamo che per la (S.ii= valga il teorema di unicit^, allora per 1 risul-

tati del n. 38 per la Ta= vale il teorema di esistenza. Ma allora per il teorema

del numero precedente anche per (£m ^ che appaitiene con Tm = ad una stessa

famiglia del tipo (21) e per cut vale il teorema di unicit^, vale pure il teorema

di esistenza.

Inversamente supponiamo che per la (lu == valga il teorema di esistenza allora

per la i^M= vale il teorema di unieita ('). Ma allora per il numero precedente

vale ancora il teorema di esistenza per '5)m = 0, quindi, infine (''), anche il teorema

di unieita per {S.u = .

Onde possiamo conchiudere : per un'equasionej che oltre a soddisfare le solite

condisioiii sia tale che le bii,(xy} abbiano le derivate di ordiiie i-^k-\-\, i teo-

remi di esistenza e di unicitd sono sempre contemporaneamente veri, e se valgono

per un'equasione valgono pure per la sua aggiunta.

In secondo luogo insister6 sul fatto che le considerazioni del n. 39 costituiscono

una nuova dimostrazione che il teorema di esistenza e vera qaando e vero il teo-

rema di unicitd (non dell' inverse (')) per ample classi di equazioni. E che quando

(') Se per mi'equazione vale il teorema d'esistenza, la formula di Green ci dice che vale per

Tequazione aggiunta il teorema di nnicita. Cfr. la mia Memoria citata del Rendiconti del Circolo

di Palermo, n. 3.

(*) Poiche la relazione di aggiunzione b inrolutoria.

(') Non deH'inverso perchfe sopra essa risulta per noi dalla considerazione deH'aggiuiita, che

non sempre 6 possibile fare ad es. quando non esistano le derivate di ordiue i-\-k della ba.
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ci6 sia possibile tale niiova dimostrazione presenta dei vantaggi sulla precedente,

sia in quanto non richiede die le b,H(j'y) abbiano le deiivate dei primi i -\- k -{-

1

ordini in C e su y, ma solo le derivate di primo ordine all' interne di C , sia in

quanto mostra che si pu6 dire che 6 eccezionale il case in cui vengano a mancare

per uu date campo i teoremi di esistenza ed i teoiemi di unicitk. E per applicare

tale dimostrazione basterk poter trovare una famiglia del tipo (21) cui I'equazione

appartenga insieme con una per cui gi^ si sappia valere il teorema di esistenza: e

ad ea. ci6 sark evidentemente possibile tosto che si supponga che le caratteristiche

siano fisse e cioe le radici «,- costanti, oppure che tutte le quantity Qii^y) ^^ Qiti^y)

oppure tutte le pi{xy) ^l^ pnixy) siano diverse da zero in tutto C (').

§ X.

Estensione dei risultati precedent!

alle equazioni a caratteristiche multiple.

41. Abbiamo tin qui trattato del case in cui le radici a,
, wj , • •

. , «,„ siano

tutte semplici. Poche modificazioni occorre fare quando si presenti il case in cui

queste radici non siano tutte semplici. Noi supporremo, come gi&, dicemmo nel § IV,

che esse sieno in tutto C di multiplicity costante. E chiameremo a, , aj , ... , ajv-i . "s-.

le radici distinte, supponendo che o:j,_, ed a^i siano complesse coniugate e quindi

di multiplicity hi comune. Sar^ hi-\- ht-\- • -\- hr, = n. Ancora supporremo che

la aji_i abbia il coefBciente dell' immaginario > di 0.

() So ad es. si suppone qiixy) ± qk(xy)7> f^i e si ha come sempre l?i(a;y)| > ju, si fiasino

(lelle costanti «ai_i ^ pi+ *? > "a«=?<

—

i?-.? essendo una costante positiva <Cf indipendente

da t, e le ^i essendo tutte diverse. Si ponga poi ai{xy\i.)= ai-\-X[ai{a;y) — fti]; per X compreso

fra ed 1 le ai(xy[i-) sono funzioni finite e continue in C coUe lore derivate dei primi n-\-l or-

dini, sempre complesse, a due a due coniugate, e distinte perche per X= h \ci{xy\0) — «j,(j;y|0)|=
= |o< — «il4=0 e per XJpO si ha \ai{xy\X)— a^{a;y\X)\^X\qi^{xy) — qh,{!vy)\>Xfii>0,diove t,

j _|_ 1 k-\-l
e Ai indicano rispettivamente il massimo intero contenuto in —-— e —-— .

in

Se quindi si pone 2ann-i{xy\X) a^ =: J^^ (o — nif.-rylAj e

1

Mxu= £ai,.^i{xy[X)^—^^

la faraiglia di eq.uazioni

g^tt= 2JJ;^(«)+ X^u+ f(xy) =

jara una famiglia del tipo (26) che per A = i\k un'equazione del easo elementare, per A = 1 la

eqnazione primitiva.
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Come funzione ^{xi/ iXii/i) prenderemo la funzione (')

^{ocy ; Xiyi) =

(1) = i Xi Z» ld,i.,n{xi/) ^l'-!'-'{xy ; a;,^,) cr?r'(««/ ; ^.y.) log g»i_,(ary ; ^.y.) —

— d,ik{x!/) ^i'r''-'{xy ; x^y^) g?,-'i(a5y ; ^,y,) log i5:,i(xj/ ; ^,y,)]

dove i coefBcienti d sono tali che si abbia identicamente:

V /it

,„, Zi Z*. C^^s'-i'-C^y) ^Iri'-Vy ; x,y,) zt'ixy ; ^,y,) +
(2) 1 '

+ (i,i H{xy) (^ir^-'ixy ; x,y,) <=,tr-i{xy ; x.y.y] = .

Questa funzione gode di tutte le piopneU della \p{xy ',Xiyi).

Quanto alia costruzione della funzione compeusatrice si vede chiaramente, ripren-

dendo i ragionamenti del § VII, che basta costrurre una nuova funzione jQ<-''(xy ; <r)

la quale goda delle due proprieta indicate al n. 27; poiche le residue deduzioni tutte

si fondano sopra queste propriety.

Porremo perci6

(3)
^^'{^y

; <^) = Zm ^ft [^^m-ih(ff) =;?m^r'(a:y ;
<r) (^'^~\xy ; a) log g.«_,(d:y ; a) +

+ ^^i-'ftCff) ^Jm^'^a;?/ ; a) c^-Axy ; a) log g.„(a;i/ ; «;)]

,

dove i coefBcienti A^i>_i;j e A^iJ^ sono da determinarsi convenientemente.

Come per la xf}{xy ; x^y^) sopra definita si vede immediatamente che i termini

di massima singolarit^ delle derivate di Si^^^{xy ; tf) rapporto ad xy si ottengono

derivando i2<.'' come se le a fossero costanti. E conseguentemente, osservando che le

quantity c^Jm-f' <^'im^ log g^m-i o le analoghe clie si ottengono scambiando 2m con

2m — 1, sono, per k<.km e per ajm-i e a^m costanti, delle soluzioni dell' equazione

Tlu = 0, segue che formando la espressione 9[Ri2"'' sempre scompaiono i termini di

massima singolarita qualunque siano i coefBcienti X; onde intanto 9J?i2<-" soddisfa

alia prima delle propriety del n. 26.

Per fare in modo che risulti soddisfatta la seconda, bisogner^ calcolare in modo

conveniente le I . Calcoliamo percid le derivate di ordine n — 1 di Si^J\ o meglio

i loro termini di massima singolarita, e cioe, ripetiamo, le derivate di ordine n—

1

di Si'^' fatte considerando le a come costanti. In questa ipotesi si ha

H H
,

1)

dove il segno ~ indica che i due membri sono uguali quando si considerino le «

come costanti.

C) Cfr. loc. cit. Rendic. di Palermo, n. 13, form. (13)'.
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Indichiamo con ei|itr~''''(«/5) il coefficiente di C^*''-'^[ nello sviluppo di:

avremo CTidentemente

:

a(*

dove per valore di I | deve prendersi il solito coefficieate binomiale se k <. h

.

lo zero se k^ h .

Con questa notazione dalla formula (4) segue la fonnula generate

:

t=0 "^2rtx—I "Sam

Applicando questa formula alia funzione:

g?m-r'(a:y ; «y) giT'(x2/ ; ff) log c;8m_,(a;y ; <r)

;

otteniamo

:

^n—

1

(7) - y ai,'f-i-iH«,^-i , «^> ^^, .^^.-.-j

i=n—

1

/ f-'
\)c-fi-4-( 1

Cosicche si avr^:

r" J=n—

1

/ _ \Ji-n-t-; 1

(8) X A^i)_.,((r) y (- 1)'--* aif::i-L-iV...-.(a^2/) , «.m(^y)) (-^^ ) "^^ V
L. t=n—^- \5«m-l ' SiSm-1

+ ^^^(<^) I (- 1)'-"*" a<'i.r.L-."(««,(a;y) , «,„_.(a;y)) ^^) -^ .

OsaerTiamo ora cbe il rapporto
"""" '

e una funzione di xy e ff sempre finita

e continua e derivabile anclie quando xy viene in <r in virtii della disuguaglianza

(3) del § V.
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Cosicch^, se si considera 1' integrale

:

^Am = r ^^'\xy ; «r) yj(tf) da,

dove yj(tf) ^ una funzione che soddisfa alle solite limitazioiii (17) e (18) del § VII;

ragionando come al n. 26 otterremo per (8)

= ^tfjis) 1„ y » (« - /t - 1)! (A- 1)! X

X f- >ii4-..(«) i', (- 1)'—* a<<i's-Li"(«.„_,(s) , «,«(«)) ''S.7X:!\ 4-

+ A^iiJs) X, (- 1)'-^* €l^i-Vl-^^\aUs) , «.„->(s)) ^SiglTr':-]! +,

(9)

X U^_u(s) V, (- 1)'—
" a<'iri-i"(«,.._,(s) , «,„(«)) SSt:-

s)'

+ 4ii.(s) V, (- 1)'-"-* a<'-?;7ii"(«.4«)
,
«.™-.(s)) j£:tl!;^"1 !

X

+ I
^,(s;ff)5p,(<y)rfff,

y

dove Jj((s;<r) rappresenta una funzione che per {s)^{<x) ha al piti una singolarita

logaritmica.

Perch^ la formula (9) risulti del tipo della formula (7) del n. 26 (pag. 46),

occorre quindi e basta che le funzioni A siano determinate per modo che risultino

soddisfatte le 2n equazioni lineari:

f„fAn-fc-l)\{k-l)lX

l_ n—ft *Jm—

I

n—ft *^Im _J "*

(10) . n„

5m5*(«-'^-l)!(*-0!X

X
, Ajm-u / ,

( 1)
""*"

^n-i.i-\ ('^2m-l i «2m) ,ft_n+(+I "TL ;r=ft ^2m-l

+ 4iift I, (- 1)'-"*" a<':.'5-L-/'(«,„. , «,„_.) -^i~]=
n-fc 'em _J

(i = 1 , 2 , . . . , «)

,

10
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dove per brevitJi si pose A,a,r, invece di l{s) , a{s) , t{s ; s). Bastard quindi pro-

vare che le (10) ammettono soluzione. Od anche che il loro determinante e diverse

da zero.

Come al n. 26 si vede subito che 11 determinante delle (10) e, a meno del segno

e di una potenza di 2, uguale al prodotto del determinante che ha per elementi

(11) Z, (- 1)'-"^" a«i:j-Li"(«««-i , «2m) ^ferr
re—ft »Jm-l

(ffj = 1 , 2 , . . . , V , A: = 1 , 2 , . . . , A„ ;
i=l ,2 , . .

. , n)

per il determinante coniugato. Immagineremo che pei termini di una stessa colonna

i abbia valore costante, nei termini di una medesima riga abbiano valore costante

m e k. Per un dato valore di m , aggiungiamo alia riga corrispondente a k= x

quella corrispondente a k= x — 1 moltiplicata : il determinante formato cogli

elementi (11) risulter^ uguale, a meno del segno, a quello la cui {hi -\- ht -\- •

h hm-i + A-)"™" riga e formata cogli elementi

:

a<r-':A-"(«»m-. , «.m) -^ ; (i = 1 , 2 , . . . , «)
*'tni-l

ossia il nostro determinante e a meno del fattore FT —— uguale al determinante
„ T ""

la cui (A, + ^j H (- h,n-i + A)"""" riga e

:

(12) a^-Mr"(«2«-. . «.m) (2= i,2,...,«).

Per calcolare quest' ultimo determinante dobbiamo premettere una formula rela-

tiva alle €l'^^'*'''~''^\a , ^). Osserviamo che si ha:

Si deduce da (5) jsambiando I in I — 1

+[^(,^,)(;')+7(<-2)Q]«-^'-+

+[K';)G:.)+ft)C;)]-
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E quindi confrontando con €!'''*'"'•'* dato da (5):

aSr-''"(...f)- '' + '"'"*"

'

^'"'"•'""'''^'=

=[(^)(;)--'^-+^C^i)(;)--^-+

=T[i';i;)(o)--'^^'+(r2)G)-'*'''-+-

+ (''7')(,-.)-']''-"'-

Ma la parte fia parentesi non e che 6I^'1"^]'7'' '""(«, /?) onde si deduce la for-

mula ricorrente:

Applichiamo questa formula al calcolo del determinante fomiato cogli elementi (12).

Togliamo per ogni dato valore di m dalla riga corrispondente a ^ = x^ 1 quella

H X —f- 1
corrispondente a k = x — 1 moltiplicata per

^

— per (13) otterremo cosi

che il determinante formato cogli elementi (12) e uguale a quelle le cui righe di

posto (h^-\-ht-\ 1- A„_i + A)^"""' per A> 1 e

(14) yE{ "^"-T-i f^'l ("-^w-i ' «»««) [«2m — «2n,-i]

6 per A= 1 e

l„ \ A?J(n—1,0) n'^—i

E tale determinante e uguale a meno del fattore 13 — rr-j- [«.m — "im-i]''"'"'

(dove m percorre i numeri da 1 a r per cui hm^2) al determinante di cui le

righe di posto Ih -{- h-,-\ 1- hm-i + •* per A> 1 e:

(15) [n — i) a|r-:5!Li:=-!i'(«2«-i , a^™)

mentre le righe di posto hi-\-hi-\- -\- hm-v -\- 1 sono ancora date da {a{).
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Procediamo sulk riga (15) come precedentemente usando dell' identitJi (13)

:

otterremo ancora che il nuovo determinante e a meno del fattore

n
1

{h„ — 2)
IcCtm — ajm-l]'""'"'

(dove m percorre i numeri da 1 a v per ciii hm^^^) e uguale a quello le cui righe

di posto h, -\- hi -\- •

-f- hm-i + 1 sono le {ui) quelle di posto Ai + A2 + • • -j-

-j- A„_i 4- 2 sono le

:

(a.) (» - i) a!,''-V,',_,(a,„_, , «,„)= {n— «£;riT'

quelle di posto hi -\- h^ -{- -\- h^-i -{- k per k^2 sono le

(16) (« - i) {n-i~ 1) afcjii':^l(a.„_, , a,„)

.

C081 procedendo si ottiene che il determinante che studiamo e a meno di un

fattore diverse da zero uguale a quello in cui la riga di posto hi -{• ht -{-• -\-

-j- hm-i -\- k e data da :

(«»)

{n — i)(n — i—l)...{n — i— k^l) a;f-i).°.*i_,(a,m-, , «2„) =
= (» — (« — ?— 1) ...(«— «+ A 4- 1) a?-iT

,n—i—k+i

E cioe al determinante

:

(17)

«f-' <-' a! a, 1

('« — l)ar' (« — 2)af-' 2a, 1

(« — 1)(m— 2)af-' (« — 2) (« — 3) «!'-• 2

v1—

1

«! «3 1

Ora questo determinante non e che il determinante dei coefficienti del sistema

di equazioni linear! nelle ?i , ?2 , ... , ?«, le quali esprimono che I'equazione:

X" + f, X"-' H h ^..-1^ + ?» =

ha come radici a, , as , . .
.

, a^^-i coUe rispettive moltiplicita A, , A. , . .
. , A^ ; e quindi

e diverse da zero.

Onde anche il sistema (10) e risolubile, e si possono deterininare le A'J' per

modo che Si^^^xy ; a) soddisfaccia pure alia seconda delle propriety del n. 26. Sta-

bilito questo punto i res^idui ragionamenti non ditl'eriscono da quelli dei precedenti

paragrafi.
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CONOLUSIONE.

§ XI.

42. Chiudiamo i nostri studJ con alcune considerazioni riassunlive.

In quanto precede dobbiamo distinguere il metodo ed i risultati. lo credo fer-

mamente che il metodo qui esposto debba costiUiire la base vera su cui si potranno

edificare le dimostrazioni dei piil generali teoremi di esistenza. Di esso abbiamo gii

parlato a lungo nell' Introduzione, ed abbiamo spiegato come la sempliticazione in-

trodotta dall' idea di costruire la funzione compeusatrice consista essenzialmente nello

spezzare il problema in due gradi : nel primo dei quali si chiede di soddisfare

esattamente alle condizioni al contorno, e solo approssimativamente — in quanto

riguarda, diremo cosi, le parti di massima singolariti — all'equazione proposta, nel

secondo mediante I'uso della teoria delle equazioni integrali si fa in modo di soddi-

sfare esattamente aU'eqnazione proposta.

Certo il punto piii delicato di questo procedimento consiste nella costruzione

della funzione compeusatrice. E dico delicato, e non complicate ; perche se le lunghe

discussioni su certe forme di integrali, e sui loro limiti, e sulle disuguaglianze cui

soddisfanno, in cui sopra ci siamo diffusi, possono parere al lettore alquanto intri-

cate, pure esse non dipendono che da alcuni teoremi sulla derivabilit^ degli integrali,

die hanno comportamento analogo a quelli della teoria del potenziale, teoremi che.

pur non esistendo nella letteratura matematica coUe loro precise ed ample condi-

zioni di applicability, entreranno certo presto a far parte del nostro patrimonio scien-

tifico, e sono presenti alia mente di chiunque abbia riflettuto appunto sulla natura

degli integrali che compaiono nella teoria del potenziale e del problema di Djrichi.kt.

Yalga a giustificare la mia presunzione delle semplificazioni possibili. il ricordare

quanto di recente abbia semplificati i calcoli relativi alle equazioni iperboliche in

tre piil variabili, 1' introduzione, dovuta ai sigg. Hadamard e D'Adhemar, del con-

cetto di parte finita di un integrate.

Del procedimento seguito nel costruire la funzione compensatrice ho g\h discorso

al n. 7 (§ II, pp. 13 e seg.). Possiamo qui aggiungere qualche osservazione. Noi

dovevamo costruire una funzione che prendesse iusieme coUe sue derivate tiuo ad un

certo ordine, gli stessi valori della soluzione fondamentale dellequazione data, e uei

termini di massima singolarit^ soddisfacesse all'equazione. Ma nel § I dell'Appen-

dice noi diamo un metodo generale — cui ci siamo sovente riferiti nel corso del

lavoro — per costruire funzioni che prendano insierae coUe loro derivate valori dati

al contorno e non abbiano mai singolarit^ piti complicate di quelle dei valori asse-

gnati al contorno medesimo: e questo ci ha permesso ancora una volta di scindere

il problema della funzione compeusatrice in due gradi. Nel primo grado abbiamo

costrutto una prima funzione che solo approssimatamente soddisfa alle condizioni al

contorno: vogliamo dire tale che la differenza tra i valori assegnati per la funzione

compeusatrice o per le sue derivate e quelli che prende questa prima funzione sono
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regolari od almeno affetti da singolarit^ inferiore a quelle dei valori assegnati. Co-

sicche se teniamo conto clie le singolarit^ di cui hono affetti i valori assegnati per

la funzione compensatrice e per le sue derivate sono isolate, questo primo problema

risulta essere in certo modo un problema locale; relativo al comportamento nell'in-

torno di un sol punto invece che in un campo di dimensione tinita assegnato. Nel

secondo grado coi metodi del § I dell'Appendice, abbiamo corretto la funzione com-

pensatrice in modo che venisse a soddisfare esattamente alle condizioni al contorno.

Cosicche la difficolt^ e ancora ridotta ulteriormente alia costruzione della prima

funzione soltanto, per quanto riguarda il secondo grado essendo i metodi da noi dati

assolutamente generali. Per il primo grado, se il risultato del nostro lavoro ci pare

mostri il valore della sempliflcazione operata, tuttavia non possiamo dire di essere

riusciti ad indicare sicuramente la via che conduce alia soluzione piii generale di

esso. Ci bastera osservare che, come in sostanza e fatto nel nostro lavoro, la costru-

zione di una tale funzione e possibile per i contorni piti generali quando si sappia

eseguirla per una famiglia di curve (o superficie) tale che esista una curva (super-

ficie) della famiglia passante per un punto arbitrario del campo considerato, e che

ivi abbia un contatto di ordine sufficientemente elevato (dipendente dall'ordine del-

I'equazione che si studia) con una superficie arbitraria assegnata ('). Ma, ripetiamo,

vi e ancora in questo punto qualcosa di non ben precisato nel determinare come si

ioYvk procedere per ottenere la massima generality possibile.

43. Quanto ai risultati essi si riferiscono alle sole equazioni lineari totalmente

ellittiche in due variabili, e consistono sostanzialmente in qnesti due enunciati:

1°. Per un dato campo e per una data equazione valgono contemporaneamente

i teoremi di unicit^ e di esistenza: ed in tal caso valgono pure per lequazione ag-

giunta.

2°. Se si ha una famiglia di equazioni per una delle quali si sappia che per

un dato campo vale il teorema di esistenza, per I'equazione generica della famiglia

vale pure il teoi'ema di esistenza.

Questi due teoremi sono dedotti nell' ipotesi che le equazioni rappresentatrici

della curva contorno abbiano le derivate dei primi 2n-\- \ ordini, ed in ipotesi piti

meno ample relative alle funzioni che compaiono come coefficienti dell'equazione:

pel primo abbiamo supposto che per ognuna di queste funzioni esistessero e fossero

finite e continue le derivate il cui ordine supera di un' unit^ I'ordine della derivata

di cui essa e coefficiente ; pel secondo, mantenuta questa ipotesi per i coeiBcienti delle

derivate di ordine 2«, si restrinsero le ipotesi per gli altri coefficienti, supponendo

per questi I'esistenza delle sole derivate prime finite e continue all'interno del campo

(') E questo ci permette di dire senz'altro clie, a paitu Ic difficolta dei particolari delle di-

mostrazioni, i nosfri metodi si possono certo applicare alio e(|iiazior.i di secondo ordine in piii va-

riabili (in cui i termini di secondo ordine non si possono ridurre sempre, come nel caso di due

variabili con una trasformazione di coordinate alia forma qJ,u), al sistema di equazioni dell'equi-

librio dei corpi elastici , alle equazioni paraboliche di secondo ordine ecc. ecc. Kicorderb che per

una magjjiore estensione ci mancano ancora altri elementi essenziali della ricerca: cos'i per le

equazioni di ordine > 2 ed in piii di tre variabili non 6 a mia cunoscenza clie sia stata dimostrata

I'esistenza di una solnzione fondamentale.
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che si considera. Infine quanto ai dati al contorno si suppose cssenzialmente che

esistesse una funzioue di due variabili finita e continua ed avente all' interne del

campo le deiivate di ordiiie 2ii -\- 1 finite e continue cho a quei dati soddisfacesse.

Tali ricerche occoirer^ completare. Occorreri intanto semplificare queste ipotesi,

clie, come risulta cliiaro dalla loro indole medesima, debbono essere in parte sovrab-

bondanti, specie per ci5 die riguarda il primo teorema. Ma inoltre occorrer^ aftVon-

tare altri problemi : per es. si dovr^ vedere se non si pu6 ulteriormente precisare,

almeno per casi particolari, quando valgano realmente i teoremi di unicitk e di esi-

stenza: noi nel corso del lavoro abbiamo visto che ci6 si pu6 fare nel caso elemen-

tare servendoci del procedimento di Dirichlet-Riemann, relative al teorema di

unicitk per I'equazione di Laplace (').

In particolare io credo che i nostri metodi siano atti ad esaminare se per una

data equazione si pu6 accertare che questi teoremi sono veri per un campo sufficien-

temente piccolo; e che forse, approfondendo le disuguaglianze che occorre stabilire

in questo indirizzo di ricerche, si potr^ passare dalle equazioni lineari alle equazioni

non lineari od almeno a quelle lineari soltanto nelle derivate di ordine massimo.

APPENDICE

§1-

Snlla costruzione di funzioni

che su nn contorno soddisfanno a certe condizioni date.

In questo § io mi propongo di dimostrare i teoremi che nel corso del lavoro

furono usati relativi alia possibility, di costruire funzioni le quali soddisfacciano a

date condizioni al contorno. Per quanto questi teoremi siano molto intuitivi pure

essi hanno ufiScio cosl essenziale nei ragionamenti che precedono, che non ho stimato

opportuno esimermi dal dimostrarli minutamente.

Seguir6 perci6 i metodi di media usati da Levi Beppo nelle sue ricerche sul

principio di Dirichlet ('). Nei primi quattro numeri ho studiato alcune operazioni

(') Non ^ forse privo di interesse Tosservare che quella da uoi data h la piu larga estensione

di detto ragionaraento: che cio^ esso, almeno senza profonde modificazioiii uon si puu estendere

alle equazioni di ordine snperiore al secondo in piJi di due variabili.

(^) Beppo Levi, Sul principio di Dirichlet. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,

tome XXII (1906). Cfr. specialraente il § 5: LVoperazione fumionale : Voperazione di media. In una

inia Nota: Sul probkma di C.iUCHr per le equazioni lineari in due variabili indipendenti a

caratteristiche reali (Rendiconti dell'Istituto Lombardo, 1908, nota II, § VI), ho gii usato di for-

mule molto analoghe alle attnali. Le considerazioni la usate si trovano qui, conveuientemeiite mo-

diticate e completate, riprodotte al n. 4.
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funzionali di media, nei nn. 5 e 6 ho risolto il pioblema nel caso semplice in cxii

11 contorno sia una retta o un tratto di essa; nei successivi ho mostrato come a

questo caso si possa ricondurre il caso geuerale.

1. Si consideri nel piano ssy una striscia S limitata dallasse delle y e da una

sua parallela: eventualmente S pu5 coincidere col semipiano. Sia data in S una

funzione <f{xy) la quale ammetta le derivate dei primi g ordini finite e continue.

Consideriamo le funzioni

Se g>(xy) ammette la derivata prima rapporto a,d x {g'^ 0). si ha per I'ope-

razione l/if I'identita:

(2)
_ (/ -I- 1) i,y + y(^y) _ _L-

y ^1 y)= ^i,^^^ :

identita che immediatamente si ottiene per mezzo di una integrazione per parti.

Si ha facilmeute derivando (1) e tenendo conto di (2):

^M_ l+i.„ , l^„..,.^ J_.J^M ossia ^^ = I;..
^

(3)

h<p ^£l.
,

1 r ^ X 1 (^ v\
1)X ,v "^ '

0- L 2'*''\2^;j l>x 1)X

^Ity __T 2£

La prima delle (3) vale anche se g= i) e cioe se y non ammette neppure

derivate prime; la seconda e terza valgono solo se esistono le derivate di y. Piii

in generale dalle espressioni precedenti segue che li(f ammette almeno le derivate

dei primi g ordini come la y) : ed anzi dalla prima delle espressioni date sopra per

la derivata rapporto ad x segue che esistono anche tutte le derivate di ordine ^ + 1

fatta eccezione al piu per ^
— - . E precisamente si avr^ in generale

:

lix' Hy^
'*'

lix' -lyi

(4)

X '*'"'
Dor^'V "^ X

li'-'(f>{xy)

- Da'-' -iyi 2'** 7).r'-' 'iy

Le due espressioni di qneste derivate valgono entrambe se t ^g; per l=zg -\-\

e ; 4= (^ vale solo la seconda.
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2. Sia ora tpAxy) una funzione che in S ainnaetta le derivate dei primi g or-

dini finite e continue, ed anche le derivate di ordine g -\-\ fatta eccezione per la

riamo le funzioni definite da:

g+T ^^ P^'^' '^^'^^ appunto e la 1(9 studiata nel uumero precedente. E conside-

(5) 3itf,ixy) = -— \ ^,{xT]){t] — y)>dri.
J * y

Se y>i{xy) ammette le derivate prime rapporto ad y (se cio6 5'>0) si ha per

Ji I'identitk

(6) - (/ + 1) Jjy.(^y) + ^.(a^ y-{-x) = :rJ,..^^^ ,

'>y

identity che facilmente si ottiene mediante uu'integrazione per parti. Segue allora

derivando (5) e tenendo conto di (6):

(7) =J,.,^+ J.?^,
l>y lix

iy X

' ^y

Anche qui le prime due espressioni di queste derivate valgono anche se ^ = 0,

le due seguenti valgono se ^ ]> 0. Piii in generale segue dalle (7)

:

(8)

la quale vale per t :^g; mentre per t = g -\- 1 si ha

:

11
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che vale per i^O; mentre si lia semplicemente

^^^)
^y9^^ =^^L~ '^^ ^j^^ J'

Dalle quali risulta che nelle ipotesi fatte relative a (pi{xy) la funzione Jitfi

ammette tutte le derivate dei primi g -\-l ordini.

3. Ci5 posto, sia (p{xy) una funzione fiuita e continna insieme colle sue deri-

vate dei primi g ordini all' interne di S

.

Consideriamo anzitutto le funzioni:

y"'(a;«/) = 2JoIoy =K(p{xy)

(f'^^xy) = 2 J„T„ y"' = K^ (fixy)

y'" rappresenta la media dei valori di y nel rettangolo di vertici {xy) , {x y -^ x),

lo" 2/) ' i'^y "1" ^) '
y*" "^ media dei valori di y'"; ecc. ..

Dagli studi dei numeri precedenti segue evidentemente che la funzione y'"(xy)

ammette all' interno di S le derivate dei primi g -\-l ordini, finite e continue,

<f<"(a;«/) quelle dei primi g -\-2, y'" (xy) quelle dei primi p' + 3, ecc.

Studiamo le funzioni (11) neU'intorno dei punti dell'asse delle y. Osserviamo

perci6 che se una funzione ^(xy) e funzione finita neU'intorno del punto (O^/i) anche

lit//, e Jitp sono funzioni finite neU'intorno del punto (Oy,): e che parimenti se

tp{xy) diviene nel punto (O^/i) infinita di ordine < ;« (o logaritmicamente) (') anche

le funzioni litp ,3i^i non possono divenire infinite di ordine > /* (e piti che loga-

ritmicamente). Ed infine che se ^{xy) e funzione finita e continna nel punto (O^i)

si ha che

lim i,V'(.2/) = y:pY[i-2^]v(OyO
(12) ^-'jy-V' '

— —

'

lim :ii^p{xy)= Yj-rxp(Oy,) .

e quindi si possono prendere i valori scritti nei secondi meinbri di queste uguaglianze

come valore di liil)(xy) ,Jiip{xy) nel punto (Oy,).

Segue da queste osservazioni che se (p{xy) e continua nel punto (O^i) lo sono

pure y/"(a;?/) , 5p'"(«y) . . . e che di piti si ha:

(13) y(0 , y,) = y'"(0
, yO = y"'(0

, //,) = y<"(0
, y.) = • •

•

E se si suppone di piii che le derivate dei primi g^ <^g ordini di <p{xy) siano

finite e continue nei punti (Oy,) dalle formule (4) e (8) segue che lo saranno pure

(') Iiifinito principale essendo al solito rinversa, ilella distauza.
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le derivate dei primi ^, ordini di ^'"(r?/) , y"'(^:?/) , . . . ; ed avranno per limito

delle combinazioni lineari delle derivate dello stesso ordine di <f{xy).

E piij in generale se la funzione <f{xy) 6 tale che le sue derivate k''""^" diven-

gano in (Of/i) infinite di oidine < m^ (o logaritmicamente) le derivate k'"""' di (}'"{xi/),

q>'^"{xy)

.

. . sono tutte in (Oij/,) infinite al piii di ordine m„ (o logaritmicamente).

Infine se noi supponiamo di sapere che le derivate di ordine A <. ^ di (f(ci:j/)

sono finite anche neU'intorno dell'asse delle y, o che vi diventano infinite come

— ma non sappiamo nulla siille derivate (k -\- ly , (k -\-2}\ . .
. ,

possiamo tut-

tavia asserire per le (4), (9), (10) che le derivate {k-\-lY di y*"(a:?/) divengono

infinite al piii come -^^77, che le (A+ 2)" di y'"(a;«/) divengono infinite al piii come

Affatto analoghe sono le propriety delle funzioni:

(14)
2 -1

(^^g^
^".'"(xj/) = K"'> y'l'^ta-y) = K'"" y(a:2/) , . .

.

le quail non differiscono dalle (11) che per un fattore e si riducono a quelle per

k= 0.

Ma dalle (4) (8) e (12) si deduce di piu per quest' ultime funzioni che, se la

9i{xy) si annulla suU'asse delle y insieme colle sue derivate di ordine <. A— 1

(e quindi anche insieme colle sue derivate di ordine h che contengono una deriva-

zione almeno fatta rapporto ad y) anche le yi'""
,
y*""

, .,. . si annullano insieme

colle loro derivate dei primi h — 1 ordini, e che per 1' unica derivata h"'""' diversa

da zero suU'asse delle y si ha:

\ ax /a=o \ aX /ofco \ 1)3 /a;=o

4, Analogamente eonsideriamo la funzione:

(')

(16) »".'"(a;y) = ^,^. _ ^
X Jol.y(a^y) = W^'<f{x,j) (h^g).

Potremo anche scrivere:

Ancora quindi all' interne di S la y"''"(xy) avrk le derivate dei primi g -\-

I

ordini tosto clie la fixy) ha le derivate dei primi g ordini. Ma di piii si ha evi-

(') Le (15) si riducono alle (12) per h = 0.
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dentemente

:

^ ' D^<V ^+lL 'ix^^'Hif
' IJX^V J'

Onde segue immediatamente dalle propriety trovate sopia per la 5p"''"(a;y) e

dalle formnle dei nn. 1 e 2, che:

1°) Se la funzione <p{xy) ha le derivate dei primi gi :^ g ordini finite e con-

tinue in un punto (O^i), la y"''"(a;«/) ammette le derivate dei primi gi-\- I ordini

finite e continue nel punto (Oyi). E se le derivate di ordine /c di g){xy) divengono

neir interne del punto (Oi/i) infinite di ordiue ?»)j (o logaritmicamente), le deri-

vate di ordine A -]- 1 della y"-'" divengono infinite di ordine al pid uguale al mag-

giore dei due numeri Mh — 1 e mn-i (o restano finite).

2") Se la funzione g>(x) e nulla insieme colle sue derivate dei primi h— 1

ordini suU'asse delle y, la funzione y"-'" e nulla insieme colle sue derivate dei

primi h ordini sull'asse delle y (e quindi anche insieme colle derivate di ordine

h-\- I che contengono almeno una derivazione rapporto ad y) ; ed inoltre si ha

:

fi chiaro come di analoghe propriety godono le:

(16)"' g.".'"(a;y)= H'"*" g,'*'^^{xy) = H'"*" H'"*" H*"' (p(xy)

In particolare la (18) d^ luogo alle:

5. Premesse queste considerazioni possiamo risolvere con tutta generality 11 pro-

bleraa seguente: Siano date sull'asse delle y t -\-\ funzioni xp^{y)
, yp\[y) , ^tiy) , •••

-,

^i{y) e si suppouga che esse siano generalmente finite e continue e che rpi ammetta

le derivate generalmente finite e continue, fino all'ordine g — i. Colla parola gene-

ralmente intendiamo dire fatta eccezione per un numero finite di punti in cui la

derivata {k— /)««mo
di y,- diviene infinita di ordine ^.m^ (o logaritmicamente).

^ da costruirsi una funzione \}j{xy) tale che nei punti del semipiano (od in una

striscia S) a destra dell'asse delle y — e non appartenenti all'asse medesimo —
abbia le derivate finite e continue fiuo a quell'ordine G che piil ci place, e che sul-

l'asse delle y soddisfaccia alle condizioni:
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ammetta anche suUasse delle y tutte le derivate Unite e contioue fino aH'oidine g,

fatta eccezione dei punti in cui le funzioni assegnate divengono singolari dove tutte

le sue derivate di ordine k possono divenire infinite, ma di ordine .s. m* (o al piii

logaritmicamente).

fi chiaro che per risolvere questo problema basta risolvere il caso particolare in

cui sia assegnato che la fnnzione yp{xtj) deve ridursi a zero insieme colle sue deri-

vate dei primi t — 1 ordini mentre la derivata —
,

'^
deve per x = prendere

valori assegnati ilhiy)- Poich^ la funzione corrispondente al caso generale si pud com-

porre per sorama di parecchie di tali funzioni.

Di piu. ove la funzione xpiiy), o le sue derivate, avesse i( punti singolari, si

potrebbe porre \ptUj) = V'l''(»/) + ¥t^^(y) H -f- '/'c^'My) colla condiziono che \pf(y)

e le sue derivate abbiano solo singolariti neiri"'""* punto, per ricondurci al caso in

cui la fauzione »/'((//) ha un solo punto singolare ; lo chiameremo 0.

Posto il problema in questo modo, noi comincieremo col costrurre una funzione

q){xy) la quale prenda sull'asse delle y i valori di yptiy), abbia in lo stesso com-

portamento di y-hi^cy), ed ammetta nel semipiano le prime g — t derivate. Basterk

perci5 procedere ad esempio nel modo seguente. Si descriva il fascio dei cerchi di

centi-o e su ognuno di essi si interpoli linearmente tra i valori che sono assegnati

nei punti in cui esso incontra I'asse delle y: si otterrk evidentemeute una funzione

che gode delle propriety volute.

Partendo da (p{xy) si costruiranno poi le funzioni ^"^= H'"y
,
y"' = H'*' H*"^),

. . . ,
y"^= H"' H"-"

. . . H<"y ;
per le propriety degli operatori H dimostrate nel

n. 4, r ultima di queste funzioni avrk le derivate dei primi g ordini nel semipiano S,

sark nulla colle derivate dei primi k — 1 ordini sull'asse delle y, mentre la deri-

vata ;***""' rapporto ad x sark uguale alia funzione iptiy) assegnata (form. (IS)*"');

ed e finita e continua insieme colle sue derivate anche sull'asse delle y tranne che

nel punto dove le sue derivate di ordine k divengono infinite di ordine non mag-

giore di m* (o non piii che logaritmicamente).

Ed inline per i risultati del n. 3 basterk poi porre:

\lj(xy) = ^^""-s^^'ixy) = K«'«-?H<''H"->' . . . W^<f{xy)

perche la funzione ^{xy) cosi costruita, conservando le propriety al contorno volute,

abbia nei punti interni al semipiano le derivate dei primi G ordini finite e continue.

Onde resta risoluto il problema proposto.

6. Completiamo quanto precede con due osservazioni.

OssERVAZiONE I. — Abbiamo fin qui supposto che i dati si riferissero a tutto

I'asse delle y. E chiaro che ove invece le funzioni ipoiy) , </'i(^) > *piiy) ' • • fossero

date solo sopra uii segmento deH'asse delle y basterebbe prolungarle conveniente-

mente per ridurci al caso precedente.

OssERVAZioNE II. — Suppouiamo che le funzioni assegnate dipendano oltre che

dalla y anche da un certo numero di parametri fii , fi^ , . . . , jXp-. scriveremo dunque

V"'(y ; jtti ,fit,..., Up), al posto di V"'(y)- ^ supponiamo che in un certo campo J
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di variabilita per le /i

,
queste funzioni e le loro derivate lapporto a y considerate

sopra siano funzioui finite e continue delle fi, oppure amraettano le derivate del

primi d ordini rapporto alle fi , oppure siano regolari analitiche, oppure, ecc. E fa-

cile vedere che la V-'(^y) ^^ °°' costruita considerata come funzione dei parametri (i

gode delle stesse proprieta. Invero la cosa e evidente per la funzione <fi{xi/) da noi

costruita nel numero precedente. B siccome la rp si ottiene poi da questa operando

colle H , e colle K , e queste operazioni di integrazione mantengono evidentemente le

propriety di continuity, di derivabilitk, di analiticita, e simili rispetto ai parametri ju,

che possedeva la primitiva funzione, risulta evidente I'enunciato.

7. Perd il problema che si presenta nel corso del nostro lavoro non consiste

propriamente nel determinare una funzione che assuma valori assegnati, insieme con

un certo gruppo di sue derivate sull'asse delle j/, ma bensi sopra una curva chiusa y

limitante un campo C. Ci riporteremo facilmente da questo a quel caso con alcuni

semplici artifici.

Supponiamo che le equazioni:

X = x{s) y = y{s)

le quali determinano y, ammettano le derivate dei primi g -\- I ordini con ^ >-

1

finite e continue. Si potrk allora, staccando su tutte le normali un segmento « infe-

riore al minimo raggio di curvatura, determinare entro C una corona Ci aderente alia

curva y tale che in essa possano assumersi quali variabili coordinate di im punto P
la lunghezza n del segmento della normale (unica) a y passante per P ed il valore

di s nel punto in cui questa normale incontra C . Le coordinate di un punto xy di Ci

saranno date in funzione di n ed s dalle

(19) a;(M , s) = a;(s) + «»/'(«) y{n , s) = y{s) — nx'{s).

Le (19) dknno cosi delle formule che servono a rappresentare la corona C, nel

piano xy su un tratto della striscia S compresa fra le rette n = , h = a del piano

n,s. E le formule di trasfoi-mazione (19) — e le loro inverse — ammettono deri-

vate finite e continue anche sul eontorno di ordine <. g.

Possiamo sostituire ancora le variabili « , s con una coppia di variabili «i Si

tali che ancora risulti il campo Ci od una sua parte rappresentata in una striscia

limitata dalla retta «i=0, e, restando i valori delle derivate di ordine <.p di

x,y rapporto ad Wi , Si , su Wi = uguali a quelli di a; ed «/ rapporto ad ?t,s,

air interne del campo C, esistano anche le derivate dei primi G >: ^ -}" 1 ordini.

Infatti si costruiscano due funzioni ^{ti , s) r^{n , s) che sull'asse n = prendano

insieme colle loro derivate di ordine <. g gli stessi valori di x{n , s)
,
y{n , s) e delle

loro derivate rispettivamente: e che entro S ammettano le derivate dei primi G or-

dini. E si determinino le WiSi mediante le equazioni:

(20) a?= ?(«,,«,) y = »,(«!, Si).
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Queste ci dinno le variabili xy in funzione di «, , «i , e viceversa m, , s, in fiiu-

zioue di ^ ed «/ iu modo che qiiando xy e entro C, sia queste fonnule quanto le

formule inverse ammettono le derivate dei primi G ordini; ed inoltre ai punti (-xy)

sulla curva y corrisponderanno evidentemente punti deirasse k, = 0, e in questi

punti le formule di trasformazione ammetteranno le derivate di ordine j?= ^ ed avian no

gli stessi valori delle derivate delle funzioni (19).

Impiccolendo Ci si potrS, prendere in esse un campo CI che nel piano in cui

sono variabili coordinate «, ed s, sia rappresentato in un pezzo della striscia S|

compresa fra «i = ed /2i = a,

.

Concludeiido, noi possiamo sempre trovare in C una corona C! aderente a y, la

quale possa rappresontarsi su un piano «, Si in un tratto della striscia S, compresa

fra «i = ed Wi = cr, ;«i = rappresentando 1' immagine di y. E possiamo fare

in modo che le formule di trasformazione che d&,nno xy come funzioni di Si iii (e vi-

ceversa) ammettano all' interno di CI (e di S,) le derivate dei primi G ordini finite

e continue, e sulla curva y (e suU'asse Wi = 0) abbiano le derivate dei primi g

(l)'ic \ / "S'a; \—;—
-1 =1 — -)m iis{ /„,=„ \ 7)w' 7)s-' /„=(,

Diremo yi la curva che con y limita CI e cioe la curva corrispondente alia

retta «i = «! ; la curva yi sara data da funzioni della forma

:

a;= 7r,(Si) y = 7r,(«,)

le quali ammettono le derivate dei primi G ordini.

8. Cid posto siano assegnate sulla curva y t funzioni \po{>i) ,xpi{s) , . . . ,xpt[s)

finite e continue, e tali che V,(s) ammetta derivate generalmente finite e continue

dei primi g — i ordini, fatta eccezione per uno o pid punti singolari in cui le de-

rivate di ordine k divengono infinite di ordine m^i. E si voglia costruire una fun-

zione ^{xy) finita e continua insieme colle derivate dei primi G ordini entro C,

e tale che esistano le derivate dei primi g ordini anche su y e che precisamente

su y sia '^{xy) = Vo(s)
.

i
= V'l*) ^ "he le derivate di xp di ordine k abbiano

oil

solo dei punti singolari nei punti di y ed ivi divengano infinite di ordine ^^rrin-

Perci6 cominciamo dal prendere una qualunqne funzione li[xy) finita e continua al-

r interno di C insieme colle sue derivate dei primi G ordini. E nel campo C — CJ

poniamo ^|{xy)= Hxy).

Mediante la trasformazione del numero precedente il problema e allora ridotto

a costruire una funzione xp()h *'i) nella striscia S limitata dalle rette «r = , Wi = «,,

la quale ammetta entro S, le derivate dei primi G ordini, prenda insieme colle sue

derivate di ordine <.(/ e <.G valori assegnati rispettivamente sulle rette Ki = 0,

«i = «i , ecc.

E tale problema si potr^ spezzare alio stesso modo che nel n. 5 in una serie

di problemi del tipo seguente: costruire una funzione ^"''(«i,Si) che ammetta all' in-

terno di S] e sulla «, = «! le derivate dei primi G ordini, si annulli insieme colle

sue derivate dei primi h — 1 ordini su «i = 0, ed /?, = a,, mentre le derivate r""*



rapporto ad «, di ordine h abbiano valori assegnati, e suUe rette Ki ^ , «i = a,

abbiauo il solito compoitamento giSi piii volte descritto.

Nel caso geneiale si costruiscano come si mostro al n. 5 due funzioiii:

le quali soddisfacciano rispettivamente alle condizioni imposte sulle rette Wi=0,
K, = «i ed esistano rispettivamente a destra di Mi = ed a sinistra di «, = cti

.

La fuDzione

?>""(% s.) =-[_- wn>h s.) +
^"'~"'^''

wi'\-'h «.)]

soddisfera evidentemente a tutte le condizioni imposte.

OssERVAZiONE. — Se le funzioni assegnate al contorno y dipendono da certi

parametri, ma sono funzioni finite e continue, o derivabili od analitiche, ecc, di

tali parametri, le funzioni da noi costniite in C dipenderanno da questi parametri

e saranno ancora funzioni continue, o derivabili, od analitiche, ecc, di essi come

evidentemente risulta dall'osservazione II del n. 6.

9. — Tutti gli sviluppi precedenti valgono pure quando si tratti di campi a

pill di due dimensioai, e di funzioni in piil di due variabili.

§. n

SiiUe derivate del teniiine complementai-e della formala di Taylor.

1. Sia x{s) una funzione finita e continua insieme coUe sue derivate dei primi

m ordini: f(o') il valore di essa nel punto ff; si ha:

?(ff) = x{s) + x'{s) {a - s) +. ^ x"(s) (ff - s)» + . . . +
(1) 1

1

+ (IZTT)!
^"'""(*) C' - «)'"' + ^ ^"(^

;

<r) («r - s)\

dove Xh{s ; c) e uguale al valore della derivata A"""" di x in un conveniente punto

intermedio tra sec. Mi propongo di dimostrare che la fumione Xh(s ; o) ammelte

le derivate le quali non contengom piP, di m — h-\- 1 derivationi rapporto ad s ,

nl' pif/ di m rapporto a g; e che quelle di tali derivate che sono di ordine

-S. w — h, sono finite anche per s = c, mentre quelle di ordine k^ m — A di-

vengono infinite di ordine k— m -\- h al piU.

Da (1) segue:

Xh(s : ff) ==

(2) ?(<r) -x{s)- x'{ff-s)- 1 x"{s) (a-sy ,-^-^T, ^"-"(s) (ff-*)"-

(a-s)"
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E poiche f ha le derivate di oxdine <. w , a; ,»:',...

, x"^'* hanno le derirate

di ordine <. »« — h ~{- 1 , no segue la prima aftermazione.

2. Per provare la seconda parte incominciamo dal caso in cui m = h.

Se m =: A = 1 si ha da (2):

f —

X

:c,is;a) = -^_^

E quindi si ha:

1>x:{s ; tf) ^ — x'jff— s) + (g— a:)^ x.js ,a) — x'

Is (ff— sY a — s

liXi(s;(S) ^ r(g— g) — (?— a;)^ t' — x,{s; a)

DO- (ff— s)" ff— s

Vyi(s ; tf) ^ 1 p;3xji(sj_ff)

_ t + x'— 2x,(s\<s)

{a-sf

[^-(•^-^)-(-'(^;<^)—
')]
=

e tali formole dimostrano I'asserto.

Supponiamo il teorema dimostrato per m = h<.i— 1 e dimostriamolo per,

m= h= i.

Si ha ancora da (2):

us

= »•
(ff— s)'-^'

_ — a;"'(s) + a^t(s ; o")
-^— z •

<y — s

da cui lisulta che questa derivata prima di a:,(s;ff) diviene infinita di ordine ^l.
Inoltre ricordando che aualogamente ad (1) e:

r(<r)= x'is)+ x"{s) {<r-s)+l x"Xs) {<T-sr + ...+

(4)
1 1

+ (732y!
^""'^«) ("^- *)'"+ (TZTiyy ^'.--(^

;
«^) ('^- «)*-'

si avri:

a;i,.--i(s;ff) — :yi(g ; g)
J-

a — s

12
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E dalle formole (3) e (5), ricordaudo che per (3) ^i,i_i{s ; er) e il termine cora-

plementare per una funzione per cui m= h^=i— 1 , segue per induzione completa

I'asserto del n. 1.

8. Passiamo a studiare il caso generale. Ammettiamo ancora ditnostrato il teo-

rema per m— li:^j— 1 , e dimostriamolo per m — h = j.

Osserviamo allora che confrontando le formula di Taylor (1) e (4) con quelle

che si ottengono prolungandole ancora di un termine segue, ponendo di nuovo h al

posto di i:

Xh{s ;
a) = x'^\s) + Yin ^-''*'(« ; <^) (<^— «)

a?i,fc-i{s ; 0") = «""(«) + ^ Xi,h{s ;
ff) (ff — 5)

.

Con ci5 le (3) e (5) dinno:

IXhjs ; g) h

i>s
~ ;,_,.i^-.(^;'^)

E basta osservare che 3:^+1(5; ff) , a;i,),(s; ff) sono termini complementari in svi-

luppi di funzioni per cui la differenza m — h vale / — 1 , e che quindi per essi

gi^ si ammette valere il teorema da dimostrarsi, per dedurre dalle (6) che il teorema

e vero sempre.

§ III.

Sulla derivabilitk delle solazioni

di certe eqnazioni integrali oiuogenee.

1. Nel § IX n. 38, pag. 63, ci occorse di affermare che le solazioni dell'equa-

zione (9) hanno, almeno quando si costruisca convenientemente la funzione compen -

satrice, le derivate dei primi 2n. ordini rapporto ad x,yi finite e continue in C e

su Y- Tale affermazione vogliamo qui piii ampiamente giustificare: essa ha la sua

origine in certe propriety di una particolar specie di integrali che comprendono come

casi particolari gli ordinari potenziali logaritmici di strato e di superficie. Nei nn. 2-7

tratteremo di queste propriety, nel n. 8 mostreremo per qual via si connettono col

teorema che vogliamo dimostrare, nei nn. 9-13 infine si mostrer^ che 1' integrale

che compare nell'equazione (9) e del tipo studiato.
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2. Diremo nel seguito che una funzione f(s) o f{'jy) di una o due variabili

e regolare (') in un ceito campo perfetto ad una o due dimension! quando esistono

due numeri positivi a g X tali che si abbia, quali che siano s, ed St, od (o^it/i)

,

(0:2,^2), nel campo assegnato:

\f{s^)-f{s^)\<ar\s,,s,)

I

/(xiy,)— f{xt^ji)
I
< ar^ix^y, ; x,y,)

,

dove r(si ; Sj) , r(a;iyi ; iCjj/j) indica al solito la distanza dei due punti rappresenta-

tivi di Si , Sj {xiyi) , {xsy^)- Si noti che A sarS, in generale -< 1 ; inoltre si osservi

che si suppone il campo perfetto, in altri termini, che si vuole che siano soddi-

sfatte le (1) anche sul contorno del campo.

Similmente in quanto segue, quando diremo che f{s) /"{xy), ha derivate inten-

deremo che il contorno del campo non sia escluso; ben inteso che tali derivate nei

punti del contorno non saranno le derivate nel sense ordinario, ma solo quelle otte-

nute confrontando i valori sul contorno coi valori nei punti interni al campo (deri-

vate a destra od a sinistra nel caso di una sola variabile, secondo le direzioni volte

verso r interne del campo nel caso di due variabili).

I campi ed i contorni che noi consideriamo godono sempre delle propriety sup-

poste al § IV.

Con ai , «i , ... indicheremo nel seguito delle costanti positive, e similmente con

A' , X" , ... delle costanti positive <[ 1.

3. Consideriamo le funzioni

Y(xy) =
I

log q(ff ; xy) t{<f ; xy) w{a) da
Jy

(2) W{xy) = fj^ ^(1^) »i^V ; %) «'(?'?) d^ d^ (')•

\]{xy) = jj log
I

s(fij ; xy)
\

©(?
i? ; xy) w{^ri) d^ di]

In questi integrali g indica una delle solite gj, si e tralasciato grindici per

semplicitk di scrittura; esse soddisfer^ quindi alle disuguaglianze (3) di pag. 22. Le

(') La denominazione h adottata dal Korn, Lekrbuch der Potentialtheorie, Bd. 1, pag. 388;

Bd. 2, pag. 322.

(") Facciamo a(ir}) ^ i, ©(fi? ; xy)= 1, Mixy) h il potenziale logaritmico di superficiej facciatno

ancora tt{a)^i . t(a;a;y)=l ed indichiamo con c^z la parte reale di z, sark

t^'\'{xy)= h\ logs(<j;a;.v)w(o)rf<i+ J I
^og ^^i" ;

xy) w{a) da

il potenziale logaritmico di sirato dovulo alia liiiea y; ed anche per «(fj?) = i , e(i^;xy)= l sara

?KVf(xy) = y- \ \ogr(?i];xy)w{^ti)did>}

la derivata di uu potenziale logaritmico di superficie.
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t [a ; xy) , fl(?'^ ; xy) , 0(f »?

; xy) rappresentano funzioni finite e continue coUe loro

derivate dei primi g ordini : w['J) , wl^i?) sono infine funzioni finite ed integrabili

8U cui faremo tosto ?arie ipotesi. Per determinare completamente tali funzioni oc-

corre ancora chiarire il significato dei logaritmi che vi compaiono: per log|g| che com-

pare in U(:ry), intenderemo la sua determinazione reale; per \og^{a\xy) che com-

pare in \{xy) intenderemo che fissata per un punto x^y^ di C ed uno di y ad es.:

(T= una determinazione del logaritmo lo si determini per continuita in tutti gli

altri ; talche la funzione log 15(0' ; xy) venga ad essere una funzione flnita e continua,

tranne per <r = dove ha un salto.

Aggiungiamo fin d'ora I'avvertenza che tutti i ragionamenti che seguono valgono

pure neir ipotesi piii limitate che le funzioni t , ,& abbiano sempre le derivate

dei primi g ordini per rapporto a xy, ma rapporto a ff, fj; soddisfacciano alle

sole condizioni che via via si faranno per le funzioni w{a) , w(^>]).

4. Valgono per queste funzioni le proposizioni seguenti :

Lemma 1°. Se w{(f) e w{§rf) sono limitate e g ^l\, N{xy) e W{xy) sono re-

golari in C {e su y).

Dimostriamolo ad es.: per Y{xy). Chiameremo to 11 limite superiore di |?<'(o')]:

\w(o)\ :< tc . Supponiamo anzitutto t{<T ; xy) == 1.

Si determinino due costanti A'<; lea tali che quali che siano i punti (Xiyi)

ei {x,yi) di G sia R= ar^'{xiyi yXiy,)'^ r{Xiyt ,Xtyi). Pissati poi due punti

P, ^(a;,«/i) e P2;^(a;8yj), con centre il punto medio di Pi Pj si descriva il cerchio

di raggio E , e si divida y in due parti :
1' una y' formata dei punti interni al cerchio,

I'altra /' dei punti esterni: / y' possono eventualmente mancare. Si chiamino

Y'{xy) , y{xy) gli integrali analoghi a V(a;y) estesi a / e y". Sara Y{xy) = T{xy) -\-

+ r'{xy).

(3) |V(xiy,) - V(,r,y,)| < |V'(x,yi)|+ |V'{a;,y,)l + |V"(a;,y.) - T'{x,y,)\.

Per valutare quest' ultimo termine si osservi che i punti di y" distano dai punti

del segmento P, Ps piii di R — ^^•(iCiyi ; .Xjys) > I R; quindi, ricordando che le

derivate di logcriff ; xw) rapporto a a; ed « sono ; r, — — :, e che

valgono le (3) di pag. 22, si avr^ che per a appartenente a /'

I

log g(<r •,x,y^ — log g(ff ; x^y.) |< a, - '^'^^''-^'^ < air"'^'{x,y, ; :c,,ys)

.

"2

Quindi se y come al solito indica la lunghezza di y

,

(4) |V"(a;,y,) — V"(a;j?/j)i< a2wy?"-'''(a?,i!/i ; x^y^) = a3?'''^'(^i»/i ; Xty^).

Quanto a y{xy) osserviamo che, grazie alia (2) del n. 15 (§ VI, pag. 25),
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possiamo aft'ermare che la lunghezza di / 6 inferiore a 2 -=; {') : onde segue

:

(5) |V'(xiy,)|< a^ w R log R < a^ r^"{x,y, ; Xiyi) ,

X" indicando un numero arbitvariamente fissato <C i-'. Analogamente

(6) |V'(aj,2/,)|< «5 r^"{Xiy, ; x^yi).

Da (3), (4), (5), (6) segue la regolarit^ di N{xy).

II teorema si estende subito al caso di <4=1. Basta osservare che

I

V(a;,2/,) — V(a;ji/,)
|

<
J

log 5(0' ; x^y,) t(a \x,y^) w(a) da —

—
( log =;(<^ ; a;,2/j) t(<s ; a;iy,) w{a) do -\-
Jy

la prima differenza e del tipo studiato or era quando come w{a) si prenda t(o ; x,?/,) w(tf);

neir integrale residue 1' integrando e, grazie all' ipotesi che t{a ; xy) abbia derivate

prime finite e continue almeno rapporto a xy{g =^ 1), sempre inferiore numericamente

ad una quantity della forma a(,r{xxy\\Xiy%)\(^<gr{<s \Xty^, e quindi 1' integrale

stesso e inferiore ad un'espressione del tipo a-, r^Xxy^ ; x^y^. L'analogo per W(a:y)

:

solo che nell'eseguire lo spezzamento del campo il raggio R = a i''-'(a;iyi ; a^^j) deve

prendersi con A'< \

.

Lemma 2°. Se w{ti]) e limilata e g ^s.\, 'U{xy) ha derivate prime finite^ con-

tinue in G e su y, che si esprimono per meszo di futisioni W(xz/) e U(a«/).

Infatti, indicando con q^ la quantita complessa coniugata di q, si vede subito

che si ha ad es.

:

w - 1JJc goWi^)
"^^^^

' 'y^ <^^^ -^'^^ '' '^+

+JJ^log U^n ; xy)\
^^^^^ll

rvi^ri) d^ dr,

.

I due primi integrali sono integrali W; il terzo e un integrale U. Analoga formula

SI ha per — .

(') y pu6 eventualmente consistere di parti staccate; la somma delle lunghezze di queite

h sempre <

di nn solo pezzo.

E
parti fe sempre <2— : perf) qtiando {xty^) e {x^y^) sono sufficientemente vicini a y, esso consiste
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Lemma 3. Se w{a) , w{^r]) lianm derivate prime e g ^l V(^y) e W{xy)

hanm derivate prime finite e continue, le quali si esprimono come somme: 1° una

famione cJie ha finite e continue le derivate il cui ordine non supera g, ne 2n; 2° di

funsioni del tipo 'V{xy) , ^(xy) , V{xy) in cui le funzioni che hanno I'ufficio delle

funzioni t ,9 ,0 ,w sono composte colle t ,0 ,w primitive, colle loro derivate

prime, colle ^{a)
,
ij(<r) , «(?»?) e colle loro derivate prime e seconde.

Incominciamo dalla Y{xy). Si ha per (xy) interne a C:

II primo integrate e gia del tipo di Y{xy). Quanto al secondo si ricordi che e (for-

mule (32) e (33), pag. 33)

/g^
-a log s(g ; xy) ]__ 1

7)ff glff ; xy) /S(ff ; xy)

con

^^^
^^'''''^^^T{<r) + a'{a)(^ia)-x)

r{<f) = a{a) r{<r) + r/{a) a'{<r) =^ |'(<r) +^ V'i'^)-

Quindi, portando (8) in (7) ed integrando per parti:

(10)

DV f, , ^r 7)<(ff ; xy) , - ,

-=j^logg(«r;x,)L—^^Wer) +

+ ^ {tiff ; xy) w{a) a(ff) /S((r ; xy))l da .

Occorre notare che la funzione §{a\xy) e, almeno se si suppone il campo C,

e quindi pure y, sufficientemente piccolo, sempre tinita insieme colle sue derivato di

ordine <. 2« : poiche se indichiamo con «' il massimo valore assoluto di a'(ff) il de-

nominatore di (9) e sempre superiore a „
,
-r— ar{ff ; xy) e quindi diverse da

u
zero se la massima corda di C e quindi r{a;xy) sono minori di ———', in

(M -f- 1) a'

tali ipotesi quindi la derivata di ^(xy) si esprinae mediante una funzione V(a;y)

del tipo voluto.

La liraitazione che C e y siano sufficientemente piccoli e per6 inessenziale.

Invero ove non fosse soddisfatta, si costruisca una funzione ^(ff ; xy) la quale quaudo
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<r h entro il cerchio di centro (o:y) e rageio « <r n

—

coincida con 8(a • xv)
«'(M-f 1)

^

e sia del resto finita e contiuua insieme colle sue derivate di ordine <. 2« in tutto

11 campo : cosa che, secondo quanto si vide nel § I dell'Appendice, si potri sempre fare.

Potremo allora sostituire la (8) colla formula seguente:

-, . 7) log c(a : xy)
, ,,= /*(ff ; xy) ^

t,^
" + S(<f

; xy)

,

dove la funzione 6(a ; a;?/) sarS, una funzione sempre finita e continua insieme con

tutte le sue derivate dei primi 2w ordini rapporto a a e zi xy (').

Con ci5 avremo che il secondo integrale di (7) si potr^ scrivere

(11)

I log <^{ff ; xy) — lt{a ; xy) §(<s ; xy) «(ff) w{a)'] da+Jy Jo

+J <^(o' ; a:y) i^Cff ; xy) a{a) w{a) da ..

Ed in questa formula (11) 1' ultimo integrale rappresenter^ una funzione la quale

ammette tutte le derivate il cui ordine non e superiore ne a 5' ne a 2«. Otterremo

quindi infine in luogo della (10) la formula

(11) ^ - j^log z{a ; xy) [j^^^^ ^<c) + ^ [t{a ; xy) J{a ; xy) a{a) u{a))~\^ da

,

dove il segno ~ indica che le due funzioni non differiscono che per una funzione

la quale possiede tutte le derivate il cui ordine non supera g ne 2n.

Passiamo alia W(xy). Dobbiamo, per calcolare le derivate, premettere una tras-

formazione dell' integrale che la definisce. Supponiamo anzitutto 6(f)j ; xy) indipen-

dente da xy: scriveremo al suo posto senz'altro S(Jr;). Si ha

1 ^ aoi^Tj) (^— a;) + >; — y_
<S{^^;xy) \<?(Srj > xy)\*

(12)

_ piog|g^?,;cry)| _ ^^^^^^
l>log|g(?, ; a::,/)|

-| ^^^^^
.

^^^

(') Ed anzi tutte queste ilerivate sono nulle se r(a;xy)<Ze-
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coil

g„(?», ; xy)

E la funzione ^i(hi;ootf), come la /9 data da (9), sar^ finita e continua insieme coUe

sue derivate di ordine < 2« almeno se si suppone il campo C sufficientemente pic-

colo. Portando la (12) nell'espressione di W(yr;/) ed integiando per parti si avrJi

(14)

W{xy) =
I
log jg(ff ; xy)\ e(a) /?,(ff ; xtj) %,{a) w{(t) da —

-Jr

-jj^log Uh-i ; xy)\ |(:^
- «. ^) «(J.?) ^>(J»; ; xy) w^trj) ]^dtdn.

dove per loglgj devesi prendere la determinazione reale.

Ci6 posto, se noi vogliamo studiare la derivata rapporto ad xy della W{xy)

qualunque sia 0(|i; ; a;y) , bastevk derivare anzitutto sotto il segno la fl(Ji; ; xy),

indi fare la derivata residua quasi che la 6{^r] ; xy) fosse indipendente da (xy). Ap-

plicando prima di eseguire questa seconda parte della derivazione la (14), e ricor-

dando le formula (I) e (II), avremo:

7)W CC 1 -h»(^r];xy) ,^ . ,^ . .

Dx JJc<^{^r];xy) 1)X

+ ^log ^(tr
; xy) [^^^^^ »(<^ ; ^v) ^.C*^) H'^) +

+ ^ (/J.(ff
; xy) e{(s ; xy) f„(tf) ^(ff ; xy) (x{a) «;(ff))

J
da+

+ ^log c:,(«r ; 0^2/) [j^^^^^ «{<^ ; -ry) *(«^) ^c{a) +

+ :^ (/?i(<^ ; xy) e{a
; a;?/) F.(ff) ^„(o- ; a-y) «,(*) »(«))! rfc—

-JJ^log|g(f,j;x2/)||(^-«,^j^^i^^^e(f>?;a;2/)«;(rv)|fl;f«!»i+

^ 2J Jc U(^; ; ^2/)
"*^

g.lf*? ; ^2/)J

X |(^
- a. ^) /?i(?i? ; xy) »{l>i ; xy) w{^v) ]^dUv •

Questa formula — come la (14) — e dedotta solo nel case che C sia sufficiente-

(III)
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mente piccolo; ma ore ci6 non fosse, iin ragionamento analogo a quelle fatto per

riguardo a V(a:y) ci permette di estendere la formula stessa a questo caso piil

generale sostituendo fti{^rj;xy) con una conveniente funziono ^ti^rj ; xy).

Ma se ad ottenere le formule (II) e (III) e necessario supporre che tr(^rj) e

ivia) abbiano le derivate prime, e sia g ^.2, per dimostrare che esistono le derivate

prime basta assai meno: poich^ si ha il seguente

Lemma 4°. Se w{ff) e w{^iq) sono regolari e g ^.1 , y(xy) e Vfixy) hanno le

derivate prime finite.

La cosa e immediata per V(a"«/). Infatti, in queste ipotesi vale ancora la (7):

ed in questa mentre il primo integrale rappresenta evidentemente una funzione finita

e continua anche su y, il secondo. se perde senso per (xy) su y, ha tuttavia un limite

determinate e finite quando {x7j) tende ad un puuto s di y in virtii dei risultati

del § VI (n. 19).

Meno semplice e la cosa per '^{h;)- Ma osserviamo che, se si suppone che

0(^7]; xy) non dipenda da (xy) e la diciamo come prima O(^rj); preso un punto jCoj/t

in cui si vuole calcolare la derivate e posto d{xoyo)w{xoyo) = (^oW(, sark per le

nostre ipotesi

1

6(Sr]) ic (Srj) — 6*0 Wo|< as r^^rj ; x^y^)

D'altra parte si pu6 scrivere

W(.,) = ...„JJ^-^^ d^ d, +jl^^ [«(?,) .m - .OH-.] d^ d,.

p Ma il primo degli integrali che qui compaiono ammette le derivate prime in virtti del

lemmr. 3°; mentre il secondo le ammette pure, grazie al fatto che le derivate prime del-

I'iutegrando divengono infinite solo nel punto {^rj)^{xoyo) ed ivi di ordine <.2— X (').

Jl chiaro come la cosa si generalizzi al case in cui dipenda pure da xy col

derivare prima sotto il segno integrale la 6, e poi col fare la residua parte della

derivazione come se la non dipendesse da xy.

I ragionamenti precedent! bastano senz'altro a provare i due teoremi seguenti:

Teorema 1°. Se w(a) , w{^r]) hanno le derivate limitate ed integrabili dei

primi g — 1 ordini ed i g <.2n, le funsioni Y{xy) e "Wlxy) hanno le derivate

dei primi g — 1 ordini regolari^ la funzione Ti{xy) ha le derivate di ordine g

finite e continue.

Teorema 2°. Se w(a) , w(Srj) hanno le derivate continue e regolari dei primi

g— 1 ordini ed e g.^2n, le fmzioni V(a;y) e Wixy) hanno le derivate dei

primi g ordini.

Per p' = 1 il teorema 1° e compreso nei lemmi 1° e 2°, il teorema 2° e 11

lemma 4°
;
per g"^ I i teoremi si ottengono immediatamente per induzione completa

in forza dei lemmi 2° e 3°, e precisamente delle formule (1) (II) (III).

(') Cfr. per una dimostrazrone analoga piii ampiamente sviluppata: Dim, Sur la mMode des

approximations successive^. Acta Math., vol. 25, pag. 199 e sgg.

13
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4. Occorre notare 1' intima natura dei precedenti ragionamenti, onde averne sug-

gerimento per le generalizzazioni ad integrali di forma analoga che si presenteranno

nel seguito. Gli integrali studiati sono del tipo

I k{xy ; a) w(a) da , \ \ k{xy ; fr;) w{^ri) rff dt]

.

\°. Per potere affermare che se w{^r]) e w{(r) sono integrabili e limitate gli

integrali sono regolari (lemma 1°), basterS, sapere che k{xy;(f) e k(xi/;^rj) divengono

rispettiyamente in {xy)^{(f) ed in {xy)^{^r]) al piii infinite di un ordine determi-

nate << 1 e < 2 e che le loro derivate prime lo divengono di un ordine < 2 e < 3.

2°. Perche I I k{xy ;
^rj) w{trj) d^ dr] abbia nelle stesse ipotesi le derivate

prime (lemma 2°) basterS, invece che le derivate prime di k{xy ;
?ij) divengano infi-

nite al piu di un ordine < 2.

3°. Per potere affermare che se to{(T) , w{Srj) sono regolari, gli integrali hanno

derivate prime (lemma 4°) e essenziale soltanto sapere che se per w(o-) e wi^rj) si

pone I'unit^, le derivate esistono, ed inoltre che le derivate prime di k(xy;ff),

k{xy ; ^-q) divengono infinite di un ordine <<l+i? e <;2-)-/^, dove /S e un nu-

mero fisso anche arbitrariamente piccolo.

4°. Infine per poter conchiudere con teoremi analoghi ai teoremi 1° e 2° oc-

con-erS, ottenere un sistema di formule come (I) (II) (III) che permettano di fare il

ragionamento per induzione completa (lemma 2° e 3°).

5. Applichiamo dunque queste osservazioni ad altri integrali. Consideriamo le

funzioni

V, {xy) = ]v:{a) da flog c:,(ff ; a,)
^

t{a ; ff, ; xy) da,
,

(15) W,{xy) = [fwi^rj) d^ d, f \ \ #(f «y
; <r. ; xy) da,

,

U. {xy) =j^w{h]) d^ drjjlog \<Si{^,, ;
a,)

\ ^^j^^^^ ©(f'J ; <^. ^^u) d<f,

.

Le funzioni 1,6,0 godono delle solite propriety,. Solo per determinare -piena-

mente ^\{xy) dobbiamo fissare la determinazione del logaritmo; e noi penseremo

perci6 che log Zi(a ; a,) si debba interpretare come il limite di log^tia ; xy) quando

il punto xy interno a C tende al punto a, di y, essendo quest' ultimo determinate

mediante la convenzione del n. 3 e cio5 per modo che sia ovunque continuo tranne

che in un punto fisso di y:ff= 0: risultera pertanto logg,(<r ; ff,) una funzione con-

tinua di er, e di ff traune che per c, ^ <r dove diviene infinita, e per a = dove

ha un salto di (

—

l)'27r?. Per log|gi| in Ui(^y) devesi intendere la determinazione

reale.

Lemma V". Se w{a) e w{^rj) sono Imitate e g ^l ,Yi{xy) e Wi(^y) sono

regolari in C {e su y).
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Si ottiene invero facilmente die la funzione

k{a ; xy) = j
log gi(ff ; ff,) ^^j^^- t{<f ; tf,

; xy) da,

,

nou diviene mai infinita di ordine > /?, e le sue derivate di ordine > 1 + /S, /? es-

sendo iin numero positive aibitrario auche piccolo a piacere (') (I'infinito principale

(') Infatti, si osservi cho si ha r{a ;a;y) :^r{a ,a,)-{-r{a,;xy), e qnindi se /S fe un nnmero

positive piccolo a piacere ina fisso, si ha pure »'P(<'
; ar^)l= f(a ; ffi ;

a;j/)[rP(ff ; ffi)-f- ''^'(tfi ; jry)],

dove C indica una funzione finila e conlinua delle variabili da cui dipende. Airemo qnindi:

r?{a ; xy)
J

log Sifo ; a,) t(<i ; a, ; xy) da, =

= )-P(<r
; <T,) log St(ff ; tfi)

—

———.t,(a;ar.xy)da,+
j \og?i{a;a,)^—^^^-^tda;<J,;xy)da,

con ti=tC. Poichfe la funzione (f>{a -,0,)=:= r'fiia ,a,)\og Ci{a -,0,) b finita e continua e. detto ^, un

numero <^ soddisfa ad una disuguaglianza del fipcS \(p{a;a',) — fp(o •,a'\)\<^^,\a', — <j"i|^', il

primo di questi integrali rappresenta per gli sludi dei nn. 15 e 19 del § VI, una funzione finita

e continua in C e su y. Quanlo al secondo di questi integrali 6 esso pure semjire finite basta osser-

vare invero che I'integrando e scmpre inferiore ad una quantita della forma a, log r{a;a,)r'~?{ar,xy).

Analogamente si precede neU'esaminare le derivate della nostra funzione, le quali per xy non

su y sono espresse da

-——=]^^X,^,,(a.,a,)^^^^^-^t(a,c,-,xy)da,+ )^^log,ia,^^^

^Mnp)= r
1 ,^(„ . „.)—-1-- t(a ; a, ; xy) <f<r. + f leg ?.(,r ; a, )

—-i—- ^Jllllllfl!}
rf^,

,

iy Jy ? *(" ; ^y) Jy <;k(a, -, xy) iy

^-Mn^ = (-iym—L.^t(c;a;xy)+^ —i—-^i^tia;c,;xy)dc,+
ia 'SKia-.xy) > n'

' ^?i(a,a,) <;i,{a,; xy) ^ ' " "' '^

, r ,, , 1(g) — ^(gi) 1 ,, xj I fi / ^ ' it{a ; a, : xy) ,+ I
tt'^a) ; iff ; a, ; xy) da, + log ?i(a ; a,) —. :

—^

—

^ da,

.

' Jy Si(g;g.) <;k(at;xy) "' \]y ^ ' ?k(a,;xy) ia

(jli ultimi termini di ognuna di queste espressioni ed anche il penultimo termine dell' ultima ra])-

presentano funzioni che divengono infinite di ordine <ifi, dove /J b un numero anche arbitrariamente

piccolo : il primo termine di —^

—

'— h una funzione che diviene infiDita di primo ordine al piii,

onde, per diraostrare I'enunciato, basla provare che anche i primi integrali che corapaiono nelle

due prime derivate, e I'integrale principale di Caught che compare nell' ultima divengono infiniti

di ordine 1
-\- fi. Ora mediante un'integrazione per parti si vede facilmente che anche lo studio di

quegli integrali si riduce facilmente a quelle di un integrale principale di Cal'chy della forma del-

I'ultimo. Per queste poi csservando che r'+P(ff ;a-y) = Ci(ff ; ffi ; a;.v) ['•'*^(ff ; ffi)+ r'-*-3(<i, ; a;;/)];

si ha:

r'+P(ff ; xy) \ —;
r
—-^

: t(a ; a, ; xy) da, = I —

—

'-^ —
- t,(a ; a, ; xy) da, +

\)y Si('';<'>) ikiatixy)
"'

Jy ?i(ff;ff.) 'iK(a,;xy)

. C 1 r'*^(a,;xy) , , , ,

IJ^
?i[a;a,) ?k(a,;xy)

con tt = Ti.t .Ci. E per enlrarabi questi integrali ragionande coi metodi soliti del § IV, si dimostra

facilmente che rappresentano funzioni finite e continue: il che dice che anche T integrale di Caught

primitive diviene infinite di ordine <.1 + ^-
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essendo —, :). Ed analogamente
r{a ; xy)}

f 1 1
k{^v •,xy)= —z—— -7-

r «(f ', ; ffi ; xy) da,

non diviene mai infinita di ordine > 1 + /? e la sua derivata di ordine > 2 -|-
i*

§ essendo come sopra un numero positive fisso anche arbitrariamente piccolo (').

Segue immediatamente 11 nostro lemma come si e rammentato in 1°, n. 4.

Lbmma 2'''^ Se wi^rj) d limitala e g Sl\ ,'^i{xy) hale derivate prime finite

e continue, le quali si esprimono per mezso di funsioni TJi e Wi in cui le fun-

zioni che fungono da fumioni 6 e ® dipendono rispettivamente dalla & soltanto

oppure dalle sue derivate prime e di fumioni che kanno tulle le derivate il cui

ordine non supera g ne 2n.

Infatti si ha per es. che la derivata rapporto ad a; di U per (xy) interne a C

e data da

E si pu6, colle solite integrazioni per parti, portarla nella forma :

(jY) X
r-a0(?i; ; a, ; xy) D&j^t] ; a, ; xy) ^,{a, ; xy )~|

^^^

^ 2J Jo '' ' JyL'^ii^'] ; o'l) '?.o(f'; ; <^.)J ^*(<^i ;
xy)

dove ^2 e, analogamente alia ^ del n. 4, data almeno per r{xij ; a) <[=

—

, da
a(M-}-l)

II prime dei termini di (IV)' h un'espressione U, , del tipo voluto, il secondo e la

somma di due funzioni Wi

.

Lemma S**". Se w{^r]) e w{(s) hanno derivate prime e g>.\ ,Yi{xy) e W,{xy)

hanno le derivate prime finite e continue le 'juali si esprimono come somme di

(') Per riguardo a k{(ri;xy) vedi i risultati dei nii. 20, 21 c sg. del § VI. Per quanto riguarda

le sue derivate si possono imitare facilinente quei raKionamenti. In entrambi i casi h ancora pifi

seraplice ripetere ragionanienti simili a quelli della nota precedente.
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una funzione die ha le derivate il cat ordine non supera g, ne 2n , e di funzioni

del tipo di Vi,Wi,Ui in cut le fumioni che hanno I'ufflcio delle fumioni t,0 ,&
sono formate con le t ,6 ,w primilive colle loro derivate prime e colle derivate

prime e seconde di f (ff) , tj{g) , ai{xy) , a)t(x'y).

Precisamente coi soliti procedimenti di integrazione per parti, la derivata di

Vi(a;y) rapporto ad x, che quando {xij) e interne a C si pu6 scrivere

1^ = C^c(a) da flog g..(cr ; cr,) -^-L-- M^I^Li^^i ^a, +
(16)

+ \w{a) da jhg g.(<T ; a,) -0^^ t{a <r, ; xy) da, ,

si pu6 trasformare giungendo alia formula seguente:

'ix
•^

\ da \ log Cj(ff ; ff.) — X

(V) ^
rD^(ff

;
ff.

;
xy)

_ MM'^^ ; ^If) «^(q-i) i{<f ; g. ; xu))

[_ llX
\ I ^ \ I

-JQ.^

— ^3(0-, ; xy) a»(ffi) — {w{a) t{a ;
ff, ; xy) Ti{a ; <r,) ^.(ff ; <r,))

|

(itr,

,

essendo, almeno per r{xy ; ff) •< —

ftC^i ; ocy)

:

«'(M + 1)
'

1

n{<fi) + alcio-i) (fK)— a:)

1

Analoga formula vale per W(a;v/).

Lemma 4*''". 6^e w(fry) , w(ff) 5o«o funsioni regolari, esistono e sono finite e con-

tinue le derivate prime di Yi{xy) e di Wi(a;y).

Consideriamo ad es. Yi{xy). Al solito potremo per semplicitS, supporre t indi-

pendente da xy, poiche ci6 non porta alcnna complicazione : chiamiamolo i(or;ff,).

Avremo allora

Y,{xy)= wis)
I

da
(
log gi(o- ; a,)—-——: i(s ; ff,) da, +

I
rfff

I
log cfi(<r ; <r,)

,
lt{a ; ff,) wia) — t{s ; <r,) ic{s)^ da,

.

Jy Jy ^h\'^\ixy)

II prime integrale e iin integrale V, in cui w(ff) = 1 e quindi per il lemma S**'

esistono le sue derivate prime. Quanto al secondo integrale osserviamo che almeno
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se si siippone che (xy) tunda ad s restando sulla normale a s in y, si avri per (xy)

suiScientemente vicino a y [form. (3) di pag. 25] r(x?/ •,ff)^^=\ff — s\. Per la

J/

2

supposta regolarita di w{(r) e /(ff;o-i) sark quindi \l{a ,at)tv{a) — ^((s ; c,) m;(s)K

<Cflio|s — cP <C «u ^*"(>^^ ; <')• Ne segue ricordando i ragionameuti della Dota del

lemma 1^ che la derivata rapporto ad x dell' integrando del secondo integrale scritto

aopra

:

Ilog gi((T
;
tfi) ,2 \,.\ W*^ = "^'^ «'('^) ~ ^<* = "^'^ ""^*)] '^'^'

diviene infinita per (s) ^ (ff) di ordine < 1 — ^', ^' essendo un numero positivo < A

anche quando xy tende ad s ; e quindi esiste la derivata di questo secondo integrale.

I teoremi precedenti ci danno come al n. 3, i seguenti:

Teorema P". Se w{<r) , w(^rj) hanno le derivate limitate ed integrabili dei

primi g— 1 ordini ed 6 g ^^2n le funzioni "^i{xy) e Yfi{xy) hanno le derivate dei

primi g — 1 ordini regolari, la funzione Ui(.ry) ha le derivate di ordine ^^g
finite e contiiiue.

Teorema 2*"". Se v'{o) , w{^r]) hanno le derivate continue e regolari dei primi

g — 1 ordini ed e sempre p <.2«, le funzioni V,(^y) e Wi(xy) hanno le derivate

di ordine <. g finite e continue.

6. Ed ancora qualche ulteriore estensione dei precedenti teoremi ci occorrer^ in

seguito. Ci occorrer^ ad es. considerare integrali della forma

(17)

Wi(^y) =JJ^ w(fr;) d^ drj X

X
I ^jii:.,.^\

?^^''('^>
; *^) ^og SftCff. ; xy) Bj{^

;
tf,

; xy) da,

,

dove devesi intendere / >. 2 ed il logaritmo deve pensarsi determinato secondo la

solita norma in modo che risulti una funzione finita e continua tranne che per

ff, = 0.

Aggiungeremo ancora che si supporr^ sempre che ammetta almeuo le derivate

dei primi j — 1 ordini rapporto a ff,.

In questa ipotesi che per la funzione Wj{xy) valga il lemma 1° risulter^ subito

ove si noti che per mezzo d\ j — 1 integrazioni per parti rapporto a ff, la funzione

Iy d(?'/ ; "^i)

<?t*(<fi ; xy) log g;,(ff, ; xy) ej{Sr] ; ff, ; xy) dOi

si pub riportare alia forma della funzione che compare in Wiixy). E per le osser-

vazioni generali del n. 4, questo ci proverk sonz'altro che anche il lemma 4° sar^

facile a stabilirsi dopo che si sia provato che nell' ipotesi che wi^r]) abbia le deri-

vate prime vale il lemma 3°. Se per6 a stabilire quest' ultimo noi ricorressimo di-

rottamente al metodo di integrare per parti ora richiamato, giungereramo si al risul-

tato, ma dovremmo poi mantenere sempre il numero ^ di y — 1 unitk pid elevate
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del numero delle derivate di cui vuolsi provare I'esisteuza. Ad evitare qiiesto incon-

veniente converrk invece appunto perci6 ragionare direttameiite in modo simile ai

numeri precedenti : e si dovranno cosi introdurro funzioni analoghe alle fun'/ioni U,V,

per mezzo delle quali completare un sistema di formula analogo al sistema (I) (II)

(III) che renda possibile dare al ragionamento forma ricorrente. Cosi ad es. per cal-

colare la derivata prima rapporto ad x si osserver^ che si pu6 scrivere:

(18)

dove con -'=

—

abbiamo volute indicare la derivata di W,- fatta pensando la

come indipendente da x ed y. Per eseguire questa derivazione si osserver^ poi che

si pud scrivere

^A^y) -—
) J^

d^ drjj j-u^ . g ^
5r'(ffi ; xy) log Sk((r, ; xy) X

^ -!){Oj(h'<'r,xy)w{trj)'^,{^r};a,))
^^^

1)?

j-
I
w{a) da I ,_,, q/r*(o'i ; xy) log gj,(o->

;

xy) Oj{a ; ff, ; xy) ^^{o ; a,) da,,

dove e almeno per r(f jj ; <r,) <; —,

mn ;
ff.) ^

«'(M + 1)

1

-(/-l)[r,(f»;;<r,) + -^-^^^^f-?(<r,)]

E quindi se si deriva questa espressione pensando, come si disse, la # indipendente da

xy , si avr&,

iS^Mh =,_ r r
rfi rf,^

[ _{7-^ sr'(ff . ; ^y) log g»(ff, ; xy) «.((r,) x

X
"a(<'j(?'?;g.;a:y)M-(?7;)^5(?»;;g.))

^^^_ _

+ {w{a)da r /~^
, X

X gr'(o'i ; xy) log e:»(<r, ; asy) «»(<r,) fl^((r ; a, ; xy) f^{c ; <;,) rf<r, +

+ \w{a)da
) -—TT-—tX

X gr'(ffi ; xy) ctn(a,) ej{a (t, ; xy) p,{a ;
ff,) da, .
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E queste formiile (18) (19) esprimono la derivata cercata per mezzo di integral! dei

tipi Wj(a-?/) , Wj^i{xy) ed infine di integrali come gli ultimi due della (19) od il

terz' ultimo della medesima formula che sono quelli che debbono qui assumersi come

integrali Vy od Uf rispettivamente.

7. Ed ancora gli stessi teoremi valgono per integrali pit complicati:

(20)<"

(20)"'

(
WS"(.,) = |J^^(J,),J,,J^-J^ J^

logg,(., ;..)^^^ «(|r;;<r. ;a. ; xy)dc.

Wf\xy)=
]

[10(^71)01^ drj f j.f' ^ . f log s»(ff, ; ff^) ^f'(<^i ; a;?/) log g,(tf ^ ; a;?/) X

X d{^7] ; (T, ; ffj ; xy) da.
,
per ; >: 2

,

W?\xy) = f r«-(?r;) d-§drj C-J^^ { log g,(<r. ; ff,) da, f log ^.((y^ ; *,) X

Wf(xy) = r rw(?,?) d^rj i J^[ r log c^^ia, -, a,) da, [ log g,(<r, ; tf,) X

X c:r'(o'3 ; iT^/) log gi((r3 ; xy) 6i(?»;
; ffj ; o-j ; 0-3 ; a;y) da^

,

per ; > 2 ,

sui quali si pu6 procedere come pur anzi. E si potrebbe ancbe dire di piii cbe questi

integrali (20) sono via via meno singolari: cosi non sarebbe difficile provare che

Wj'*(a;2/) ammette le derivate prime tosto che si suppone w(J»;) integrabile e limi-

tata, e '^f\xy) ha queste derivate prime regolari, e Wj''(a;y) ammette le derivate

seconde ecc. Ma questa ulteriore precisione dei risultati non ci e necessaria (').

8. Premessi questi teoremi, esponiamo la traccia del nostro ragionamento.

Si tratta di mostrare che le soluzioni dell'equazione integrale omogenea (9)

del § IX:

(21) 7r(a3,iy,)
4-JJ

%{xy\x^y,)n{xy)dxdy=-{i,

hanno le derivate dei primi 2k ordini. Snpponiamo perci5 che la funzione %(xy ; XxyC)

(') Esaminiamo ad es. il piu semplice degl' integrali W;'''(a;.v) quelle die corrisponde i. j= 1.

Se pdniamo I I —

^

r^—'

'.
'"—^di dn :::= t{a, ;«, ; .vy) la funzione (, nientie ammette le

stesse derivate che fl rapporto a a^ ed xy, e regolare rapporto a Oi . fcii pub allora scrivere

W('>(a?i/) = rf<r, log?j,(o, jffj)

—

J(a,;a,;xy)da,,
Jy Jy '^li"' •' ^y)

cosi W[^\xy) resta espresso per mezzo di un integrale V del tipo Vt{xy) del n. 6 con la funzione t

derivabilo rapporto a a, ed xy, regolare rapporto a a, : sark quindi funzione dcrivabile.
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sia proprio una somma di quelle che compaiono negli integral! W,W, , W>, W^, ...

Dal fatto che n(a-ii) e, come si vide al § IX, finita ed integrabile, seguiri che 1' in-

tegrale di (21) e legolare (teoiema 1°), e perci6 per (21) che 7r(;r,y,) e pure regolare;

e quindi 1' integrale di (21) avik deiivate piime (teorcma 2°) e perciii per (21) Ic

possiederk pure n{xy); ed allora di niiovo pel teorema 1°, quests derivate saranno

regolari ecc. Si potrk cosi couchiudere clie la n[iy) ha finite e continue tutte le

derivate il cui ordine non supera ne il numero 2«, ne il numero g che indica quante

derivate possiedano i coefficienti 6 degli integiali precedent!.

Ne la coiiclusione verr^ mutata se in %(xy ; Xi^i) oltre ad entrare come addendi

funzioni del tipo anzidetto entreranno funzioni che ammettano g\k Ic derivate dei

primi 2m ordini finite e continue, oppure funzioni che ammettano le derivate dei

primi I — 1 ordini finite e continue e le cui derivate Z*"'"'' siano funzioni di quelle

che compaiono negli integrali WjW, ,... purche in questi casi i coefficienti 6 am-

mettano le derivate dei primi g— I ordini.

Occorre dunque esaminare la funzione x{^y\^iy\) che compare in (21).

Ora conviene osservare che e.ssa consta di due parti, I'una {Ixpixy ixiyi) prove-

niente da xp{xy;xiyi), I'altra ii.g(xy;xiyi) dalla funzione compensatrice g{xy;xiy,)^

=— e(xy ixiyi) -\- eAxy ;xiyi). La prima e pienamente nota nella sua espressione

analitica ; non cosi la seconds che e solamente nota in parte per quanto si riferisce

a e{xy ;Xiyi); la possibility di costruire la eiixy ;xiyt) risulta solo dal § I del-

I'Appendice, e questa non ci fornisce una espressione analitica della funzione che ci

permetta di studiarne comodamente le singolaritL

Noi quindi, come g\k facemmo nel § VIII, particolarizzeremo ulteriormente la

costruzione della funzione compensatrice; per modo che essa risulti costituita di un

gruppo di termini perfettamente noti nella loro forma analitica e di una funzione

costruita nel modo indicate nel § 1 dell'Appendice, finita e continua con tutte le

sue derivate che non contengono pii di 2w derivazioni rapporto ad xy, ne rapporto

ad Xiyi. Indi mostreremo come realmente dope ci6 1' integrale contenuto nella equa-

zione (21) sia del tipo degli integrali W.

9. Incominciamo da questa costruzione della funzione compensatrice.

Sia come al n. 26 (pag. 47, form. (11))

^J,i{s ;<T) = ^m ar'(s) L„,(s ;
a) -f j^—^, X

X ] 2^j)',^l^ii-,{s ; ff) log c;„(s ; <r)+ P„,„_j ,_,(s ; tf)
(

;

poniamo

(23)

14
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La funzione Jji{s ; a) e una funzione che ha tutte le derivate che non contengono

piu di « -f~ 1 derivazioni rapporto a c, ne rapporto ad s ('), ma per s =^ ff ha essa

una singolariti logaritmica, e le sue derivate A*^'"*" una singolarit^ di ordine k

.

Noti teoremi ci dicono che le stesse derivate possiederanno le ^j_V , ^jfj , ... e che le de-

rivate /t""'"* di JfJ.JfJ,... avranno una singolaritk di ordine <Ci,k , ^.k— 1 ecc.

Onde se noi consideriamo le Jf^*^\s ; a) esse avranno le derivate che non conten-

gono piii di « + 1 derivazioni rapporto ad s ne piii di n-\-\ rapporto a ff tutte

finite e continue.

10. Poniamo ancora come al n. 31 del § VIII

(23)
r'"^ ' ^^'^~L ^^-^Dy*-' l^=s-

E continuianao la costruzione delle funzioni:

e''\xy ; x.yi) = , _^^, .2,J
ii'i\xy

; a) e,j{a ; x^y,) da ,

(24)"' \e[^i{s;x,j.) =
\̂^^^C^f^p'

'^

~\^^^^
" ^-(^ ; ^.^.) =

=
) -^i^ilKs ;

") Vj(<^ ; ^lyi) da

,

''{xy ; x,y{) = . _g^,
.2,-

J i2'-'''(a;?/ ; «r) ei;}(ff ; a;,*/,) da
,

(24)«'> |.l!,'(s;a:,y.) = P""' ''l^Jf^^J^^'^'H - <K* ; ^.3/>) =
J 1_ ''*'' '!/ _J(«y)S(«)

=J ,-.-^.!!/(« ; <^) ^i^r ; .-si*/.) ^^ff

,

e»»*"(«y ; a;,2/0=^^^ 2,Jn^J'(xy ; a) ei!r"(<^ ; ^.^O «^<^

«

(24)<.-3) eir"(«;a'.S^.) = T ^""' C^'- fe'^'^'n - «i!r"(5 ; 3^.2/.)=

=J:J,./j!:'-^'(s ; (T) V>(cr ; x^y,) da

.

(') Anzi ha tutte le derivate che non hanno piii (ii «+l derivazioni rapporto ad s ni piii

di 2« rapporto a a.
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Le funzioni eif<"+'"(s; a;,^/,) ammetteianno, come risulta evidente dalle osserva-

zioni che procedono sulle ^j,7""(s ; a) e dagli studi del § V, le derivate che non
contengono piii di w -j- 1 derivazioni rappoito ad s , ne pit di 2n rappoito ad x.y,

e quindi potreino secondo il § I dell'Appendico costniire una funzione ex{xy

;

»,«/,)

che abbia le derivate che non contengono piii di 2w derivazioni lapporto a xy, nh

rapporto a x^yy finite e continue e tali -—i^SBL^hlllX = e\"^*'^'(s- x,v,)

Prenderemo come funsione compensatrice la

_| e'-'"^'\xy ; x^y^) + ei{xy ; £c,y,).

11. Corrispondentenaente a questa scelta della funzione compensatrice avremo

che la funzione xi^ ', ^y) dell'equazione (21) e data da

X{xy ; x^yi) = {iyj{xy ; a;,y,)— ^e{xy ; x^y,) -\- iS.e^'\xy ; jc,y,) +
_j ee""*''(a;2/ ; a;.?/,)+ ee,(«y ; x.y,)-

Dunque per le osservazioni del n. 8 basterk mostrare che tutti gli integral!

(26) jj Q.t/j{xy;xiyi)n{xy)dxdy

(27) jj ^e{xy;x,yi)n{xy)dxdy

(28) jJ e e"'(a;2/ ; x,y,) n{xij) dxdy (j = 1 . . . 2« + 3)

(29) \\ ^ei{xy;Xiyi)n{xy)dxdy,

dinno funzioni 2w volte derivabili rapporto ad Xiyi oppure funzioni cui si pu6

applicare i teoremi 1° e 2° dei nn. 3 e sgg. nel modo indicate al n. 8 con ^ > 2«,

od infine funzioni le cui derivate k^^''"'" sono tali che si pud loro applicare i teoremi

1° e 2' dei nn. 3 e sgg. con g :^2n— k. Intanto 1' integrale (29) ammette tutte

le derivate dei primi 2w ordini tosto che si suppone 7t{xy) integrabile, poiche tali

derivate ammette ei{xy ; a'i?/i). Esaminiamo dunque gli altri integrali (26), (27), (28).

Cominciamo coll' integrale (26). Si pu6 scrivere
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dove le pj(xy ; Xiyt) hanno tutte le derivate che non contengono pid di 2/2 deriva-

zioni rapporto ad a; e rapporto ad y, e Pj,i{xy ; Xiyx) ammettono tutte le derivate che

non contengono piti di 2«— I— 1 derivazioni rapporto a xy, mentre Y{xy\Xiy))

e una fnnzione finita e continna con tutte le sue derivate rapporto a Xiy^ (').

Quindi I'integrale (26) sar^ una somma di integral! dei tre tipi:

(30)
(J

pj,i{xy ; x^y,) ^j{xy ; x,y,) log ?j{xy ; x^y,) rr{xy) dx dy ,

jj
F{xy ; Xiyi) 7t{xy) dx dy .

I primi di questi integrali (30) sono proprio integral! del tipo delle W{xy) del

n. 3 con g = 2n e quindi valgono per ess! i teoremi 1" e 2° e la loro applicazione

successiva e permessa 2« volte, onde per quanto li riguarda si pu6 provare che Ti{xy)

e 2n volte derivabile.

I second! integrali (30) si possono derivare ^ + 1 volta sotto il segno : le deri-

vate I -f-
1*""" sono date da

(31)
J I

p'ji{xy ; Xtyi) ^. „_^ „v ^{xy) dxdy,

dove Pjiixy ; Xiyi) ammecte ancora le derivate dei primi 2«— I— 1 ordini finite e

continue rapporto a x ,y. Quindi queste derivate {I -}- l)^"'""' sono proprio integrali

del tipo W{xy) del n. 3 con g= 2n — I— 1, e quindi ad ess! si pu6 applicare !

teoremi 1° e 2° 2?? — I — 1 volte; quindi anche per quanto dipende dai second!

degli integrali (30) si pu5 provare che la Tt{xy) e 2a volte derivabile.

I terzi integrali (30) sono seaz'altro funzioni 2« volte derivabili.

(') Queste proprietii dei coefflcienti p che compaiono in Q,%l>{xy; x,y,) risuUano assai facil-

menti; ove si osservi anzitutto che termini in —r— -, od in ej'{.V!/;ic,y,)\of;?j{xy,ee,y,)
?j(xy ; Xiyt)

compaiono solo nelle derivate di \l){xy iXiyi) di ordine >.2n — 1, e ^.2« — 2— / respettiva-

mente e quindi intanto in derivate i cui coefficienti neU'espressiono di (J hanno le derivate rap-

porto ad a; e 1/ di ordine j^2« o <.2« — 1 — I appunto. Quanto poi ai coefficienti con cui essi

compaiono in ciascuna di queste derivate occorre notare che essi si otten^ono considerando nella

derivazione della \p{xy -fXiy,) 2n — \ o 2/t — 2 — Z volte le ai come costanti, e le residue volte

derivando rapporto ad a; od y in quanto la V contiene queste variabili nelle aj(xy); e quindi con-

tengono al piii le derivate prime o di ordine ^l-\-2 di queste funiioni «, onde anche per questo

riguardo tali coefficienti hanno almeno lo derivate di ordine 2« o 2n — I — \ rispettivamente.
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12. Passiamo ad esaminare gli integral! (27). Si osservi ehe si ha:

(32) +£ qj (xy ;
or) log g^(a;2/ ; a) pV,Ui*My ; ffjj -f- P<»(xy ; ff)

,

In n—

1

_
fj{<f;«,y,) =y»XiSr'*'(tf;«i2/.)logq»(ff;a;i2/,)K-;Kff;ar,y,)+ P'-'V;a;i2^i),

1^

dove delle derirate delle funzioni p , P che qui compaiono sono finite e continue quelle

di p\^]{xt/ ; a) che non hanno piti di 2w derivazioni lapporto a ff, ne piii di

2w— I rapporto a xy ;

di P'-''(icy ; <r) che non hanno piii di 2« derivazioni rapporto a a, nessuna

rapporto a, xy;

di p^ji^f ; Xiyi) che non hanno piti di 2« — ^+ 1 derivazioni rapporto a <r, e

quante si vogliano rapporto a Xiyi ;

di P'-"(o' ; a;,2/i) che non hanno piii di ii-\- I derivazioni rapporto a <r e quante

si vogliano rapporto a a;,yi (').

Segue che si avr^

2/i t n ft— 1 f^ 1

X log g(,(«T ; a;,«/,) fa,ii,(xy ; <r ; x,y,) da -\-

+ ZiZi, sKa;«/;<r)logg<(ajy;<r)c;r'*''(ff;a;iyi)X
(I --^y

X log ^u{o ; ^ly.) jB,ft,,.+i+w,(^2/ ; a ; a:,y,) rfff '. +
(33) ;

Jft / n—I /- _

+ ^i }_J 'Sr'-'Hff ; a;.2/.) log g,(ff
; ir.yO P.-,,(a;2/ ; a ; a;,?/,) (iff +

+ Zi sK-^y ; ") log <?((^y ; ") Pi,n+j+i(^y ; ^ ; «i2/i) c^ff
[ + P(iC2/ ; ff

; 3-.yi),Vy )

dove le funzioni che qui compaiono hanno certe derivate finite e continue, e preci-

samente

P^\,lU^xy\«^ol:^y^— 2jP'^}{xy•,c)p\i},{a^,x,y^) quelle che non contengono pivi

di 2»— li-\-\ derivazioni rapporto a ff, n6 pii di 2n — I rapporto a xy;

{') La dimostrazione fc analoga s qiiella della nota prccedente.



- 110 —
JP«, j(*y ' *

5

^li/i) = ^j P^^\ocy ; (r)p\^i{ff ; Xiyi) quelle che non contengono piii

di 2« —l-\-\ derivazioni rapporto a ff e uessuna rapporto a xy ;

^i,i{xy ; * ; Xiyi) = ^3PuK^y ; '^) P'-'X"' ; ^^y^) quelle che non contengono piti

di «+ 1 derivazioni rapporto a <r ne piii di 2n — I rapporto a xy;

P{xy ; tf ; oji^i) = 2j P^^^{xy ; c) P'-'Xo' ; Xiyi) quelle che non contengono piii

di w -|- 1 derivazioni rapporto ace nessuna rapporto ad xy
;

mentre tutte ammettono quanta si vogliano derivazioni rapporto a x^y^

.

Se noi consideriamo ora I'integrale (28) avremo che il contribute degli ultimi

tre gruppi di termini di (33) ci d^nno senz'altro funzioni che ammettono quante si

vogliano derivate rapporto ad Xtyi

.

Consideriamo invece un termine proveniente dal primo gruppo. Per I = 1^=
avremo proprio un integrale del tipo di W„+i{xy) del n. 6 per cui p' = 2« e quindi

ad essi si potranno applicare i teoremi 1° e 2° fino a mostrare |che n{a;y) abbia

etfettivamente le derivate di ordine 2w.

Se invece / od h sono diversi da zero, noi potremo prima eseguire l-\- li de-

rivazioni sotto il segno integrale e le derivate (I -|- ^i)"'"" saranno espresse per un

integrale del tipo di Wn-i+i{xy) del n. 6 per cui g s&rk il minore dei due numeri

2« — /, -f- 1 , e 2«— / , ma ad ogni mode > 2w — I— li; e quindi ancora per

questi integrali si possono applicare i teoremi 1° e 2° fino a provare che esistono

le derivate di ordine 2w.

Analogamente per gli integrali del secondo e terzo gruppo. Per es., questi ultimi

si riducono dopo n -\- I derivazioni ad integrali del tipo di W{a;y) ; mentre quelli

del secondo gruppo portano dopo n -}- 1 -\- li -\- I derivazioni alia considerazione di

integrali del tipo di Wi{xy) con g==n — I — 1 e quindi permettono essi pure di

dimostrare I'esistenza delle derivate di ordine 2w.

13. Infine restano gli integrali (28). Essi sono via via sempre piti regolari, se

pure molto piii complicati nella loro espressione; esamineremo per fissare le idee il

primo di essi.

La funzione e'-^\xy \X\y\) e data dalla (24)'": possiamo scrivere

(34) e''\xy •,x,y,) = , _^,, X^-J ^'"(a^'Z ;
ff)

d<^J ^..^ ; ^i) V^i^' 5 a;,?/,) rfff,

.

Ora per Jij{s ; c) si hanno formule perfettamente analoghe alle (32). Invero

basta ricordare che Ji,j{s;c() non differisce da ——^—jz[ altro che per essere so-

stituita I'espressione J?«^--'(s) Lmi(5 ; ff) a {n — 2)\2,n ,

'"

\ »
quindi si avr^

SmVS )
ff)

(35) Ms ; ff) = I„ I ?^(s ; ff) log g„(s ; ff) pi^-i'(« ; ff) + P«-"(s ; ff)

,

n V /



— Ill —
dove le p\'Jl{s ; a) sono funzioni clie ammettono 2a derivazioni rappoito a <r e rispet-

tivamente 2w

—

I e 2« — 1 rapporto ad s.

Se quindi vogliamo calcolare la C£e"'(a;y ; .c,^,) e poi 1' integrale (28) ci im-

batteremo in integrali della natura dei W^\xy) del n. 7; od in integrali che hanno

una conveniente loro derivata di quella forma appunto.

Ed analogamente I \^e''^\xy;Xiyi)n{xy)dxdy di luogo a considerare inte-

grali della natura dei Wi^\a;y), e cosi di seguito.

Cosicche restano provate le affermazioni del n. 8 e quindi pure per il ragiona-

mento Ih indicate la derivabiliti delle funzioni rt{xy) soluzioni di (21).

ERRATA CORRIGE.

Pag. 21 riga 1 « richiediamo soltanto » leggi « richiediamo generalmente toUanto ».

n 21 1 3 aggiungere dopo la parula u continue » quanto segue: « a Tolte sostituiremo questa

ipotesi che iion basterebbe neppure ad aesicurarci deU'esistenza delPaggiunta

con quella che in C le buSxy) abbiano le derivate di ordine i-\-k-\-\ finite e

continue ».

I) 22 » ultima del testo form. (4) k ?/""' » leggi " 5,'""' n

» 26 » 3 dopo "(t'I+It") " agginngi u = 1 s.

» 33 » 3 form. (30) u (— xyini n leggi « (— 1^71! ».

» 33 » 10 form. (32) aggiungere all' ultimo termine «

—

^ ; -n il fattore « r— ».
^^ ^ da ?{(!, a;y) jj{a)

38 1 17 BWji) leggi iia),t».

40 n 8 dal basso « asserlazione n leggi « ataertione ».
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